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I. Введение

В последние 10—15 лет наблюдается растущий интерес к дифференци-
альной геометрии многообразий Грассмана. На наш взгляд, это объясняется
следующими факторами: во-первых, грассмановы многообразия—это «клас-
сические» гладкие многообразия и их топология достаточно хорошо изу-
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чена, во-вторых, многообразия Грассмана являются одними из непри-
водимых (кроме G (2, 4)) компактных симметрических пространств, что поз-
воляет эффективно использовать для их изучения соответствующие сред-
ства, в-третьих, они используются во внешней геометрии, так как являются
объемлющим пространством для грассманова образа поверхности — анало-
га сферического отображения. В настоящем обзоре мы ставим своей целью
проследить основные результаты по геометрии многообразий Грассмана,
полученные до 1989 г.

Многообразием Грассмана G (/, / + р) называется множество /-мерных
плоскостей / + jo-мерного евклидова пространства Е1+р, проходящих через
начало координат О £Е EUv. Если брать ориентированные /-мерные плос-
кости, то получим «ориентированное» многообразие Грассмана G~ (', / + р).

Аналогично можно определить комплексные и кватернионные много-
образия Грассмана £G (/, / + р) и ¥G (I, I + р), заменяя Е1+Р на Сг+Р и
1Н'+Р (где И — тело кватернионов).

Другое направление обобщения многообразий Грассмана: множество
вполне геодезических /-мерных подмногообразий в пространствах постоян-
ной кривизны S'^P и Ll+p, сферическое SG (/, / -f- p) и гиперболическое
LG (/, / + р) многообразия Грассмана. Дальнейшие обобщения в этом на-
правлении, вероятно, менее содержательны ввиду бедности общего вида ри-
мановых пространств вполне геодезическими подмногообразиями (аксиома
плоскостей Картана).

В дальнейшем под многообразиями Грассмана будем понимать веще-
ственное «евклидово» многообразие Грассмана, если не оговорено противное.
Все многообразия, метрики, поверхности и т. п. предполагаются регуляр-
ными (С00, если не оговорено противное).

II. Топология многообразий Грассмана

1. Локальные координаты. На G (/, / + р) естественно вводится струк-
тура аналитического многообразия (см., например, Рохлин, Фукс [39]). Его
картами являются множества всех /-мерных плоскостей, проектирующихся
без вырождения (и с сохранением ориентации для G+ (I, I + p)) на данную
Z-мерную плоскость л 0 . Выбирая в Е1+р ортонормированный базис так, что-
бы плоскость л 0 задавалась уравнениями х1+п = 0 ([х = 1, 2, . . ., р), полу-
чаем, что /-мерные плоскости, лежащие в соответствующей карте, имеют вид

xUl = llx1 + ... + lW,

= j£x i 4 - . . .

При этом Ip чисел %} (\x = 1, 2, . . ., p; j = 1, 2, . . ., /) можно принять за
локальные координаты на G (/, / + р) в окрестности рассматриваемой точки
(W (ло) = 0). Многообразие Грассмана, таким образом, /р-мерно.

Легко проверить, что функции перехода являются аналитическими. Не
менее употребителен и другой способ введения локальных координат
(Лейхтвейс [103]). А именно, зафиксируем в Е1+р ортонормированный базис
ех, . . ., е г, е;,х, . . ., ei+p такой, что векторы e l t . . ., ех лежат в данной плос-
кости я„, векторы ei+i, . . ., е<+р — ей ортогональны. С близкой плоскостью
п свяжем ортонормированный базис /х, . . .,/г,/г+1, . . .,fi+P такой, что
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/i, . . ., fi лежат в я . Раскладывая его векторы по базису (е,, еа) (i, j =
= 1, 2, . . ., I; a, |3 = I + 1, . . ., I + p), получим

Теперь можно специализировать базис (/,, fa) так, чтобы </ ь е̂ > = </;-, ety
и </<%, еР> = </р> е«>, где <•, •> —евклидово скалярное произведение
в Е1+р (на алгебраическом языке это соответствует разложению матриц,

{ц^}1, j=i и {r\a}aVfi=i+i на симметрическую и ортогональную). Кроме того,
естественно потребовать, чтобы на плоскости л 0 было /г = е ;, /и = е и (при
всех i, а) и базис (/$, /а) непрерывно зависел от плоскости. Тогда|

fi = (М + 4) е} + 4ец,

t)/ = г]}, т]р -- г]™. Теперь, пользуясь ортонормированностью векторов (/,,/а),
можно локально выразить ц{, г\'а и т)& через r]i', т. е. набор из 1р чисел
{T]f}i=i, p=z+i образует локальные координаты в окрестности точки я 0 (при
этом г\1 (я 0) =-— 0). Если Лт и Z — (Z X р)-матрицы, составленные из чисел
т){ и |™ соответственно, а базис (eh ea) выбран вдоль осей (хг, ха), то связь
между двумя введенными системами координат имеет вид N — ZQ, где Q —
единственная симметрическая (Z X /)-матрица такая, что QQ' •= (/, +
+ Z'Z)" 1 (7г — единичная (Z X Z)-MaTpii4a), Q — / г при Z = 0 и Q непрерыв-
но зависит от Z.

Согласно [103, 152] аналогичные виды локальных координат вводятся
на комплексном и кватернионном многообразиях Грассмана.

2. Клеточное разбиение и основные топологические характеристики.
Очевидно, что G (0, р) — точка (G+ (0, р) = S0 — две точки), G {[, р + 1) =
= UPP, G+ (1, р + 1) -= £ р , CG (1, р + 1) -= C^ J P, HG (1, р + 1) -= [Н/>Р.

Для многообразий G (Z, I + р) и G (p, Z + р) (аналогично для ориентирован-
ных, а так же для CG и И G) строится канонический диффеоморфизм, сопо-
ставляющий Z-мерной плоскости ее р-мерное ортогональное дополнение, т. е.
G (I, I -\- р) = G (р, I + р), G+ (Z, Z -f p) — G+ (p, Z + р) (как гладкие много-
образия).

G+ (Z, Z + р) дает двулистное накрытие над G (I, I -f- p) со слоем Z 2

(проекция — лишение плоскостей ориентации).
Многообразия Грассмана компактны: и связны (кроме G+ (0, р) — 5го) [39],
Многообразия G+ (Z, Z + р) (Z, р) 9- (1, 1) односвязны, я х (G (Z, Z + р)) ~

= Z 2 (Z, р > 0, (Z, р) Ф (1, 1)), я х (G (1, 2)) = я 2 (G+ (1, 2)) - Z 2 . О старших
гомотопических группах см. Фукс [43]. G+ (I, I + р) ориентируемо, G (I, I +
+ р) (Z, р ^> 0) ориентируемо тогда и только тогда, когда Z + р четно [39].

На многообразии Грассмана существует стандартное клеточное разбиение
на клетки Шуберта (например, Шварц [45], Милнор, Сташеф [33]) следующим
образом: зафиксируем в Е1+Р последовательность подпространств Е° d E1 d
а . . . CZ EUp (dim E' = ; ) . Для Z-мерной плоскости О б я С Е1+р опре-
делим числа nij (я) = inf {in: dim (я f] £'m) ^ /} (при этом т1 (я) •<

m

< m 2 (я) < . . . <mt (л)).
Клеткой Шуберта с мультииндексом (т1, . . ., гпг) называется С„ч ... „, —.

= {д Е б ( М + р) : m j (л) •= mi) (mi < . . . < тег). При этом dim Cmi...m =
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Е 1(1 + 1) л

ТП] 2 ' существует единственная клетка размерности 0 —
это Ci2... 1, и единственная клетка размерности 1р — это Ср+\ ...p+i; всего же
G (I, I + р) разбивается на Ci+V клеток.

С помощью клеточного разбиения вычисляются гомологии и когомоло-
хии многообразий Грассмана [45, 43, 33]. Например,

Нк (G (I, I + р), Za) ^ # к (G (/, I + p), Z2) = © Z,,

тде TV,,, есть число клеток Шуберта dim = к. Легко видеть, что Н* (С G (I, I +
+ р), G) ^ Я к (С, G(l,l+ p), G) = (В G [43] (G — любая абелева группа) —

все клетки имеют четную размерность.
Гомологии и когомологии вещественных многообразий Грассмана над

Z вычисляются в [43]. Многообразия Грассмана играют центральную роль
в построении теории характеристических классов (Милнор, Сташеф [33]).
Это объясняется возможностью построения над ними тавтологического рас-
слоения: слоем над точкой я GE G (I, I -f- p) является само я, рассматривае-
мое как линейное Z-мерное пространство. Такое расслоение является универ-
сальным в том смысле, что содержит в качестве подрасслоения любое вектор-
ное расслоение над паракомпактной базой.

Некоторые топологические свойства многообразий Грассмана рассмот-
рены, например, в [48, 100, 106, 87].

3. Плюккеровы координаты. Многообразия Грассмана аналитически

вкладываются в RP '1+Р (В ориентируемом случае в S Up ) с помощью
плюккеровых координат [39]. Плюккеровы координаты Рг1..л1 (1 <С h <C • • •
. . . < i; ^ I + р) ^-мерной плоскости я d El+P определяются как миноры
порядка I I X {I + р)-матрицы, строки которой есть координаты векторов
базиса плоскости я в Е1+р. Они кососимметричны по всем парам индексов
и удовлетворяют соотношениям Плюккепа

([•] обозначают альтернирование). При замене базиса в плоскости я плюкке-
ровы координаты умножаются на определитель матрицы перехода. Таким
образом, можно считать, что каждой йиерной плоскости я d El+P соответ-
ствует набор плюккеровых координате 2 Р2ц Г = 1. ЭТО соответствие

взаимно однозначно, если рассматривать плоскости без ориентации (и дает
С1 -1

вложение G (Z, I + р) —>- RP 1+р ), и двулистно, если рассматривать ориен-
с1 -1

тированные плоскости (получаем вложение G+ (I, I + р) —>• S 1+р (см.,
например, [38]).

В случае I = р = 2 имеется единственное соотношение Илюккера

Pl2P3i — Лз/>24 + РиР23 = 0.

Добавляя к этдму уравнению уравнение сферы 2 РЬ = 1» получим, что

G* (2, 4) распадается в произведение двух сфер S2 X S2 (как гладкое много-
образие). Действительно, положив р1 = р12 -\- p3i, р2 == р13 — p2i, р3 =
= Ри + />23, о1 = Pi2 — Pu, <f = Pis + P2t, о3 = Pit — Раз, получим, что
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соотношение Плюккера и условие 2 Pi/ = 1 эквивалентны равенствам
2 (РУ = 2 И 2 = 1 (например, Бляшке [49]).

Вложение многообразий Грассмана G (I, I + р) в евклидово пространство
2?^ получается с помощью композиции описанного выше вложения и вло-

жения К-Р 1+р (соответственно S 1+р ). При таком вложении N = (С;+р —
— 1) Ci+p/2 для G (Z, р + I) и iV = С'+р для G+ (I, p -\- I). Можно получить
и вложение с меньшей коразмерностью [43]. С другой стороны, например,
если I + р нечетно, то G (I, I + р) невложимо в Elp+miaV•р) [48].

Плюккерово вложение дает многообразие Грассмана G+ (I, I + p) как
многообразие простых Z-векторов единичного объема в пространстве A'IR'+P
внешних форм степени I в №1+р. Многочисленные приложения этой конструк-
ции встречаются при рассмотрении грассманова образа минимальных по-
верхностей (более общо — поверхностей с параллельным вектором средней
кривизны — см. V.4; геометрические свойства — см. III.3).

Интересное применение нашло многообразие Грассмана G+ {I, I + p) CZ
CZ A'R'+p в теории калибровок и глобально-минимальных подмногообразий.
Эта тематика берет начало с работы Харви — Лоусона [80]. Калибровкой
с постоянными коэффициентами называется линейный функционал в ЛгК'+Р
с max (ф (£)) •= 1 по всем ориентированным Z-векторам % объема 1. Гранью
(face) калибровки ф называется подмножество G (ф) = {£ ЕЕ G+ (Z, I + р):
Ф> (|) = 1}. Грань может быть получена как множество точек первого каса-
ния гиперплоскости в Al]Rl+p, движущейся из бесконечности, cG+ (I, I + p) d
CI Л ' К ' + Р . Классификация граней проведена только в случаях I = 1 (р = 1),
I = 2 {р = 2), I = р = 3, 1 = 3 р = i {I = 4 р = 3), I = р = 4 (Харви,
Морган [81, 67]).

Поверхности (более общо — распределения), грассманов образ (V.1)
которых лежит в одной грани, глобально минимальны в своем гомологиче-
ском классе.

Для большинства калибровок гранью является одна точка (например,
в случае I = 1 других граней нет: Sl = G+ (I, I + 1) d A*Ri+1 = EUl).
Нетривиальный пример грани доставляет вполне геодезическое подмного-
образие £,Рт С G (2, I + 2), I > 2т, (по этому поводу см. IV.2) — это
следует из неравенства Виртингера [40]. Соответствующие глобально мини-
мальные подмногообразия — комплексно-аналитические поверхности в
£ат+2 £- £й-2_ в случае I = 2 (р = 2) других граней нет.

Подробное описание этих вопросов и продолжения в их решении содер-
жится в обзоре [109].

III. Риманова геометрия многообразий Грассмана:
геометрический подход

1. Углы между плоскостями и метрика. Многообразия Грассмана, как
один из классов симметрических пространств, изучались Э. Картаном еще
в 20—30 гг. Тем не менее систематическое описание их геометрии начинается
в 60-х г. с основополагающих работ Лейхтвейса [103] и Вонга [152, 153]
{хотя аналогичный подход был намечен и в более ранних работах [138, 104,
19]). Геометрия многообразий Грассмана изучается именно в рассмотрении
взаимного расположения плоскостей в пространстве.

Пусть л и т — две близкие (проектирующиеся друг на друга без вырож-
дения) Z-мерные плоскости в Е1+р.

О п р е д е л е н и е . Углами 0 < ^ < . . . < |3, < л/2 между л и т
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называются стационарные значения угла между парой векторов и £Е я и
v GE т.

Если обозначать через Рл и Рх операторы ортогонального проектирова-
ния и рассмотреть ортонормированные собственные векторы щ, . , ,, В; Е и
(#!, . . ., vi GE т) неотрицательно определенного симметрического оператора
РпР%: п -*- п (РхРп- t —>- т), то углы {Pj}i=i как раз являются углами между
векторами ut и vt (после возможной перенумерации и замены некоторых век-
торов на противоположный).

Точнее, существуют ортонормированные базисы {wji=i с: зх и {yji^i С
d f такие, что

<и„ vj} = cos р,б„, рг G [0, я/2]

(это свойство можно принять за определение углов |Зг) [22]. Заметим, что
Z углов {pj полностью определяют взаимное расположение плоскостей я
и т: пара Z-плоскостей я х , тх может быть переведена в пару /-плоскостей я 2 ,
т2 движением пространства Е1+р тогда и только тогда, когда равны все со-
ответствующие углы между плоскостями этих пар [152].

О п р е д е л е н и е . Расстояние между плоскостями я и т равно
i

р2 (я, т) = 2 Р?-
1 = 1

Во введенных в 1.1 локальных координатах Z = (^)i^1

P

=rl линейный
элемент этой метрики равен

ds2 = Тг ((/р + ZZ')'1 dZ (/, + Z'Z)'1 dZ'),

где / n — единичная (п X ге)-матрица, Тг — след, ' — транспонирование.
Таким образом, на многообразии Грассмана G (I, I + р) построена инвариант-
ная риманова метрика [152]. Для метрического тензора имеем: g(a\/v\ =

= ((/р + ZZ'Y% ({I + Z'Zy1)}. В частности, в точке Z = О

Ш м = ^ , т.е. d S

2 | 0 = S ( ^ ) 2 -

Точно так же вводится'* метрика на CG (̂ , ^ Н~ р): углы берутся в смысле
эрмитова скалярного произведения в С1+р; соответственно, транспонирова-
ние в определении ds1 и в определении нормы оператора надо заменить на
сопряжение. Многообразие Грассмана CG (I, I -f- p) с такой метрикой явля-
ется кэлеровым [102]. Многообразие G+ (I, I -f- p) является накрывающим
для G (I, I + р), поэтому риманова структура на нем поднимается с G (I, I + р)
(хотя можно определить ее независимо по аналогичному правилу). Наконец,
с помощью углов строится метрика на кватернионном многообразии Грассмана
[152].

В локальных координатах v\f (см. II.1) метрика на многообразии Грасс-
мана задается в виде [103]

где dfi = dTf\(ej -f drjfep, откуда компоненты метрического тензора вблизи
нуля:
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Такой же вид имеет метрика и для С G (Z, Z + р) в соответствующих локаль-
ных координатах. Заметим, что координаты ц? являются геодезическими
нормальными координатами с центром в точке 0.

Отметим, что установленные в II.1 диффеоморфизмы являются изомет-
риями, т. е. как римановы пространства: G(\,p + 1) = URP, G+ (1,

G (Z, I -f- p) =G (p, I -\- p)

(то же для G+, С G, Щ (см. III.4), С G (1, p + 1) = CP", H C ( l , p +
-f- 1) = W />}1 (в последних трех равенствах речь идет уже о голоморф-
ной (кватернионной) изометрии).

В [103] доказано, что введенная риманова инвариантная структура на G,
G+, С G, H G — единственна, кроме G+ (2, 4) (и G (2, 4)). А именно, для G+ (2, 4)
существует двупараметрическое семейство инвариантных римановых метрик:

ds2 = ^(</з, cZ/i)2+ <(/з1 ^/г)2) + ((/41 ^/i)2|~b (/4» d,f2~)2) +
+ 2(i (</g, d/x> </4, cZ/2> — </3, df2y </4, d/x», Я, ^> I (x |.

При К — 1, |x = 0 получаем метрику, введенную выше.
2. Тензор кривизны, секционная кривизна, замкнутые геодезические,

множество раздела. Рассмотрим вид тензора кривизны многообразия Грасс-
мана G (I, I + р) в локальных координатах Z = (J#) в окрестности нуля.
Раскладывая компоненты метрического тензора в ряд по степеням ^ в окрест-
ности нуля, получим

в частности, в точке Z = 0 все символы Кристоффеля обращаются в нуль.
Далее,

UJ u ; UJ UJ z=o
В [153] приводится также вид тензора кривизны в произвольной точке мно-
гообразия Грассмана. Нетрудно видеть, что

\h) [if \j) U J I r j | Z = 0

т. е. тензор кривизны ковариантно постоянен в точке 0, а значит, в силу ин-
вариантного введения метрики Vi? = 0, т. е. многообразие Грассмана с
такой метрикой есть локально симметрическое пространство.

Если X = (х%) и Y = (у%) — два касательных неколлинеарных вектора
к G (Z, I + р) в точке Z = 0, записанные в виде (Z X /?)-матриц, то для сек-
ционной кривизны будем иметь [103, 153]:

i/2 тг л,л;+1/2 тг л 2л;
' TiXX'liYY' — (ТгХУ)2 '

где Лх = XY' — YX', Л2 = X'Y — Y'X — кососимметрические матрицы.
Из этой формулы сразу следует, что кривизна многообразия Грассмана не-
отрицательна. Средствами линейной алгебры можно показать, что она не
превосходит 2 [153, 156, 16]. Вычисляя тензор Риччи, получаем, что много-
образие Грассмана эйнштейново [103]:

Ric = (Z + р ~ 2) g,

соответственно скалярная кривизна постоянна и равна (Z + р — 2) 1р.
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Аналогичным образом строится тензор кривизны на кватернионном и
комплексном многообразии Грассмана. Секционная кривизна выражает-
ся такой же формулой с заменой транспонирования комплексным сопряже-
нием. Она изменяется в пределах [0, 4] (при I, р > 1). Вонг [152, 153] получил
также формулу для голоморфной кривизны CG (I, I + р). В точке 0 в направ-
лении dZ она равна

о _ 2 Тг (dZ dZ* dZ dZ*)
[Tr(dZdZ*)f •

Исследованы площадки минимальной и максимальной секционной кривизны.
В частности, для G+ (I, I -f- p) (G (I, I + p)) максимум секционной кривизны 2
достигается только для двумерной плоскости, касательной к одной из сфер
в G+ (2, 4) = S2 X S2, вполне геодезически вложенном в G+ (I, I + p) (IV.2).
Голоморфная кривизна многообразия CG (I, I + р) изменяется в пределах
[2/г, 2], г = min (Z, р).

В локальных координатах Z = (|£) на многообразии Грассмана G (I,
I -f- р) уравнения геодезических имеют вид [152]

Z - 2ZZ' (I + ZZ'y1 Z = О

(точка обозначает дифференцирование по аффинному параметру). Кривая
будет геодезической тогда и только тогда, когда она является однопарамет-
рическим семейством Z-плоскостей в Е1+р таких, что углы между любыми
двумя близкими плоскостями пропорциональны фиксированному набору
чисел {тг}^=1(т; ^ 0). Любые две точки на G(l, I -f p) можно соединить
отрезком геодезической длины не больше, чем min (]/"/, У^р) я/2. Рассмат-
риваются замкнутые геодезические. В частности, показано, что длина любой
замкнутой геодезической есть у пп. Кратчайшие из них — длины л — кон-
груэнтны между собой. В частности, радиус инъективности многообразия
Грассмана G (I, I -\- р) равен я/2.

В [154] Вонгом изучено множество раздела для многообразия Грассма-
на, т. е. множество первых сопряженных точек на геодезических, выходящих
из одной точки в различных направлениях. Если я 0 £= G {I, I Л~ р) — фикси-
рованная точка, то ее множество раздела есть V2 jj F a при I <^ p; V2 \J V2

при I = p; V2 U ^i-p+i при I > p, где

Vt = {я e G (I, 1 + p): dim (я f] ^) > i},

f» = { n e G ( I , I + p): dim (я f] я0) > i).

В частности, для G (2, 4) имеем я 0 \J Яо1. Аналогичные; результаты полу-
чены для CG и HG.

Изучение геометрии многообразий Грассмана на языке плоскостей со-
держится также в [151,101]. В [106] на CG вводится некоторое тензорное поле,
связанное с кэлеровой структурой — оказывается, что наличие на кэлеро-
вом многообразии такого поля характеризует его как комплексное много-
образие Грассмана (или евклидово пространство).

В [105, 129] строится риманова геометрия бесконечномерных многооб-
разий Грассмана (плоскостей, проходящих через начало координат в комплекс-
ном и вещественном гильбертовом пространстве).

3. Еще раз о плюккеровом вложении. Плюккерово вложение (П.З) об-
ладает рядом интересных геометрических свойств. А именно, имеет место

У т в е р ж д е н и е 1. Вложение многообразия Грассмана в евклидово
пространство с помощью плюккеровых координат является:
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1) изометрическим и
2) эквивариантным (т. е. группа изометрий многообразия Грассмана

является подгруппой движений объемлющего евклидова пространства).
Полученная поверхность будет:
3) минимальна в сфере,
4) иметь постоянную длину второй квадратичной формы [63] и ее грасс-

маново отображение будет:
5) гомотетичным и
6) гармоническим (см. V).
Рассмотрим для определенности вложение G+ (I, I + р) —*- SN d EN+1,

где N = С\+р — 1. Группа Ли изометрий многообразия G+ (I, I + p) как
симметрического пространства (см. IV) есть SO (I + р).

Для Z-плоскости я €г <?+ (I, I -\- р), натянутой на векторы (хх, . . ., хг),
построим (I X I + р)-матрицу

V „

компоненты которой — вектор-строки {хъ . . ., xt). Положим

, , - г • • • Xlil

Pi,..л, = d e t
' " ' X 1 (P,t...l

(1 < ГХ < . . . < U < I + р). Функции {iV.*,: 1 < h < . • • < ii < I + p}
и задают плюккерово вложение.

Пусть U E= SO (I + р) — элемент группы изометрий. Под действием
U Z-плоскость л переходит в некоторую Z-плоскость л'. Имеем: X —*- XU ,

Ри..л, —*- u{\uil. • • uuPj1...jl (гДе и( — элементы матрицы U). Для двух век-
торов р я д евклидова пространства EN+1 имеем

<Р>9>= У\ Рч-л^ч-л^-ц-

Поэтому

Р^.л, -^ < . . . «^;,.../г

очевидно, собственно ортогональное преобразование в EN, т. е. 5 0 (Z + р) С
d 5 0 (./V) — плюккерово вложение эквивариаитно (2), отсюда следует 4)).
Значит, достаточно исследовать все его свойства в одной точке. Возьмем
точку я 0 с ££ = 0. Для близкой к я 0 плоскости л будем иметь, что она натя-
нута на вектор-строки матрицы

(// i Z).

Отсюда pi...i = 1; рг к~ и + т = (—1)г+1с|™ (шляпка обозначает, что индекс

к выкинут); ръЛш^шЛ1+т1+, = (-1)к + т-(аГГг ~ &№) (A < r , m < s ) ; все
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остальные pi1,..il есть о (£2). Тогда

m, It

откуда

P , - 1 - -
1 x-1 2 _

m , if

P%1..Al = o(^2) для всех остальных.

Вычисляя теперь первую и вторую квадратичную форму в нуле и поль-
зуясь эквивариантностью, легко доказываем 1), 3) и 5) (см. V.1). Свойство 6)
следует из 3) (см. V.4).

4. О+ (2, п) как кэлерово многообразие. Многообразия Грассмана (?+ (2, п)
допускают кэлерову структуру, строящуюся следующим образом (см. Д. Хоф-
фман, Р. Оссерман [82], а также С. С. Черн [65]).

В 2-плоскости из Ер+2 рассмотрим ориентированный базис (и, v) векторов
таких, что w J_ i; и || и || = || i; ||, и положим w = и + iv £Е Ср+2. Два комплекс-
ных вектора w и ю' задают одну и ту же плоскость тогда и только тогда, когда
w' = Xw (к Е= С \ {0}). Поэтому корректно определено отображение G+ (2,
р + 2) ->- £Рр+1. Легко видеть, что w2 = (|| и ||2 — || и ||2) + 2i <u, У> = 0 (квад-
рат комплексного вектора понимается как|сумма квадратов координат). Поэто-
му получаем отображение G+ (2, р + 2) ->- ^>р, где ^>р — «комплексная сфера»
в £,РР+1: в однородных координатах Qv =\(zv ..., ZP+2)QE£;PP+1 : 2 Z ? =0}-

Построенное отображение является глобальной изометрией между G+ (2,
р + 2) и £>р, если на Qp задана метрика, индуцированная из метрики
Фубини — Штуди на С-Рр+1 (в однородных координатах:

ds* = 2 Д | z;- d2fc - zk dzj Щ | Zj P)2)

Диффеоморфизм G+ (2, 4) —v »?2 X 52, построенный в 11.3, оказывается
изометрией. А именно, сфера Q2 С С-^8 может быть задана в однородных ко-
ординатах как

— —It— 1

Тогда индуцированная метрика на G+ (2,4) есть ^s2 = ,. J_. ̂  L.2—|-

+ , _̂  i^L^ > т- е> ^ + (2» 4) изометрично произведению двух сфер S2 X S2

1
радиусов —-=•.
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Таким образом, многообразия Грассмана G+ (2, п) являются эрмитовы-
ми симметрическими пространствами (и только они из вещественных много-
образий Грассмана — [44, 24]; более того, только они допускают кэлерову
структуру).

Кэлерова структура на G+ (2, п) использовалась в [56, 52, 53] Ченом и Лу
для изучения некоторых подмногообразий в G+ (2, п). В частности, в [52]
классифицированы двумерные вполне геодезические подмногообразия в
G+ (2, п), а в [56] доказано, что в G+ (2, п) (п ;> 5) нет внешних сфер кораз-
мерности 2 (значительно более общие результаты и терминологию см. в IV.2).
В [53] показано, что кэлерово подмногообразие в Qn = G+ (2, п -\- 2) с
плоской нормальной связностью есть Q2 = G+ (2,4) = <СР1хСР1 = S2 X S2.

В работах [54, 86, 82] рассмотрена геометрия самого Qn — внутренняя
и как подмногообразия в f£,Pn. А именно, согласно [54] кэлерово подмногооб-
разие М в СРп скалярной кривизны т2 имеет скалярную нормальную кри-
визну ]> т, причем случай равенства имеет место лишь для комплексной сферы
Qm CZ CPm+1 CZ C^n- В [86] установлено, что Qn полностью характеризуется
спектром своего комплексного лапласиана на (1,1)-формах (при п = 1 и
п > 6).

В [82] изучается взаимное расположение Qn CZ £,Pn+1 и касательных
или пересекающихся Qn плоскостей.

В работах [127, 128] рассмотрены поля Якоби, геодезические сферы и
их вторые квадратичные формы в G+ (2, п), а также тензорные поля специаль-
ного вида, хорошо согласованные с кэлеровой и симметрической структурой.

Как факт, наличие кэлеровой структуры на многообразии Грассмана
G+ (2, п) дает мощные средства исследования грассманова образа двумер-
ных поверхностей (особенно минимальных) (см. V.3, 4).

IV. Многообразия Грассмана как симметрические пространства

1. Структура симметрического пространства. Многообразие Грассмана
является компактным глобально-симметрическим пространством [44, 24].

Рассмотрим многообразие G (I, I -f- p). На нем транзитивно действует
группа О (I + р). Группой изотропии точки зх G: G (I, I + р) является
О (Г) X О (р), где О (Г) действует в /-мерной плоскости я, О (р) — в ее ор-
тогональном дополнении. Таким образом, G (I, I + р) — однородное про-
странство О (I + р)Ю (/) х О (р).

Введем в Е1+р систему координат и выберем плоскость я 0 : х1п = . . .
. . . = х1+р = 0. Тогда группа изотропии есть группа матриц вида

U ! 0

U ЕЕ О (I), V GE О (р). Определим теперь инволютивный автоморфизм а:
0(1 + р)-*О (I + р) так:

0
о (А) = SA$~\ где S = I 1

Он превращает G (I, I -+- р) в симметрическое пространство. Каноническое
разложение алгебры Ли g = fj + m есть g = о (I + р) — пространство
кососимметрических (I -j- />)-матриц,

U) 0
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0 I — X' -•

tn = | | ---[ I ,X — (lxр)-матрица|
\[x 0

(' — транспонирование) — касательное (р-мерное просттанство к G (I, I + р).
Скалярное произведение {А, В} = х/а Тг (АВ') (А, В ЕЕ т) О (р) X

X О (I) — инвариантно и индуцирует на G (/, / + р) инвариантную метрику
{оно пропорционально сужению на m метрики Киллинга в о (I + р)). Опе-
ратор кривизны имеет вид R (А, В) = —[А, В], и секционная кривизна
G (I, I -\- р) в точке л 0 на площадке А Д В d ш есть

<А,Ау (В, В) —{(А,

А =
О | — А"

0

l/2Tr

тэ
i 0 ' — У

У

/С (Л, £ ) Т

) -| 1/2Тг (Л2Л2)

Если

это

где Лх = XY' — YX', Л2 = X'Y — Y'X — как и в III.2.
Ранг G (I, I + p) — размерность максимального плоского вполне гео-

дезического подмногообразия — равен min (/, р). Соответствующее подмно-
гообразие является плоским тором Ехр ё, где

О
можно взять так:

— А''

О х = О

(Р ^ >̂ аналогично при р ^> I).
Аналогичным образом получаем

G+ (I, I + р) = SO (I + p)/SO (I) X SO (p),
CG {I, I + p) = SU (I + p)ISU (I) x SU (p),
hG (I, l+p) = Sp(l + p)ISP (I) X SP (P)

(SO, SU, Sp—ортогональные унитарные и симплектические группы матриц).
Все перечисленные многообразия Грассмана (кроме G+ (2, 4) = £2 X

X S2) неприводимы и эйнштейновы.
Отметим, что многообразие Грассмана является симметрическим i?-npo-

странством в смысле Нагано [118]. На этом основано его вложение в сферу и
евклидово пространство (см. IV.3).

В [20] Вольфом классифицированы «пространственные формы» в много-
образии Грассмана — фактор-пространства по дискретной группе движений
(ранее — [150]). Симметрическая структура на грассмановых многообразиях
рассмотрена также в [78], где строятся вещественные модели £G и MG.
Известный результат Е. Калаби о конгруэнтности изометричных голоморф-
ных кривых в С" и <СРп обобщен Гриффитсом [79] для комплексных много-
образий Грассмана.

2. Вполне геодезические и вполне омбилические подмногообразия.
Согласно критерию Картана [44], вполне геодезические подмногообразия
в симметрических пространствах являются экспонентами тройных систем
Ли в касательном пространстве; подпространство 3 (Z tn называется трой-
ной системой Ли, ecus [[£, $], 3] CI £. Поэтому вопрос об отыскании вполне
геодезических подмногообразий в симметрическом пространстве, в частности
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в многообразии Грассмана, в принципе сводится к линейно-алгебраической
задаче.

В [55] Чен и Нагано с помощью [М+, М_)-метода полностью классифи-
цировали полные вполне геодезические подмногообразия в G+ (2, р + 2) =
= SO (р + гу^О (р) X SO(2):

Т е о р е м а 1. Всякое вполне геодезическое подмногообразие (полное и
максимальное по включению) в G+ (2, р -\- 2) есть либо

1. 6г+ (2, р -f- 1), стандартно вложенное в G+ (2, JD -)- 2), либо
2. произведение сфер S4 X Sr, а + г = р, q, r ^> 0, либо
3. CP n + 1 , где п = Цэ/2].
Отметим в связи с этим, что G+ (2, 5) содержит вполне геодезическую

двумерную сферу, вложенную как грассманов образ поверхности Веронезе
V2 d >S4 d Е° (см. VI.3), неконгруэнтную сферам из п. 2 теоремы 1 и не ле-
жащую в G+ (2, 4). Ранее двумерные вполне геодезические подмногообразия
в G+ (2, п) классифицированы в [52]. Частный случай Sp X Sq dG+ (2, n)
рассмотрен в [117].

Легко устанавливается, что вложение El+P~x d Е1+р дает вполне гео-
дезическое вложение G (I, I + р — 1) d G (I, I + р). Аналогично, G (I — 1,
I -^ р — 1) вполне геодезично вкладывается в G (/, Z + р) как множество
всех /-мерных плоскостей в El+V, проходящих через фиксированную прямую.
Таким образом, для /' <1 I, р' <̂  р имеем вполне геодезические вложения G (V,
V + р') С1 G (I, I + р). То же верно для G+, а также для комплексных и
кватернионных многообразий Грассмана [152].

В частности, если Я = max (Z, р), то в G (I, I + р) получаем с помощью
описанной конструкции вполне геодезическое проективное пространство
RPk = G (1, К) (в G+ (I, I + р) — сферу 5х). Как показано в [55], % есть ма-
ксимальная размерность вполне геодезической сферы в многообразии Грасс-
мана. При I =j£= p всякая вполне геодезическая сфера S1 (проективное про-
странство ЫРХ) получается применением описанной выше конструкции. При
I = p в многообразии Грассмана есть вполне геодезические сферы максималь-
ной размерности, неконгруэнтные вышепостроенным: например, S2 d
d G+ (2, 4), реализованная как С ^ \ или Si d G+ (4, 8), как W 1 , или Ss d
d G+ (8, 16), как СауР1.

Вольф [148, 149] полностью классифицировал вполне геодезические
подмногообразия в многообразии Грассмана, состоящие из попарно изоклин-
ных плоскостей (две плоскости называются изоклинными, если все углы между
ними равны). Тогда любые две плоскости имеют нулевое пересечение. Уста-
навливается

Т е о р е м а 2. Вполне геодезическое подмногообразие в многообразии
Грассмана G (I, I + р) (р ^ I), состоящее из плоскостей, имеющих попарно
нулевое пересечение, изометрично КРОСПу (кроме проективной плоскости
К эли).

Все такие подмногообразия классифицированы с точностью до движений
многообразия Грассмана; такой же результат справедлив и для комплекс-
ных и кватернионных многообразий Грассмана.

Отметим, что все компактные симметрические пространства допускают
вполне геодезическое вложение в грассманово многообразие достаточно
большой размерности (по поводу нижних границ этой размерности см. [55]).
Рассматривая, например, Е^1+р) как Сг+Р, получим естественное вполне
геодезическое вложение £,G (I, I + p) d G+ (21, 21 + 2р) (обобщает п. 3 тео-
ремы 1). В [55] также описаны максимальные вполне геодезические подмно-
гообразия в CG (т, п) и MG (т, п).
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Содержательные нетривиальные примеры вполне геодезических подмно-
гообразий в многообразии Грассмана дают грассмановы образы поверхностей
с параллельной второй квадратичной формой (VI.3, IV.3).

Вопрос о вполне омбилических подмногообразиях в симметрических
пространствах изучался Ченом [58]. Подмногообразие М d N называется
вполне омбилическим, если его вторая квадратичная форма пропорциональна
первой, т. е. h = gH, где И — вектор средней кривизны. Если при этом
V±H = 0, т. е. вектор средней кривизны параллелен в нормальной связности
и Н Ф 0, то подмногообразие называется внешней сферой.

Т е о р е м а 3 (Чен [57]). Внешняя сфера в симметрическом простран-
стве является внешней гиперсферой во вполне геодезическом подмногообразии
постоянной кривизны и сама имеет постоянную кривизну (доказательство
этой теоремы содержало неточности, устраненные в готовящейся к печати
работе Ю. А. Николаевского).

В частности, для многообразия Грассмана размерность внешней сферы
<J max (I, p) — 1. Для вполне омбилических подмногообразий в симметриче-
ском пространстве получена точная оценка на коразмерность: в частности,
для неприводимого симметрического пространства codim M ^ rg N. Тем
не менее известны примеры точности этой оценки лишь на вполне геодезиче-
ских подмногообразиях. Вопрос о нетривиальных вполне омбилических под-
многообразиях не решен. Известно, например, что в S'1 X Е1 есть вполне ом-
билическая гиперповерхность с непостоянной средней кривизной (см. ниже).
Вкладывая это пространство вполне геодезически в G (I, I + р) (это возможно
при п <^ Я — 1), когда I или р больше 2 и при п — 2 в G (2, 4)), получим впол-
не омбилическое подмногообразие, не являющееся внешней сферой.

Вопрос о классификации вполне омбилических подмногообразий в кон-
кретных симметрических пространствах решен был лишь для пространств
постоянной кривизны и КРОСПов. В [37] Ю. А. Николаевский получил клас-
сификацию вполне омбилических подмногообразий в многообразии Грассмана
G+ (2, п) (и в G (2, п) — классификация локальна).

Существенно вполне омбилическим назовем вполне омбилическое под-
многообразие, не являющееся внешней сферой или вполне геодезическим.
Стандартной сферой назовем вполне геодезическую сферу G+ (1, то) d
CZ G+ (2, п) — такая конструкция строилась выше. В частности, сферы S"
и Sq из п. 2 теоремы 1 стандартны. Сферой-диагональю назовем вполне геоде-
зическую сферу-диагональ риманова квадрата: Sm d Sm X S'n d Sp X
X Sq d G+ (2, n) (все включения вполне геодезичны). Имеет место

Т е о р е м а 4. Пусть Fl d G+ (2, п) (I ;> 3) вполне омбилично; тогда
1. F1 вполне геодезично (теорема 1), либо
2. F — внешняя сфера — является малой сферой на: а) сфере-диагона-

ли Sl+1 d G+ (2, п) или б) стандартной сфере SUI d G+ (2, и), либо
3. Fl существенно вполне омбилично и тогда: a) F1 — вполне омбиличе-

ская гиперповерхность непостоянной средней кривизны в S1 X S1 d G (2, п)
или б) F — вполне омбилическое подмногообразие постоянной средней и сек-
ционной кривизны в Sihl X Sl

2

+1CZG(2, n).
Все включения в 2а), 26), За), 36) вполне геодезические. Полностью описа-

ны подмногообразия типа За) и 36). В случае За), переходя к универсальной на-
крывающей, получим омбилическую гиперповерхность непостоянной сред-
ней кривизны в цилиндре S1 X Е1 — она является «поверхностью вращения»,
т. е. расслаивается на малые сферы S1'1 {R) d Sl, имеющие центр на одной
образующей, и задается уравнением cos R = Ael -f- Be'1 (AB < 1/4, А% +
+ Вг ф. 0). В случае 36) получаем «косую диагональ» в специальным обра-



МНОГООБРАЗИЯ ГРАССМАНА И ГРАССМАНОВ ОБРАЗ ПОДНОГООБРАЗИЙ 5 5

зом построенном произведении двух малых сфер S[ (R) CZ 5i+1 и Sl

2 (г) CZ
d S!

2

+1 разных радиусов: R Ф г.
Идея доказательства теоремы 4 состоит в изучении касательного про-

странства к F к выделении подрасслоения, инвариантного относительно диф-
ференцирования в нормальной связности.

3. Стандартные вложения многообразий Грассмана в евклидово про-
странство. В II 1.3 было построено изометрическое вложение многообразия
Грассмана в евклидово пространство с помощью плюккеровых координат и
рассмотрены его свойства. Коразмерность такого вложения равна С[+р+1—1р.
Существует значительно более экономное вложение грассмановых много-
образий в евклидово пространство, использующее симметрическую структу-
ру на них.

Опишем сначала общую конструкцию (Нагано [118], Такеучи, Кобаяси
[137], Кобаяси [99]). Пусть L — связная вещественная некомпактная полу-
простая группа Ли, I — ее алгебра Ли, К С! L — максимальная компактная
подгруппа, fy — ее алгебра Ли, I = tj + J) — разложение Картана. Пусть
Е ЕЕ Р таков, что ad£ полупрост и имеет собственные значения + 1 , 0. На-
конец, если Н С К подгруппа такая, что Н = {h ЕЕ К: adhE = Ё), то отоб-
ражение к ЕЕ К -*- adjf Е ЕЕ Р индуцирует изометрическое эквивариант-
ное вложение симметрического пространства KIH —>• J) в евклидово простран-
ство.

Симметрические пространства, получающиеся таким образом, называ-
ются R-пространствами, описанное вложение — стандартным вложением.
К симметрическим ^-пространствам относятся все классические компакт-
ные симметрические пространства, проективная плоскость Кэли и три осо-
бых пространства.

У т в е р ж д е н и е 2. Описанные выше вложения являются:
1) изометрическими [118],
2) эквивариантными [118].
Полученная поверхность:
3) лежит в гиперсфере и минимальна в ней [137],
4) внешне симметрична (симметрия относительно нормального про-

странства в любой точке отображает ее на себя) [75],
5) имеет параллельную вторую квадратичную форму (см. VI.3) [73, 74],
6) является «жесткой» (tight) (т. е. с наименьшей полной абсолютной

кривизной) [137, 95]; ее грассманово отображение (см. V):
7) гомотетично [140],
8) вполне геодезично (т. е. грассманов образ — вполне геодезичен и гео-

дезические переходят в геодезические) [140],
9) гармонично [132].
Согласно Ферусу [73] имеет место
Т е о р е м а 5. Для регулярной поверхности в евклидовом пространстве

следующие требования эквивалентны:
а) вторая квадратичная форма параллельна;
б) поверхность внешне симметрична;
в) поверхность является произведением стандартно вложенных симмет-

рических R-пространств или цилиндром над ним.
Возвратимся теперь к многообразию Грассмана G [I, I + р). Пусть L —

= SL (I + р) — некомпактная группа Ли, К = О (I + р) — ее компактная
подгруппа, ( ж ^ — алгебры Ли (Z -f- р) х (I + р)-матриц со следом нуль
и кососимметричных, соответственно р — пространство симметричных (I -\-
+ р) X (I + р) матриц с нулевым следом.
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Положим
а11 \ ° \ I

С о""[ ыр) ' Р + 1 р + 1 '

Очевидно, Е обладает требуемыми свойствами. Тогда отображение А GE
G О (1 + р) -+ АЕА' ЕЕ V индуцирует стандартное вложение G (1,1 -\- р)-*•

—*- J). Коразмерность этого вложения равна , ' — 1 — 1р-

Взяв в качестве (L, К) пары (SL (/? + I, С), # (/> + /)), (SU* (2р + 21),
Sp (p + I)), получим вложение комплексных и кватернионных многообра-
зий Грассмана в пространства эрмитовых (I + р) X (I + /?)-матриц с нуле-
вым следом над С и И соответственно (Е — то же самое, А ->- АЕА*).

В (Агаока, Канеда [46]) рассмотрен вопрос о невложимости симметриче-
ских пространств в евклидово пространство. Доказано, что многообразие
Грассмана G (I, I + р) (I ;> р ;> 1) изометрически (локально, даже «в точ-
ке») невложимо с коразмерностью [рИ2] — 1, если р четно, или 2р !> / 5? р,
(р — 1) 112 + р, если I ^> 2p, p нечетно.

4. Обобщения многообразий Грассмана. Многообразия Грассмана обоб-
щаются в двух направлениях: как множество вполне геодезических подмно-
гообразий в римановых или псевдоримановых пространствах и как грассма-
новы расслоения.

В [119] Обатой построены многообразия Грассмана над сферой и про-
странством Лобачевского. Скажем, для сферы Sl+P будем брать всевозмож-
ные вполне геодезические большие сферы размерности I. Получим многооб-
разие SG (I, I + р). Оно, очевидно, изометрично G (I -\- I, Z + j a + 1)
(соответствие устанавливается между большой сферой S1 и (I + 1)-мерной
плоскостью, проходящей через начало координат в El+P+1 ID Si+P ж содер-
жащей Sl).

Аналогично, множество всех вполне геодезических Ll CI L1+P дает мно-
гообразие Грассмана LG (I, I + р) = О (1, / + р)Ю (1,1) X О (р) (здесь
О (1, п) — псевдоортогональная группа).

Эти случаи могут быть построены одинаково с помощью следующей
конструкции: пусть V — это Sl+p, El+p или Ll+p; G (I + р) — группа его
изометрий: О (I + р + 1), Е (I + р) или О (1, I + р). Тогда многообразие
Грассмана VG (I, I + р) /-мерных вполне геодезических подмногообразий
в V представимо как симметрическое пространство G (I + р)Ю (I) X О (р)
(в евклидовом случае метрика Киллинга получается вырожденной, поэтому
приходится отождествлять параллельные /-плоскости).

Аналогичная конструкция приводит в [116] к построению комплексных
многообразий Грассмана над комплексными пространственными формами
V = CPl+p, C ; + p , Ll+p (С). Множество вполне геодезических кэлеровых
подмногообразий комплексной размерности / допускает • структуру эрмито-
ва симметрического пространства G (I -f- p)IG (I) X U (p) (где G (n) = U (n +
-\- I)-, E (n), U (1, n) — группа изометрий V соответственно). Как и в вещест-
венном случае, для V = С'+р требуется дополнительно отождествить па-
раллельные Z-плоскости С' в Сг+Р-

Дальнейшие обобщения многообразий Грассмана на множества вполне
геодезических подмногообразий риманова пространства даст достаточно
бедные структуры, т. к. по аксиоме плоскостей Картана только простран-
ства постоянной кривизны допускают в каждой размерности вполне геоде-
зическое подмногообразие, проходящее через произвольную точку и имею-
щее в ней данное касательное пространство.

В псевдоевклидовом случае также строится многообразие Грассмана
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G (I, I + р)к'г как множество ^-мерных подпространств индекса к в псевдо-
евклидовом EUv'r (см. [29]). На нем можно определить инвариантную псев-
дориманову структуру, совпадающую при к = г = 0 с обычной. Получен-
ное многообразие Грассмана является эйнштейновым (с тем же коэффициен-
том пропорциональности). В [30, 31] изучаются некоторые свойства его под-
многообразий при 1 = 2. В [77] построено многообразие Грассмана над
полуевклидовым пространством (метрический тензор имеет положительные,
отрицательные и нулевые собственные значения), дано описание его как
множества плоскостей и как однородного пространства. В [88, 89] рассмат-
риваются флаговые многообразия G (I, p, q) = О (I + р + я)Ю (I) X О (р)Х
X О (q) (аналогично для псевдоевклидова случая) пар ортогональных I- и

/ьмерных подпространств в Е1+р+с> (либо в псевдоевклидовом — тогда эти
подпространства имеют фиксированный индекс). Строится инвариантами
риманова (псевдориманова) метрика. Оказывается, что такая конструкция
позволяет получить содержательные теоремы для грассманова образа (V.4).
Еще один класс многообразий Грассмана в обобщенном смысле изучается
в [108].

Весьма перспективным направлением обобщений кажутся грассмановы
расслоения, строящиеся так: для риманова пространства М1+р к каждой
его точке Q прикрепляется многообразие Грассмана G (I, I + р) Z-мерных
плоскостей, проходящих через точку Q в TQMl+p (С. Е. Козлов [25, 26, 27]).
На этом расслоении вводится метрика, аналогичная метрике Сасаки каса-
тельного расслоения. А именно, квадрат расстояния между двумя близкими
точками ((>!, лг) и (Q2, л2) (лх (Z TQlM, л2 CZ TQ^M) равен квадрату длины
кратчайшей геодезической у = QXQ2 плюс квадрат расстояния в G (I, I + р)
(прикрепленном в точке Q2 — на нем строится метрика, исходя из скалярно-
го произведения в TQlM — т. е. углы между плоскостями берутся в инду-
цированной метрике) между плоскостью л2 и параллельно перенесенной
ВДОЛЬ 7 ПЛОСКОСТЬЮ Jlj .

Рассмотрение расслоений содержится также в [72, 90].

V. Грассманов образ. Внутренняя геометрия |

1. Индуцированная метрика. Гомотетичность. Грассманов образ (Gauss
map) поверхности в евклидовом пространстве является естественным обоб-
щением гауссова сферического отображения поверхностей F2 d Es.

О п р е д е л е н и е . Пусть Fl d EUv — регулярная ^-мерная поверх-
ность в евклидовом пространстве. В каждой точке поверхности F1 построим
касательную Z-мерную плоскость и перенесем все эти плоскости параллель-
но в начале координат 0 Ег Е1+р. Получим некоторое подмножество в G (I,
I + />), называемое грассманоеым образом поверхности F1, отображение Г:
Fl -> G (I, I + р) — грассманово отображение. Если поверхность ориентируе-
ма, то рассматривают также грассманово отображение Г: F1 —>• G+ (I, I -\- р).

Пусть F1 — поверхность класса С2, Q Gr Fl. Внешним нуль-индексом v
поверхности F1 в точке Q в смысле Черна — Кейпера называется размер-
ность максимального нулевого подпространства в TQFl для второй квадра-
тичной формы F1 в точке Q. Нетрудно видеть, что требование v = 0 влечет
невырожденность грассманова образа в точке Г (Q).

Если на всей поверхности v = 0, то Г (F1) будет регулярным Z-мерным
подмногообразием в G (I, I + р), и rgT = I — максимальным.

Индуцированное отображение Г* касательных пространств задается
так: если Н^ (и. = 1, 2, . . ., р) —матрицы вторых квадратичных форм по-
верхности F1 в точке Q относительно ортонормированного базиса нормалей
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и в TQF1 также выбран ортонормированный базис, то для х ЕЕ TQF

€Е ttt = T?(Q)G (I, I -\- p),

— (/ X р)-матрица

(система координат в Е1+р выбрана так, что локальные координаты £i плос-
кости TQFl = Г (<?) равны 0).

У т в е р ж д е н и е 3 (Муто [110]). Пусть Fl CZ Е1+р — регулярная
поверхность с невырожденным грассмановым образом. Тогда индуцированная
метрика на Г (F1) имеет вид

v

где gkr — обратная матрица к матрице метрического тензора.
Действительно, метрика на многообразии Грассмана задается как ds* =

= 2J (Alii /a) 2 ( H I . l ) . Вдоль поверхности /,- — ортонормированный каса-
г, а

тельный базис, / а —нормальный. Если г = г (и1, . . ., и1) — радиус-век-
тор поверхности, то /г = а\дг1ди\ откуда <d/,-, /a> = a\H%du]i. Учитывая
ортонормированность базиса /г, получаем требуемое.

Поверхности с гомотетичным грассмановым отображением изучались
в [ИЗ] И. Муто:

Т е о р е м а 6. 1. Минимальная поверхность в гиперсфере имеет гомо-
тетичное грассманово отображение тогда и только тогда, когда индуциро-
ванная метрика эйнштейнова.

2. Пусть грассманов образ гомотетичен. Тогда для трех условий:
а) грассманов образ вполне геодезичен,
б) грассманово отображение гармонично (V.4),
в) поверхность гаусс-критическая (V.2) будет а) ==> б), б) <==> в). Если

индуцированная метрика эйнштейнова и поверхность минимальна в гипер-
сфере, то выполнено в).

3. Минимальная поверхность в гиперсфере с плоской индуцированной
метрикой (она имеет гомотетичное грассманово отображение) имеет вполне
геодезический грассманов образ тогда и только тогда, когда кривизна много-
образия Грассмана вдоль грассманова образа тождественно равна нулю.

Можно показать, что для поверхности F2 d E4- грассманово отображе-
ние является гомотетией тогда и только тогда, когда либо F2 = S 2 d E3 CZ
CZ E*, либо поверхность F2 — произведение двух плоских кривых ненуле-
вой кривизны. В классе поверхностей с плоской нормальной связностью
имеют гомотетичный грассманов образ лишь произведения гиперсфер и кри-
вых (не обязательно плоских) равной постоянной кривизны.

Вилмс [140] доказал, что грассманово отображение поверхности с па-
раллельной второй квадратичной формой (VI.3) геодезическое, т. е. грасс-
манов образ вполне геодезичен и сохраняется аффинный параметр вдоль
геодезических. Отсюда следует, в частности, что грассманово отображение
является гомотетией (в неприводимом случае).

В 170, 71, 139] изучался грассманов образ поверхности F2 (Z Е* с плос-
кой индуцированной метрикой и плоской нормальной связностью. В [139]



МНОГООБРАЗИЯ ГРАССМАНА И ГРАССМАНОВ ОБРАЗ ПОДМНОГООБРАЗИЙ 5 9

показано, что грассманов образ несет плоскую метрику, в [70, 71] установле-
но, что он является произведением двух кривых на сферах S2 X S2 = G+ (2,
4) (ср. с замечанием перед теоремой 10, V.2).

В [119] М. Обата изучал грассманов образ поверхностей Fl d Sl+P

i F ' c Ll+v (см. IV.4).
Т е о р е м а 7. Пусть Fl d Vl+P — поверхность в пространстве пос-

тоянной кривизны г ( = + 1 , 0), g — индуцированная метрика, Ric — фор-
ма Риччи, G — метрика на грассмановом образе, HN — вторая квадратичная
форма в направлении вектора средней кривизны. Тогда

HN +.G = e(l — i) g.)

Отсюда легко получить связь между конформностью грассманова обра-
за (G = cxg), эйшптейновостыо (Ric = c2g) и псевдоомбиличностью (HN =
= c3g), в частности, некоторые утверждения из теоремы 6. Теорема 7 обоб-
щает формулу Эннепера классической дифференциальной геометрии.

Из теоремы 7 следует результат [115] о гомотетичности грассманова об-
раза минимального вложения сферы в сферу (по де Кармо, Валлаху).

В [116] рассмотрен грассманов образ кэлеровой поверхности в кэлеро-
вом пространстве постоянной голоморфной кривизны (см. IV.4) как мно-
жество всех касательных вполне геодезических кэлеровых подпространств.
Доказана формула

Ric — 1(1 + 1) Ф + G = 0;

здесь I — комплексная размерность поверхности, | = 0, + 1 — кривизна
объемлющего пространства, Ф и G — фундаментальные 2-формы на поверх-
ности и грассмановом образе соответственно, Ric — форма Риччи. Получе-
ны некоторые следствия. Близкие вопросы исследовались и в [91].

В [27] рассмотрены внутренние свойства грассманова образа двумерной
поверхности F2 в четырехмерном римановом пространстве Mi. Речь идет
о грассмановом образе в расслоении G+ (2, 4) над М4, т. е. о расслоении
с базой F2 и слоем TQF- ЕЕ GQ (2, 4) (Q ЕЕ F2). В частности, рассмотрен слу-
чай конечного числа точек конформности. Геометрия грассманова образа
в расслоении изучается также в [155] в произвольной размерности.

Строение грассманова образа поверхности F2 d Е* с использованием
кэлеровой структуры на G+ (2, 4) = СР1 X СР1 рассматривалось в [134]
(см. также V.3). Грассманов образ поверхностей коразмерности 2 в Еп и Sn

и его связь с внешней геометрией изучались в [12].
Ю. А. Аминов изучал вопрос о грассмановом образе погружения про-

странства Лобачевского Ll (Z Еп~1 ([2, 3, 8, 6, 10]). Общие результаты при-
ведены в V.2, VI.1. Здесь остановимся на случае L3 С Еь [8, 10]. Имеем:
Г (L3) CZ G+ (3, 5) с : S9 С Е10 (плюккерово вложение, см. III.3). В [10]
получены дифференциальные уравнения радиус-вектора Г (Ls) CZ E10 и до-
казано, что они локально разрешимы. Изучены функционально вырожден-
ные погружения L3 —>- Еь и показано, что Г (L3) не лежит ни в каком Е7 d
d Е10. В [8] получена система локального погружения Ls d E'a с гиперплос-
ким грассмановым образом (т. е. Г (F3) d E9 d Е1и), доказано, что она впол-
не интегрируема, и приведены первые интегралы. Доказана теорема о не-
возможности изометрического класса С3 погружения полного пространства
Лобачевского L3 в Ес с семейством вполне геодезических поверхностей кри-
визны (это условие на погружение есть частный случай условия гиперплос-
кости грассманова образа).
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2. Объем грассманова образа. Индуцированная метрика на грассмано.
вом образе порождает элемент объема:

«(<?) = V'det G du1 Д . . . Д dul = ]/'

где (u7) — локальные координаты на F1 (и на Г (F1)), dV — элемент объема
метрики gtj на F1.

В [121] Оссерман высказал предположение, что объем грассманова об-

раза не превосходит полной кривизны поверхности (она равна \r(Q)dV,
F

1 С
где V — элемент объема на F, а т (Q) = -^ \ | det HS \ dov-X—

Li+P-i J
SP-l

— абсолютная кривизна Черна — Лашофа, здесь Ĉ +p-i — объем единичной
сферы S1^'1, dap-i — элемент объема на сфере Sp~l, Ш —вторая квадратич-
ная форма относительно нормали ; ) . В [76] Ферусом получено доказательст-
во этого неравенства, а именно, имеет место

Т е о р е м а 8. Если о (Q) = -̂ — у detG — элемент объема грассма-
нова образа, то

о «?) > т (<?),

причем равенство имеет место тогда и только тогда, когда:
1) точечная коразмерность поверхности F1 в точке Q (размерность пер-

вого нормального пространства) равна 1, либо
2) поверхность двумерна и вектор средней кривизны в точке равен нулю,

либо
3) det G = 0, т. е. внешний нуль-индекс v в точке Q отличен от нуля.
Частные случаи этого утверждения содержатся в [147, 28]. Естествен-

но поставить вопрос, какие дополнительные требования надо наложить на

поверхность, чтобы из равенства о" = \ о (Q) dV = J т (Q) dV = т следо-
F F

вало, что F1 — в целом гиперповерхность. В общем случае (и при / > 3) это
не так. А именно, пусть EQ CZ Eo

+1 d Е1+р фиксированы, F1 компактна, Fl CZ
d Е1^1, И пересекается с Е1 по непустой области U. Тогда, выбирая в U ком-
пактные множества с непустой внутренностью и деформируя их в различных
EUI Z) Eni получим требуемый пример. Вопрос при 1 = 2 решен С. Е. Козло-
вым в [28], при I ;> 3 — А. А. Борисенко в [14]:

Т е о р е м а 9. Пусть Fl d El+P — полная С3-регулярная поверхность,
причем выполнено:

1) т = а,
2) поверхность не содержит прямых)
3) а ) при I = 2 не минимальна [ 2 8 ] , б) при 1^3 внешний нуль-индекс

v<l [14].
Тогда F1 — гиперповерхность в El+i d Е1+р.
Работы И. Муто [110, 111] посвящены так называемым гаусс-критиче-

ским-поверхностям, т. е. поверхностям, доставляющим экстремум функ-
ционалу объема грассманова образа при изгибаниях. Вычислены первая
и вторая вариации объема грассманова образа. Доказано, например, что
если Fl d El+1 d El+p —• замкнутая гиперповерхность с положительно оп-
ределенной второй квадратичной формой, то она гаусс-критическая, при
этом индекс F1 как критической точки функционала объема равен нулю (и F1
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доставляет локальный максимум). Особый интерес представляет изучение
площади грассманова образа поверхности F2 d Ei. Ю. А. Аминов [4] пока-
зал, что отношение элементов площади на грассмановом образе и на поверх-
ности равно у Кг -\- 4 (а2|52 + 62а2) ^ | К |; равенство достигается только
для минимальной поверхности (см. также V.3) или для поверхности F* d
d E3 d El — это теорема Гаусса: здесь К — гауссова кривизна, а, р\ а,
Ъ — координаты центра и полуоси эллипса нормальной кривизны. Для по-
верхностей с плоской нормальной связностью (ФФ с нулевым гауссовым кру-
чением: ab — 0) получена формула для гауссовой кривизны грассманова
образа.

В [11] получено обобщение теоремы Гаусса для поверхностей F2 d E*
в такой форме: если dAt —• элементы площади проекции Г (F2) на сферы-
сомножители G+ (2, 4) = S2 X S2, то dAi = \ К ^ 2ab \ dS, где К — гаус-
сова кривизна поверхности, 2аЪ —• модуль гауссова кручения (а ж b — по-
луоси эллипса нормальной кривизны, dS — элемент площади на поверхнос-
ти, + соответствует i = 1, 2).

Теорема Гаусса — Бонне для поверхностей F2 d Е* обобщалась Бляш-
ке [49], Черном и Спеньером [66]:

Т е о р е м а 10. Пусть F3 d ЕА — замкнутая ориентируемая поверх-

ность, Г (F2) — ее грассманов образ в G+ (2, 4) = Si X S\. Пусть Ахи Аг —
площади проекции грассманова образа на сферы-сомножители. Тогда:

1) Ах + А2 = 4яос [49],
2) Ах = А2 [66],

где х — эйлерова характеристика поверхности.
Аналогичный результат получен в [85] Р. Оссерманом и Д. Хоффманом

и в [142] Дж. Вейнером.
В [26] С. Е. Козловым изучались площади грассманова образа в рас-

слоении для поверхности F% d Mi. Получены формулы элемента площади
через вторую квадратичную форму (через внешнюю кривизну и гауссово
кручение) поверхности. Обобщены результаты теоремы 10. Например, до-
казано, что:

Ах + А2 «̂  4л%, если Ка Г> 0,

Ах + А2 ;> 4ях, если Ка <^ 0,

где Ка — секционная кривизна М4, At —проекции грассманова образа на
сферы (в каждом слое), % — эйлерова характеристика ориентируемой по-
верхности F2. Найдена связь площал с внешними и внутренними топологи-
ческими инвариантами поверхности F2 d М4.

В [3] Ю. А. Аминов рассматривал вопрос об обобщении теоремы Гиль-
берта о невложимости в целом пространства Лобачевского L1 в евклидово
пространство Eil~x. Известно, что такое ложение должно иметь плоскую
нормальную связность, т. е. в каждой точке есть I главных направлений.
Оказывается, они голономны, т. е. на поверхности Ll d E2l~x лежит сеть
линий кривизны. Если {ul}i=1 — параметризация поверхности Ll d E21'1

вдоль линий кривизны, то метрические тензоры на L1 и Г (L1) имеют вид

gii = sin2 of;8;,- и G;; = cos2 сг6г,- соответственно ( 2i sin2ai = l ) . Установ-
г = 1

лено, что при I ^> 2 /с-мерный объем грассманова образа любого подмногооб-
разия М1* d Ll больше /е-мерного объема самого подмногообразия (при k J>
J> 2; для к = 1 это не выполняется, вообще говоря). Для некоторых спе-
циальных подмногообразий дана оценка снизу отношения соответствующих
объемов.
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Грассманов образ (и его объем) полных поверхностей F2 d Е* неполо-
жительной кривизны с ограниченной длиной второй квадратичной формы
изучался в [144].

3. Грассманов образ минимальных поверхностей. Хорошо известно, что
сферический гауссов образ минимальной поверхности F2 d Е3 является
мощным инструментом исследования ее геометрии. Аналогичную роль для
минимальных поверхностей F2 d E2+p играет грассманов образ.

Знаменитая теорема С. Н. Бернштейна утверждает, что полная дву-
мерная минимальная поверхность F2 d E3, однозначно проектируемая на
плоскость, является плоскостью. Р. Оссерман обобщил эту теорему: пол-
ная односвязная минимальная поверхность F2 d E3, гауссов сферический
образ которой не содержит окрестности какой-либо точки на S2 (т. е. не пло-
тен в S2), является плоскостью. (Ф. Ксавье значительно усилил эту теоре-
му, доказав, что гауссов образ может «выпустить» не более 6 точек на сфере).

Эти утверждения переносятся и на случай большей коразмерности:
Т е о р е м а 11 (С.-С. Черн [65]). Пусть F2 d Ег^р — полная односвяз-

ная минимальная поверхность, не лежащая ни в каком меньшем евклидовом
подпространстве. Тогда ее грассманов образ Г (F2) d <?P (Z QPp+1 плотен
в том смысле, что множество гиперплоскостей в С-Рр+\ пересекающих Г {F2),
плотно во множество всех гиперплоскостей в СРр+1. При р = 2, Г (F2) d
d G+ (2, А) = Si X Si Если nt: G+ (2, 4) ->• S? (i = 1, 2) — проекция, то
хотя бы одно из множеств я ^ Г (F2) плотно в сфере 5* (i = 1, 2).

Из классической дифференциальной геометрии известно, что гауссово
сферическое отображение поверхности F2 d E3 конформно тогда и только
тогда, когда поверхность минимальна или является областью на сфере. Как
следует из теоремы 7, грассманов образ поверхности F2 d Ei+P будет кон-
формен тогда и только тогда, когда поверхность псевдоомбилична.

В связи с этим представляет интерес исследования комплексно-аналити-
ческих свойств грассманова отображения. Пусть F2 d Е2+р — регулярная
поверхность, и1, и2 — изотермические координаты, z = и1 + ш2 — комп-
лексная координата на ней, принимающая значения на какой-либо римано-
вой поверхности D, Г (F2) d Qp d СРр"1 — грассманов образ. Если г =
= г (и1, и2) — радиус-вектор (г: D —>- Ei+P), то грассманово; отображение

Г о г: D —>- СРР+1, очевидно, задается так: z—> -r- = -g-r~ ~Ь ;" ~Я~Г >
где [•] — класс эквивалентности в С^ р + 1, черта — комплексное сопряже-
ние. Таким образом, имеет смысл говорить о голоморфности грассманова
отображения. Хоффман и Оссерман установили следующую теорему.

Т е о р е м а 12 [82]. Пусть F2 d E2n> — регулярная ориентируемая
поверхность с невырожденным грассмановым образом. Грассманово отобра-
жение голоморфно тогда и только тогда, когда F2 — область на сфере
в Е3 d E2+p. Грассманово отображение антиголоморфно тогда и только тог-
да, когда F2 минимальна.

В сторону достаточности второе утверждение доказал ранее Черн [65]
(при р = 2 — раньше в [130]).

В работе [82] установлена также «теорема Гаусса»: для минимальной

поверхности F2 d Е2+р ее гауссова кривизна равна k=—' ~ТТ •> гДе ^>
ds — элементы длины дуги на Г (F2) и F2 соответственно (см. также
Ю. А. Аминов [4] — цитировалась в V.3).

В работах [82, 32, 107] изучаются двумерные минимальные поверхности
с грассмановым образом постоянной гауссовой кривизны. В силу теоремы 12,
для минимальной поверхности F2 d E2¥p Г (F2) есть голоморфная кривая
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в Qp; получаем, что надо найти все голоморфные кривые в Qp постоянной
кривизны. С другой стороны, в силу теоремы Калаби любые две изометрич-
ные голоморфные кривые в С^ р н 1 конгруэнтны (т. е. унитарно эквивалент-
ны), а согласно Лоусону голоморфные кривые в СРР+1 постоянной кривизны
могут иметь лишь кривизну к = 21т, где 1^т^р-\-1,ж они конгруэнт-
ны кривым ут = (1, Ymz, . . ., Vcinz\ . . ., z"\ 0, . . ., 0) в CPp+J• Итак,
задача сводится к возможности «помещения» кривых ут в квадрику Qp дви-
жениями пространства С-Рр+1. При этом кривизна к грассманова образа мо-

Г 2 1

жет принимать значения-^—[ . В настоящее время эта задача почти пол-

ностью решена. А именно, имеет место
Т е о р е м а 13. Пусть Fz d Е2+р — минимальная поверхность с грасс-

мановым образом постоянной кривизны к. Тогда:
1) при p=2k = 2uF2d.Ei — комплексная кривая в Ei = С2, либо

к = 1 и F2 d Е3 d Ei минимальна [82];
2) при р = 3 к = 1 или к = 2 и F2 a Ei CZ Еь (см. предыдущий слу

чай), либо к = 1/2 [32];
3) при р = 2п — 1 (п — целое) существует поверхность F2 d E2+p с

к = I - [107];
4) при р = 2п (п ^ i) существует поверхность F2 d £2+р с к= -*——г-

[107];

5) при р = 4, 6, 8 существует поверхность F'z d Е2+р с к = ——-г [107].
этеож если к = I, то всегда F2 d Ьй d £P + 2 и F 2 изометрична

минимальной поверхности в Ег (способ построения дан в [82]); если к — 2,
?по F2 d E* d iip + 2 — голоморфная кривая. В других случаях также най-
ден вид поверхности, соответствующий значениям к. Таким образом, оста-
ется невыясненным вопрос о существовании в Ев и Е7 поверхностей с к —
= 2/5 и в Es и Е9 поверхностей с к •= 2/7.

Хорошие свойства грассманова образа минимальных поверхностей по-
зволяют исследовать сами эти поверхности. Оссерман и Хоффмак устано-
вили следующий результат [122].

Т е о р е м а 14. пусть Fl d Еп или Sn — ориентируемая поьерхностъ.
1) Если грассманово отображение конформно и гармонично, то F 2 ми-

нимальна;
2) если F1 минимальна, односеязна в Еп или Sn и площадь ее грассманова

образа меньше 2л при п = 3 или меньше 4я/3 при п ^> 3, то она устой-
чиво минимальна.

Грассманово отображение в сферу понимается в смысле Обаты (см.
V.1), гармоничность обсуждается в V.3. Результаты об устойчивости
минимальных поверхностей, полученные с помощью их грассманова образа,
содержатся в [47, 102] и др.

Для минимальных поверхностей в рилановом пространстве F2 d М 4

известно такое обобщение теоремы 12.
Т е о р е м а 15 (Козлов [25]). Грассманово отображение минимальной

поверхности конформно. Если М4 постоянной кривизны, то верно и обрат-
ное.

Вопросы грассманова образа минимальных поверхностей примыкают
к изучению грассманова образа поверхностей постоянной средней кривизны
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и с параллельным вектором средней кривизны, к которым мы пере-
ходим.

4. Гармоничность грассманова отображения. Результаты, которые бу-
дут здесь приведены, в определенном смысле обобщают результаты о грасс-
мановом образе двумерных минимальных поверхностей на многомерный
случай.

О п р е д е л е н и е (Иллс — Сэмпсон [68]). Пусть ( М ь g), (M2, g') —
римановы многообразия. /: Мх -У М 2 — отображение. Интегралом энергии
называется

Л Г»

/*> /*) da,
м,

где /„, — дифференциал /, Тг — след по отношению к метрике g, da — эле-
мент объема метрики g. Подынтегральная функция е (/) называется плот-
ностью энергии.

В локальных координатах {гг}™=1 на Мг с ds2 = gi} dxldx\ {г/а}™=г на
Мг с ds"1 = ga

. . ., т) будет:
,dyady$ для отображения /: уа = j a (х1,

E{f) = -f \ giJ^^rg'a,V^

хп) (а = 1, . . .

О п р е д е л е н и е . Отображение римановых пространств называется
гармоническим, если оно является критической точкой интеграла энергии.

Если v — векторное поле вдоль / (т. е. v: Мх —>- ГМ 2 , причем nov = /),

то -ТГ-Е (J) =— \ g' (т (/), v)da. Векторное поле т (/) называется полем
MMi

напряжений (tension field) отображения /. Гармоничность / равносильна
тому, что т (/) = 0. В локальных координатах: [т (f)]v — Д/v -f- gl'T'a$ X

X — î г» где А — лапласиан на Ми ra

vp —символы Кристоффеля мет-
дх Ьх1

рИКИ gafi.
Имеет место следующий сильный результат Э. Ру и Я. Вилмса:
Т е о р е м а 16 [132]. Пусть (Ml, g) — риманово многообразие, i: Ml ->•

—У Fl d El+V — изометрическое погружение в евклидово пространство, / —
= Г о i — его грассманово отображение, /: М ->- G (I, I + р). Тогда х (/) —
= V±H — производная вектора средней кривизны в нормальной связности.

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Fl d i?'+ p — регулярная поверхность,
Q S F1. Выбором систему координат в Е1+Р, поместив Q в начало координат
и взяв координатной плоскостью х1, . . ., х1 касательное пространство TQF1.
Поверхность в окрестности точки Q задается явно: х1+^ = <р^ [х

1, . . ., х1),

у. = 1,2, . . ., р,
дх<

= 0. Отображение /: Fl -v G (I, I + р) за-

дается в виде *' ( х 1 , . . . , х1) = $ =
dxi

Поскольку Гу|Q = 0,

|r ( Q) = 0 (см. Ш.2) , то

дхгдх1
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Вычисляя VJ-Я \Q, получаем:

[Vjj-Я \Q\» = 3 д*ф/дх* {дху.
г

С л е д с т в и е . Грассманово отображение поверхности гармонично тог-
да и только тогда, когда ее вектор средней кривизны, параллелен в нормаль-
ной связности {в частности, если поверхность минимальна или минимальна
в гиперсфере).

(Мы будем говорить кратко «грассманово отображение гармонично»,
имея в виду ситуацию теоремы 16.)

Эта теорема (в основном следствие) повлекла за собой целый ряд пуб-
ликаций, исследующих гармоничность грассманова отображения в различ-
ных ситуациях.

Двумерные поверхности с параллельным вектором средней кривизны
были классифицированы Б.-Й. Ченом [51] и С. Т. Яу [157]. С учетом сказанного
выше, имеет место

Т е о р е м а 17. Грассманово отображение поверхности Fz d Ei+p

гармонично тогда и только тогда, когда:
1) F2 минимальна в Е2+р, либо
2) F2 минимальна в S1+p d Е*+р, либо
3) F2 d Ег d £2+p и имеет постоянную среднюю кривизну, либо
4) F2 d S3 CZ Е* d £2+p и имеет постоянную среднюю кривизну

(ср. с теоремой 12 — гармоничность обобщает голоморфность и антиголо-
морфность).

Еще один результат о двумерных поверхностях установил Кенмоцу [96]:
грассманово отображение ориентируемой поверхности Fz d E^ постоянной
ненулевой средней кривизны гармонично тогда и только тогда, когда гар-
монична хотя бы одна из его проекций на сферы-сомножители в G+ (2, 4).

Следствие теоремы 16 было обобщено па случай грассманова отображе-
ния подмногообразий постоянной кривизны [135, 93, 641).

Т е о р е м а 18. Грассманово отображение подмногообразия пространства
постоянной кривизны =£= 0 гармонично тогда и только тогда, когда под-
многообразие минимально.

Теорема 18 является следствием более общей теоремы, установленной
в [89] Ишихара. Напомним конструкцию из IV.4. Пусть Е = E%+p+q —
псевдоевклидово пространство, О* (п + р + q) — его псевдоортогональная
группа (* — заменяет указатель индекса). Множество пар (U, V) взаимно-
ортогональных подпространств в Е размерностей dim U — п, dim V = р,
на которых индуцируются невырожденные псевдометрики фиксированных
индексов,— однородное флаговое пространство

G (n, p,q) =0* (п + р + q)/O* (п) X О* (р) X О* (q)
•с инвариантной псевдоримановой метрикой. Определим проекции

Ях: О* {п + Р + q) -» О* (га + р + q)/O* (») X О* ( р + q),

л 2: О* {п + р + q) -»- О* (п + р + q)!O* {п + р) х О* (q),

л3: О* (п+ р + q) -+ О* {п+ р + q)IO* (п + q ) X О* (р).

Пусть теперь Мп d Nn+P d E — псевдоримановы подмногообразия.
Определим грассманово отображение Г: Мп ->- G (n, p, q) так: точке Q на
М71 ставится в соответствие пара {TQ, Mn, NQMn fl TQNn+P) G G (n, p, q).
Введем также грассмановы отображения Г\ = л3 ° Г — обычное грасс-
маново отображение псевдориманового Мп d Е: Г2 = я 2 о Г — ограни-
чение на Мп грассманова отображения для Nri+P d Е; если Nn+P — по-

3 УМН, т. 46, вып. 2
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стоянной кривизны, то введем Г3 — п3 ° Г — грассманово отображение-
Мп d Nn+P (в частности, если N = Ln+P d £i+i>+1, то Г3 — отображение-
в смысле [119]) (см. IV.4, V.1). В [89] доказано, что если из четырех отоб-
ражений Г, Г\, Г2, Г3 три гармонические, то и оставшееся — гармоническое
(на псевдоримановы многообразия определение гармоничности переносится
дословно). Установлена также следующая

Т е о р е м а 19. Пусть Nn+P d E вполне омбиличко.
1. Мп d Nn+P имеет параллельный вектор средней кривизны тогда:

и только тогда, когда 1\ и Г гармоничны.
2. Если Мп d Nn+P минимально, то Г2 и Г3 гармоничны.
3. Если Г3 гармонично, то Мп d Nn+P минимально.
Обобщение теоремы 16 на случай грассманова образа погружений в тор

i: Ml - v f ' c Tl+P (гомотетичных, конформных или проективных) содер-
жится в [92]. В работе[125] установлено, что для компактной поверхности
Fl d El+P с параллельным вектором средней кривизны \ (Q — 2S)SdV <! О'

F1

(где S = || h ||2 — квадрат длины второй квадратичной формы, Q — нижняя
грань кривизн Риччи в точке), причем равенство равносильно вполне гео-
дезичиости грассманова образа. Для некомпактной поверхности с У-1-// = О
получено, что если Q ;> 25 и энергия Е (Г) конечна, то F1 является об-
ластью на плоскости.

Возможность перенесения теоремы 16 на грассмановы расслоения рас-
сматривалась в [72].

В свете теоремы С. Н. Бернштейна, а также теорем Оссермана и Черна
(теорема 11 из V. 3) исследовался вопрос об области, в которой может ле-
жать грассманов образ поверхности, когда грассманово отображение гар-
монично.

Т е о р е м а 20 (Оссерман, Хоффман, Чоэн [83]).
1. Пусть F2 d Е3 — полная ориентируемая поверхность постоянной

средней кривизны. Если ее гауссов сферический образ лежит в открытой
полусфере, то поверхность — плоскость, если в замкнутой, то — плоскость
или прямой круговой цилиндр.

2. Пусть F2 d E* — полная ориентируемая неминимальная поверх-
ность с V±H = 0. Пусть 1\ — проекции грассманова отображения, на сфе-
ры-сомножители S2 х S2 = G+ (2, 4). Тогда ни одно из Tt (F2) не лежит
в открытой полусфере, а если оба лежат в замкнутых полусферах, то F2 —
либо прямой круговой цилиндр в Е3 d Е*, либо плоский тор S* x Si d Е2 х
X Е2 (ср. с теоремой 11 и с результатом Кенмоцу, цитированным выше).

Перенесение этих результатов на многомерный случай осуществлено
Вэнгом [141]. Пусть Fl d Sl+p или EUp, Г (Fl) d SG (I, I + p) или G (I, 1+
+ p). Эти многообразия Грассмана вкладываются в евклидово пространства
EN с помощью плюккеровых координат (см. II.3, III.3). Пусть а €Е EN —
фиксированный единичный вектор. Определим функцию и на F1 так: и (Q) =
= <i (Г (Q)), а), где i — плюккерово вложение. Неравенство и Г> 0 (и ^> 0)
можно интерпретировать как принадлежность грассманова образа замкну-
той (открытой) полусфере. Имеет место

Т е о р е м а 21 [141].
1. Пусть F d Sl+p или Е1+р — компактная ориентируемая поверх-

ность с плоской нормальной связностью и параллельным ненулевым вектором
средней кривизны. Тогда ее грассманов образ не может лежать в открытой
полусфере.
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2. При тех же условиях, кроме плоской нормальной связности, грасс-

манов образ не может лежать в «сферической шапочке» и~^у -=- .

3. Если F CZ Sl+P — компактная ориентируемая минимальная поверх-
ность с плоской нормальной связностью и ее грассманов образ лежит в полу-
сфере, то F1 — вполне геодезическая сфера S1.

4. При тех же условиях, кроме плоской нормальной связности, если

•грассманов образ лежит в «сферической шапочке» w ^ > | / - ^ - , Fl — вполне

геодезическая сфера.
Пункт 3 теоремы был установлен также В. Ченом [63]. Требования

плоской нормальной связности естественны в силу следующего результата.
Т е о р е м а 22 [63]. Пусть F1 — регулярная поверхность:
а) в S1+P,

б) в Е1+Р;

i — плюккерово вложение соответствующего многообразия Грассмана
в гиперсферу SN~X d EN. Отображение i ° Г: Fl —>• SN~l гармонично тогда
.и только тогда, когда F1 имеет плоскую нормальную связность и:

а) минимальна,
б) вектор средней кривизны параллелен.
В [141] получены также результаты о «размере» грассманова образа

Двумерных поверхностей с V-J-iJ = 0: полная ориентируемая поверхность
F2 d E2+p (S2+p) с V-LjJ = 0, грассманов образ которой лежит в «шапочке»

и > ]/32 {р — 1)/41р — 32 -f е,

ъполне геодезична.
Заметим, что теорема 21 почти полностью покрывается результатом

Чена, Пиккини ([62], лемма 3.1), из которого следует, что грассманов образ
компактной ориентируемой поверхности не может лежать в открытой полу-
сфере, а если он лежит в замкнутой полусфере, то является подмногообра-
зием экватора.

Обобщение теоремы 15 о гармоничности грассманова отображения на
случай горизонтальных изометрий (римановых субмерсий) получено в [136].

В работе [126] Я. Пан и И. Шен исследовали вопросы устойчивости
гармонических отображений многообразий с краем. Гармоническое отобра-
жение многообразия с краем устойчиво, если вторая вариация интеграла
энергии неотрицательно определена на всех вариациях, обращающихся
в нуль на крае. Доказана

Т е о р е м а 23. Пусть F1 — компактная поверхность с краем в:
а) El+v,
б) Sl+P, грассманово отображение которой гармонично. Тогда существует

константа с (I) (с (Z)) такая, что при:

а) \\h\]l<!c(l)/¥Tp~~i,
б) II h\\i ^ с (fy/jfp {I + 1), грассманово отображение устойчиво гар-

монично (здесь || h | |; — норма в пространстве Lt функций на F1 длины второй
квадратичной формы).

Вопросы гармоничности грассманова отображения рассматривались
также в [61]. В работе Б.-Й. Чена и П. Пиккини [62] изучались поверхности,
трассманово отображение которых имеют конечный тип. Пусть М — ком-
пактное риманово многообразие, F f t d С00 (М) — собственное подпростран-
ство, соответствующее &-му собственному значению оператора Лапласа на М.
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Отображение ф: М -*- Ет можно представить в виде ср Ф ф0 + ^ ф ц (фо =

= const — «центр тяжести», щ ЕЕ Vjj). Говорят, что ф имеет конечный тип
(m-тип), если конечное число {щ}^=х (т штук) отлично от нуля. Если ср
изометрично, то I — подмногообразие конечного типа. Ставится вопрос
о конечности типа отображения v = i ° Г: F1 —>- EN, где Fl d £ /+p — регу-
лярная компактная поверхность, i — плюккерово вложение. Вычисляется
Av. Доказана

Т е о р е м а 24. Отображение у. F1 -*- EN (Fl — компактная, ориен-
тируемая поверхность) имеет тип 1 тогда и только тогда, когда F1 имеет:-

1) постоянную скалярную кривизну,
2) плоскую нормальную связность и
3) параллельный вектор средней кривизны.
В частности:
а) если F1 — гиперповерхность, то Fl = S1 d El+1;
б) если Fl d Sl+1 d El+2, то Fl либо поверхность 2-типа, центр тя-

жести которой совпадает с центром сферы Sl+1, либо малая гиперсфера^
либо минимальна в Sl+1 и имеет постоянную скалярную кривизну;

в) если I = 2, то либо F2 = S2 d Е3 С Е2+р, либо F2 = 5 1 (гх) X
X S1 (гя) d £2 X Я2 = £"* d £2+p.

Близкие результаты ранее были получены в [50]. Классифицированы;
также [62] минимальные поверхности F2 d Sp+1 d Ep+2, для которых отоб-
ражение v имеет тип 2: это либо стандартно вложенные (в смысле Калаби)»
минимальные сферы S2 d Sp+1, либо специальные плоские торы Т2 d
C S S C E\

В заключение отметим, что интересный аналог теоремы Ру — Вилмса
для гармоничности многомерного сферического отображения был дан в [131].
Учитывая еще результаты V.2 (теорема 8), можно проследить связь двух
обобщений классического сферического гауссова отображения поверхно-
стей F2 d Еъ. Заметим, что некоторые результаты последних двух парагра-
фов в равной степени относятся к внешней геометрии грассманова образа,,
к рассмотрению которой мы и переходим.

VI. Внешняя геометрия грассманова образа

В этом разделе мы рассмотрим результаты о поверхностях со вполне
геодезическим и вполне омбилическим грассмановым образом, об определе-
нии поверхности по ее грассманову образу и о кривизне многообразия Грасс-
мана вдоль площадок, касательных к грассманову образу поверхности.

1. Кривизна многообразия Грассмана вдоль грассманова образа по-
верхности. Одним из объектов изучения, связанным с грассмановым образом
поверхности, является кривизна к самого многообразия Грассмана вдоль
двумерных площадок, касательных к грассманову образу (согласно [153],
всегда 0 < /с < 2, см. III.2).

Касательные векторы к Г (F1) выражаются через вторую квадратичную
форму поверхности Fl (V.1), поэтому кривизны, о которых идет речь, дают
информацию о внешней геометрии поверхности F1. Формула, непосредст-
венно выражающая секционную кривизну к через коэффициенты Н§, при-
ведена Ю. А. Аминовым в [3]. В той же работе установлена

Т е о р е м а 25. Пусть Fl d El+P — регулярная поверхность с плоской
нормальной связностью. Тогда кривизна многообразия Грассмана G (I, I -\- р)<
вдоль любой двумерной площадки, касательной к грассманову образу, лежит
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в пределах к ЕЕ [0, 1]. Для локального погружения пространства Лобачев-
ского L1 d Е21'1 соответствующая кривизна к £Е (0, 1).

В [4] получена формула для кривизны к многообразия Грассмана G (2, 4)
вдоль площадки, касательной к грассманову образу поверхности F2 d £4 :

А2 + 4а2й2

к*
где к — гауссова кривизна поверхности, а, Ъ и а, (3 — полуоси и коорди-
наты центра эллипса нормальной кривизны соответственно.

Для поверхности F2 d Е* кривизна к позволяет классифицировать
точки, выделяются три невырожденных класса: /с ^> 1, /г •< 1, к = 1
(Ю. А. Аминов [4]). Они соответствуют естественным аффинным классам
точек поверхности F2 d E*, определяемым типом соприкасающейся поверх-
ности второго порядка (как показал А. А. Борисенко). Аналогично можно
выделить аффинные типы точек на поверхности F3dE5 и сопоставить им
некоторые инварианты секционных кривизн G (3, 5) вдоль площадок, ка-
сательных к Г (F3). В качестве таких инвариантов взяты 3 главные кривизны
ограничения тензора Риччи многообразия Грассмана G (3, 5) на касатель-
ное пространство к грассманову образу Г (F3) d G (3, 5) в исследуемой
точке (А. А. Борисенко, Ю. А. Николаевский [15]), но полученная класси-
фикация слабее (типов аффинных — 11, «грассмановых» — 8). При этом в точ-
ке min к <^ 1, причем если он равен 1, то к = 1 и точечная коразмерность
поверхности (размерность первого нормального пространства) равна 1.
Вопрос конечной классификации точек многомерной поверхности решен
А. А. Борисенко [18].

Поскольку кривизна многообразия Грассмана к GE [0, 2], встает воп-
рос о поверхностях, грассманов образ которых касается только площадок,
вдоль которых к = 0, или только площадок, вдоль которых к = 2 . Он был
решен И. Муто [110] и А. А. Борисенко, Ю. А. Николаевским [16] соот-
ветственно:

Т е о р е м а 26. Пусть Fl d El+P — регулярная поверхность, невы-
рожденный грассманов образ которой касается лишь тех площадок, вдоль
которых кривизна к многообразия Грассмана:

а) минимальна (к = 0 ) ,
б) максимальна (к = 2 ) .
Это возможно тогда и только тогда, когда:
а) поверхность имеет плоскую нормальную связность и индуцирован-

ная метрика плоская [110],
б) поверхность двумерна, минимальна и ее эллипс нормальной кривизны

в каждой точке есть окружность с центром на поверхности; если х* =
= х* (м1, и2) (к •— 1, . . ., 2 + р) — радиус-вектор поверхности в конформ-
ных координатах z = и1 + ш2, f = -£— , то функции f голоморфны^

2 (/к)2 = 0 и У [—г—) = 0 . В частности, при р = 2 поверхность —•

комплексная кривая в С 2 = Е* (см. [16]).
Из последней теоремы, а также из замечания о поверхностях F3 d Еь

(см. выше) видно, что класс поверхностей, грассманов образ которых ка-
сается только площадок с «большой» кривизной, весьма узок. А. А. Бори-
сенко выдвинул предположение о том, что: 1) при 1^>3 в касательном
пространстве к грассманову образу поверхности Fl d J~ i + p всегда найдется
двумерная площадка, вдоль которой кривизна к грассманова многообразия
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G (I, I + р) не превышает 1; 2) если в точке Q <= F1 для всех площадок из
ГГ(Ч)Г (Fl) будет к ;> 1, то к s 1 (в этой точке) и точечная коразмерность
поверхности равна 1 (если это выполнено во всех точках поверхности, то
из уравнений Кодацци легко следует, что Fl CI Eux CZ Е1+р — гиперповерх-
ность). Ю. А. Николаевский [34] доказал, что это предположение почти
всегда выполнено:

Т е о р е м а 27. Предположения 1) и 2) выполнены, если размерность
I и коразмерность р поверхности принимают следующие значения:

1. 1= 3, р = 2, 3; I = 4, р = 2,
2. I > р "-> 5, кроме I = р — 8,
3. Z > 5 2 .
Таким образом, осталось нерассмотренным конечное число случаев.

Мы предполагаем, что оценка в п. 3 может быть снижена как минимум до 9.
В то же время к предположению 2) удается построить контрпример при
I = 4, р = 3.

2. Восстановление поверхности по грассманову образу. Это направ-
ление исследования грассманова образа поверхностей включает в себя сле-
дующие вопросы: пусть Tk CZ G {I, I + р) (к <^ I, случай строгого неравен-
ства не исключается) — регулярное подмногообразие размерности к. Су-
ществует ли поверхность Fl CZ EUP такая, что Г (F1) = Г*? Сколько таких
поверхностей? Для заданной поверхности Fl CZ E1+P существуют ли по-
верхности с тем же грассмаиовым образом? Существуют ли деформации
поверхности F1, сохраняющие грассманов образ?

Сразу же отметим, что поверхность, полученная из данной гомотетией
и параллельным переносом в объемлющем евклидовом пространстве, будет
иметь тот же грассманов образ. Такие деформации назовем тривиальными.
Имеет смысл поэтому, рассматривая последние два из перечисленных выше
вопросов, говорить о нетривиальных деформациях.

Наиболее интенсивно изучались поставленные вопросы для случая
двумерных поверхностей, а среди них — для поверхностей в Е*.

Т е о р е м а 28 (Ю. А. Аминов [5]). Пусть F2CZ G (2, 4) — регулярное
подмногообразие. Пусть кривизна к многообразие Грассмана G (2, 4) вдоль
площадки, касательной кТ1 в точке Q (= Г2, не равна 1. Тогда существует
окрестность точки Q. являющаяся грассмановым образом поверхности Fz CZ
CZ Ei.

Условие k Ф 1 существенно — строится соответствующий пример. Ра-
нее соответствующие дифференциальные уравнения были получены в [4].
Их тип (эллиптический, гиперболический или параболический) определя-
ется значением к (к~^> 1, к < 1, к = 1). Аналогичные исследования про-
водились в [104].

В работе [85] Хоффманом и Оссерманом развита совершенно иная точка
зрения на вопросы восстановления поверхности F1 CZ £* по грассманову
образу. А именно: пусть So — риманова поверхность, z — комплексная
координата на ней, G: So -^ G+ (2, 4) = Si x S2

2 = CPi x CP\ = <?а С
CZ С^*3 (см. III.4). Если и)л — комплексная координата на С-Рь т о отобра-
жение G записывается с помощью двух функций w1 = f± (z), w2 = /2 (z) —
проекций G на сферы-сомножители. Рассмотрим функции
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где i = 1, 2, индексы z и z обозначают взятие частной производной. Будем
говорить, что отображение G является грассмановым отображением, если
существует конформное погружение х: So -> F2 d Е* такое, что G = Г о х
(принципиально, что фиксируется конформная структура). Авторы уста-
навливают геометрическую интерпретацию функций РГ, St и 1\. Доказана
следующая

Т е о р е м а 29 ([85]). Пусть So — одпосвязная риманова поверхность
и G: So-+ G+ (2, 4) = Q2.

1. Если Ft = F2 = 0, то G — грассманово отображение минимальной
поверхности в Ei.

2. Если F1 и F2 нигде не обращаются, в пуль, то G — грассманово отоб-
ражение тогда и только тогда, когда | Fx \ ~ \ F2 \ и Im (7\ -j- Т2) = 0.
При этом поверхность F2 = х (SQ) определена однозначно с точностью до
тривиальных деформаций.

По поводу п. 1 этой теоремы см. теорему 12 (V.3).
Аналогичные результаты получены в [145]. Дальнейшие рассмотрения

такой точки зрения на восстановление поверхности по грассманову образу
содержатся в работе Кенмоцу [96] (и обобщают его теорему о представлении
поверхности F2 d E3 с заданной средней кривизной):

Т е о р е м а 30. Пусть So — односвязная риманова поверхность, G:
So ->- G* (2, 4) и выполнено условие \ F\ \ = \ F2 | Ф 0 на So. Пусть а:
So —*• (0, +° °) — гладкая функция. Отображение G является грассмановым
отображением для поверхности с длиной вектора средней кривизны а 2 =
= | И |2 тогда и только тогда, когда

В работе [134] в связи с теоремой 29 показано, что по всякой функции
ft' $o —*~ C-Pi ('S'o н е конформная сфера) такой, что dfjdz Ф 0 и S± = 0,
можно построить однопараметрическое семейство функций /2: So —*- С^г
таких, что 5 2 = 0 и | Fi | = | F 2 |, т. е. пара функций (/х, /а) определяет
грассманово отображение.

Для поверхностей F2 d Ei с вырожденным грассмановым образом из-
вестен следующий результат:

Т е о р е м а 31 (Ю. А. Аминов, Т. С. Тарасова [7]). Кривая Г1 С
d G+ (2, 4) является вырожденным грассмановым образом некоторой поверх-
ности F2 d Ei тогда и только тогда, когда Г1 — асимптотическая линия
на гиперповерхности G+ (2, 4) d Sr° d Ee (плюккерово вложение). При этом
поверхность является либо конусом, либо цилиндром, либо образована каса-
тельными к некоторой кривой у d E*.

В этой теореме, как и в теореме 28, поверхность восстанавливается по
своему грассманову образу неоднозначно.

В [41] В. Т. Фоменко и И. М. Кричевер исследовали деформации по-
верхностей F2 d Ei, сохраняющие грассманов образ. Введен класс Л-по-
верхностей, характеризующихся тем, что каждая точка поверхности лежит
внутри своего эллипса нормальной кривизны «не очень близко» к нему.
Доказана

Т е о р е м а 32. Всякая R-поверхность допускает нетривиальные де-
формации с сохранением грассманова образа; они находятся во взаимно одно-
значном соответствии с множеством аналитических функций на поверхности.

Доказан ряд результатов о точках защемления и деформациях, сохра-
няющих грассманов образ. Точка Q €= F2 называется точкой защемления
поверхности для данной деформации, если она смещается только в каса
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тельной плоскости. В [41] и [42] (В. Т. Фоменко и И. А. Бикчантаев) дока-
зана

Т е о р е м а 33. R-поверхностъ F2 d Е*1, защемленная на множестве,
имеющем предельную точку на F2, не допускает нетривиальных деформаций
с сохранением грассманова образа. Некомпактная R-поверхностъ допускает
бесконечно много таких линейно независимых деформаций, если она защемле-
на на не более чем счетном множестве, не имеющем предельных точек на по-
верхности.

Вопросы грассманова образа поверхностей при деформациях исследова-
вались также в работе [13]. Результаты, близкие к теоремам 28—31, полу-
чены в работе [142] Дж. Вейнера.

Заметим, что для поверхностей F2 d Е* (и только для них) грассманов
образ Г (F2) a G (2, 4) имеет ту же размерность и коразмерность. Это во
многом определяет специфику теорем о восстановлении в упомянутом случае.

Для поверхностей F2 d En (п ^> 4) вопрос о единственности поверхно-
сти с данным грассмановым образом решен Ю. А. Аминовым в [9]. Будем
говорить, что поверхность F2 d Е2+Р имеет грассманов образ общего вида,
если он не касается ни одного вполне геодезического G (2, 4) d G (2, 2 + р).
(это равносильно тому, что точечная коразмерность поверхности больше
чем 2).

Т е о р е м а 34. Поверхность F2 d Е'2+Р определяется своим грассма-
новым образом общего вида однозначно с точностью до тривиальных дефор-
маций.

Получены условия того, что по данному подмногообразию Г2 d G (2,
2 + р) можно восстановить поверхность. Хоффман и Оссерман [84] исследо-
вали вопрос о существовании и единственности конформного погружения
X : So ->- Ег+Р- римановой поверхности такого, что Г ° х = G — заданное
отображение из S0 в (?+ (2, 2 + р) — Qp d £,Ppvl. Условия существования
сформулированы в терминах комплексных дифференциальных соотношений
(в духе теоремы 29). Доказана

Т е о р е м а 35. Поверхность F2 d Е2+Р, вектор средней кривизны
которой не равен нулю в какой-то точке, определяется своим грассмановым
образом с точностью до тривиальных деформаций.

(Эта теорема сильнее, чем предыдущая.)
В [124] исследовался вопрос о неединственности восстановления по-

верхности по грассманову образу в специальном классе изотермических
поверхностей F2 d E2+p (т. е. несущих сопряженную сеть, линии которой
являются линиями уровня двух гармонических функций на поверхности).
Дж. Вейнер [143] получил результаты, аналогичные теоремам 28—31, 34,
35, с помощью совершенно иного подхода.

Вопросы единственности восстановления по грассманову образу и не-
тривиальных деформаций для поверхностей коразмерности 2 рассматрива-
лись в [12, 21]. В работе [12], в частности, доказано, что поверхность
pi (— gi+2 полностью определяется своим грассмановым образом (в Е1+2,
вообще говоря нет). А. Н. Зубков и В. Т. Фоменко [21] изучали нетриви-
альные деформации для комплексных гиперповерхностей F2n d E2n+2 =
= C™+1, сохраняющие их грассманов образ. Доказан аналог теоремы 30,
а именно: всякая такая поверхность допускает нетривиальную деформацию,
соответствующую некоторой голоморфной функции на ней. Получен резуль-
тат, аналогичный теореме 33 для точек защемления.

Единственность восстановления поверхности по ее грассманову образу
в общем случае F1 £Е Е1+Р рассматривалась Муто [114, 112] и А. А. Бори-
Оенко [17]. В [114] рассматривались уравнения деформаций (конечных ж
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бесконечно малых), сохраняющих грассманов образ, а также деформации
вполне вещественных поверхностей в Сп = Е%п. Доказана

Т е о р е м а 36 [112]. Пусть Fl d Е1+Р— компактная окносвязная
поверхность. Она допускает нетривиальные деформации, сохраняющие грасс-
манов образ тогда и только тогда, когда существует тензорное поле Ъ{ такое%

что:
1) Ь{ Ф- сЬ\ ни для какой постоянной с,
2) УцН = Vfii (где V — связность на F1),
3) Ъ{Н\] = biHij (где Н% — элементы матриц второй квадратичной

формы поверхности).
Исследование задач единственности восстановления поверхности на

языке внешних форм велось в [146].
В работе [17] А. А. Борисенко показал, что если две поверхности

.Fi CZ E1+P и ^ с EUP имеют один и тот же грассманов образ, то они дефор-
мируемы друг в друга с сохранением грассманова образа. Действительно,
поместим поверхности F\ в параллельных гиперплоскостях ElCv d
d E1+P+1 (i = 1, 2) и проведем прямые через точки поверхностей F[ И F\,
соответствующих по грассманову образу. Получим поверхность Fl+1 d
d E1+P+1, которая несет семейство прямых, причем вдоль этих прямых
касательные плоскости к поверхности Fl+1 стационарны. Требуемая дефор-
мация получается сечением поверхности Fl+X гиперплоскостями Е1+Р,
параллельными плоскостям Е\+р.

Поверхность Fl+1, о которой идет речь, имеет в каждой точке внешний
нуль-индекс (в смысле Черна — Кейпера), равный 1, т. е. является 1-сильно
параболической поверхностью. При этом если поверхность Fl+1 является
конической или цилиндрической, то построенная по ней деформация из Ft

в F2 тривиальна. Поэтому вопрос о единственности восстановления по-
верхности Fl d Е1+р по грассманову образу эквивалентен вопросу о сущест-
вовании нетривиальной 1-сильно параболической поверхности Fl+1 d
d E1+P+1 с базой Fl (т. е. для некоторой трансверсальной к прямым гипер-
плоскости Е1+Р d El+F+1 должно быть Fl = Fl+1 (~| Е1+Р). Имеет место

Т е о р е м а 37 [17]. Пусть в касательном пространстве к регулярной
поверхности Fl d El+P в каждой точке отсутствуют сопряженные под-
пространства (т. е. такие U и V, что U fl V = {0}, U -j- V — TQF1,
dim U, dim V ^> 0 и h (и, v) = 0 для любых и GE U и v €E V) и выполнено
одно из условий:

1) кривизна поверхности положительна,
2) кривизна поверхности отрицательна и I нечетно,
3) кривизна поверхности отрицательна и точечная коразмерность

(размерность первого нормального подпространства) больше, чем I (I -\- 2)/4,;

4) отсутствуют асимптотические направления и I нечетно. ш:
Тогда поверхность однозначно восстанавливается по своему грассманову

образу.
Приведены примеры точности условий теоремы, показывающие, что эти

достаточные условия близки к необходимым.
3. Вторая квадратичная форма грассманова образа. Поверхности со

вполне геодезическим и вполне омбилическим грассмановым образом. Для
исследования означенных поверхностей исследуется вторая квадратичная
форма подмногообразия Г (Fl) a G (I, I + р). Воспользуемся для этого
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локальными координатами {п?} на многообразии Грассмана (1.1). Пусть
хк = хк (у1, . . ., у1) (к = 1, . . ., I + р) — радиус-вектор поверхности F1

в окрестности точки Q : у1 = . . . = у1 = 0. Выберем ортонормированный
базис {еь еа} в точке Q так, что {ej d TQF1, {ea} d NQF1. ДЛЯ близких к Q
точек поверхности F1 выбираем ортонормированные базисы {/.;} в касатель-
ном и {fa} в нормальном пространствах к поверхности таким образом, как
это описано в 1.1 (см. [103]). Получим уравнения грассманова образа: Цг =
= т$ (у1, . . ., у1) в окрестности точки Г ((>). Пусть Гу1 — символы Кристоф-

феля индуцированной связности на Г (/) С G (!, I-\-p), Tfo!/y\—•

символы Кристоффеля на G (I, I + р).
У т в е р ж д е н и е 4 (И. Муто [ИЗ]). Коэффициенты второй квадра-

тичной формы подмногообразия Г (Fl) d G (I, I + p) в выбранной системе
координат относительно нормали TJ? равны

Н)\ = d%r\ildyidyk — I"ĵ dv^/дуг 4- Т}}-. /„•, дх],!/ду3• дт^/дук .
[г / U )

Если Fj = —-. векторные поля на поверхности и функции (|3)}
дуг

определяются так: /j = ${Yj, то имеем
У т в е р ж д е н и е 5 ( Б . Й . Чен, С. Ямагучи [59]). Вторая квадра-

тичная форма подмногообразия Г (Fl) d G (I, I + р) в точке Г (Q) {т. е.
при у1 = . . . = у1 = 0) равна

Ъ (Yp Yi) = S Р* Ip <((^А) ( ^ . У г) + h (VY.y „ Уг) - A (V£y,, Уг)), ea> |09/
ft, a

где /г. •— вторая квадратичная форма поверхности Fl d EUP, V — инду-
цированная связность на Fl, SG — индуцированная связность на Г (F1),

Vh — производная второй квадратичной формы, определяемая так:

<yxh) (Y, Z) = vi- (h (Y, Z)) - h(VxY, Z)~h (Y, VZZ).
С л е д с т в и е [59]. Гроссманов образ поверхности Fl CZ El+v вполне

геодезичен в G (I, I + p) тогда и только тогда, когда для любых трех каса-
тельных к F1 векторных полей X, Y и Z

(Vxh) (Y, Z) = h (\'GXY - VXY, Z).

Будем говорить, что вторая квадратичная форма параллельна, если
fh = O.

В работе [59] классифицированы поверхности F2 с Е2+Р СО вполне геоде-
зическим грассмановым образом: это либо гиперповерхность F2 d E3 d
d Е2+Р, либо кривая F2 d Е* = С2, либо плоский тор в Е2 X Е2 = £4,.
либо поверхность Веронезе F'2 d 5 4 d 515-
l i Я» Вилмс [140] установил следующую теорему.

Т е о р е м а 38. Пусть Fl d E1+P — поверхность с параллельной вто-
рой квадратичной формой. Тогда ее грассманов образ вполне геодезичен и
грассманово отображение переводит геодезические в геодезические.

Поверхности с параллельной второй квадратичной формой полностью
классифицированы Д. Ферусом [75, 73] (подробности см. в IV.3).
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При некоторых дополнительных условиях поверхности со вполне геоде-
зическим грассмановым образом рассматривались в [ИЗ, 60, 123] (см., на-
пример, теорему 6 из V.1).

Полная классификация поверхностей со вполне геодезическим грасс-
мановым образом была проведена Ю. А. Николаевским [36, 35]:

Т е о р е м а 39. Пусть Fl d Е1+Р — поверхность с невырожден-
ным вполне геодезическим грассмановым образом. Тогда она является
произведением поверхностей, каждая из которых либо

1) вещественная гиперповерхность, либо
2) комплексная гиперповерхность, либо
3) поверхность с параллельной второй квадратичной формой.
В 2) имеется в виду кэлерово подмногообразие комплексной коразмер-

ности 1 в С = Е2п. В случае вырожденного грассманова образа получим
цилиндр с образующими соответствующей размерности над поверхностью из
теоремы. Идея доказательства теоремы 39 состоит в рассмотрении касатель-
ного пространства к Г (F1) в какой-то точке — оно должно быть тройной
системой Ли и строится по второй квадратичной форме поверхности. С другой
стороны, сильное ограничение на вид второй квадратичной формы наклады-
вается условием из следствия (см. выше). Это позволяет «перечислить» все
тройные системы Ли описанного вида, построить с помощью экспоненциаль-
ного отображения грассманов образ, а по нему восстановить поверхность.

Поверхности со вполне омбилическим грассмановым образом рассматри-
вались в работах [123, 98] (Пак и Ким), [94] (Ито), [97] (Пак, Ки), а также
Николаевским Ю. А. в [37]. Имеет место следующая

Т е о р е м а 40. Пусть Fl d Е1+Р — поверхность со вполне омбиличе-
ским грассмановым образом. Предположим, что выполнено одно из следующих
условий:

а) I > 2, грассманово отображение конформно и гармонично [98],
б) поверхность изотропна, грассманово отображение конформно [98

94],
в) поверхность компактна, индуцированная метрика эйнштейнова и

грассманово отображение гармонично,
г) тензор Риччи на F1 параллелен и грассманово отображение гармонич-

но [97].
Тогда Fl d Е1+р — поверхность с параллельной второй квадратичной

формой. Заметим, что изотропная поверхность с параллельной второй квад-
ратичной формой (п. б)) является сферой или поверхностью Веронезе (1-мер-
ной) [133].

В [123] доказано также, что если грассманов образ вполне омбиличен
в многообразии Грассмана и грассманово отображение гармонично, то грасс-
манов образ вполне геодезичен.

Имеет место следующая
Т е о р е м а 41 [37]. Пусть Fl d El+2 (1^3) — поверхность со вполне

омбилическим грассмановым образом. Тогда грассманов образ вполне геодези-
чен (и по теореме 39 F1 — либо гиперповерхность, либо произведение гипер-
поверхностей, либо комплексная гиперповерхность).

В этой же работе доказано существование поверхностей F2 d Е* с не
вполне геодезическим вполне омбилическим грассмановым образом (отме-
тим, что все предыдущие случаи давали вполне геодезический грассманов
образ): эта поверхность имеет своим грассмановым образом двумерную
вполне омбилическую гиперповерхность непостоянной средней кривизны
в S2 X S1 d £2 X S2 = G+ (2, 4) (II.2) и восстанавливается по нему (VI.2).
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VII. Примечания

В настоящий обзор не вошли некоторые вопросы, касающиеся геомет-
рии грассманова образа и многообразий Грассмана. В частности, ряд работ
посвящен гармоническим вложениям в многообразие Грассмана — их об-
зор и ссылки можно найти в (Дж. Иллс, Л. Лемэр [69]). Классифицированы,
например, все гармонические вложения двумерной сферы в G (I, I + р).

Сформулируем также несколько задач, могущих продвинуть, на наш
взгляд, развитие геометрии грассманова образа.

1. Вполне геодезические подмногообразия. Вероятно, полная класси-
фикация будет необозрима, но естественно ставить вопрос, например,
о вполне геодезических сферах в размерности > rg.

2. Грассманов образ комплексных подмногообразий. Какие «вещест-
венные» результаты будут сюда переноситься? (См. ниже 3.), вопросы гар-
моничности, гомотетичности грассманова образа.

3. Восстановление поверхности по грассманову образу; поверхности со
вполне геодезическим грассмановым образом для комплексных многообразий
Грассмана и для многообразий Грассмана над пространствами постоянной
кривизны.

4. Вполне омбилический грассманов образ. Верно ли, что если грассма-
нов образ поверхности размерности ^> 2 вполне омбиличен, то он вполне
геодезичен?

5. Вполне омбилические подмногообразия в грассмановом многообра-
зии. Верно ли, что наибольшая размерность таких нетривиальных подмного-
образий равна max (Z, р) — 1? Классификация вполне омбилических под-
многообразий в G (I, I -\- р), вероятно, даст возможность такой классифи-
кации в любом локально симметрическом пространстве неотрицательной
кривизны.

6. Теоремы 13 и 27 довести до естественного уровня общности. В связи
с последней теоремой: верно ли, что в любом трехмерном подпространстве,
касательном к многообразию Грассмапа, есть двумерная площадка с сек-
ционной кривизной к <^ 1?

7. Возможно ли использование техники, связанной с геометрией грасс-
манова образа, для доказательства многомерной теоремы Гильберта о не-
погружаемости в целом пространства Лобачевского L1 в Е'21~Ч

8. Классификация граней многообразия Грассмана G+ (I, I + р)
(см. II 1.3).
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