
2 Властивостi радiус-вектору

Доведiть, що для радiус-векторiв r̄i(t) =


x = xi(t)
y = yi(t)
z = zi(t)

виконується:

1. (r̄1(t)± r̄2(t))′ = r̄′1(t)± r̄′2(t)

2. (f(t)r̄(t))′ = f ′(t)r̄(t) + f(t)r̄′(t)

3. (r̄1(t), r̄2(t))
′ = (r̄′1(t), r̄2(t)) + (r̄1(t), r̄

′
2(t))

4. [r̄1(t), r̄2(t)]
′ = [r̄′1(t), r̄2(t)] + [r̄1(t), r̄

′
2(t)]

5. (r̄1(t), r̄2(t), r̄3(t))
′ = (r̄′1(t), r̄2(t), r̄3(t))+(r̄1(t), r̄

′
2(t), r̄3(t))+(r̄1(t), r̄2(t), r̄

′
3(t))

1. Доведiть, що з неперервностi радiус-вектора r̄(t) наслiдком є непе-
рервнiсть |r̄(t)|. Чи вiрне зворотне твердження?

2. Обчислiть похiдну вiд: a) r̄2(t); b) |r̄(t)|; c) r̄′(t) × r̄′′(t); d)
(r̄′(t), r̄′′(t)); e) (r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)); f) r̄′(t) × r̄′′(t) × r̄′′′(t); g)
|r̄′(t)× r̄′′(t)|;

3. Чи вiрно, що |r̄′(t)| = |r̄(t)|′.

4. Доведiть, що якщо на деякому iнтервалi r̄(t) = 0̄, то r̄(t) = const на
цьому iнтервалi. Чи вiрне зворотне твердження?

5. На деякому iнтервалi |r̄(t)| = const. Доведiть, що r̄(t) ⊥ r̄′(t) на
цьому iнтервалi. Чи вiрне зворотне твердження?

6. На деякому iнтервалi r̄(t) ‖ r̄′(t), для цього необхiдно i достатньо,
щоб r̄(t) мав постiйний напрямок. Доведiть.

7. Нехай для вектор-функцiї r̄(t) класа Ck в усiх точках областi визна-
чення мають мiсце наступнi спiввiдношення: (r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)) =
0, r̄′(t)× r̄′′(t) 6= 0. Довести, що r̄(t) задає плоску криву.

8. Довести, що вектор-функцiя r̄(t) = r̄0+cos(t)r̄1+sin(t)r̄2 задає елiпс,
якщо r̄1 ∦ r̄2.

3 Дотична до кривої
Дотичним вектором до кривої r̄ буде вектор r̄′. Тодi дотичною прямою
в точцi кривої p = r̄(t0) буде пряма, яка задається рiвнянням τ(u) =
r̄(t0) + ur̄′|t=t0 .
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1. Складiть рiвняння дотичної та нормалi (пряма ортогональна до
дотичної) для наступних лiнiй:

(a) x = t3 − 2t, y = t2 + 1 в точцi A(t = 1);
(b) x = a ch t, y = a sh t, z = bt в довiльнiй точцi;
(c) x3 + y3 − 3axy = 0 в точцi A(3a

2
, 3a

2
);

(d) (x2 + y2)2 − 2a2(x2 − y2) = C;
(e) r = aϕ;
(f) r = 2a cosϕ в точцi A, для якої ϕ = π

4
;

(g) x = 2 cos t, y = 2 sin t, z = 4t в точцi t = 0;

(h) x = t, y = t2 z = t3 в точцi t = 1.

2. Складiть рiвняння дотичної до кривої y = x3 + 3x2− 5, якi перпен-
дикулярнi до 2x− 6y + 1 = 0

3. Складiть рiвняння дотичної до кривої y = x2 + 2x, якi проходять
через точку P (1,−3), та обчислiть кут мiж ними.

4. Доведiть, що дотичнi до гiперболи y = x−4
x−2 в точках її перетину з

вiсями координат, будуть паралельними мiж собою.

5. Знайдiть рiвняння прямої, яка проходить через точку P (1
2
, 2), та

дотична до графiка функiї y = −x2

2
+ 2 та перетинає в двох рiзних

точках графiк функцiї y =
√

4− x2.

6. Знайдiть координати точок перетину з вiссю Ox тих дотичних до
графiка функiї y = x+1

x−1 якi утворюють кут ϕ = 3
4
π з вiссю Ox.

7. Знайдiть всi значення x, при кожному з яких дотичнi до графикiв
функцiй y = 3 cos 5x i y = 5 cos 3x + 2 в точках з абсциссою x
паралельнi.

8. На графiцi функцiї y = x3− 3x2− 7x+ 6 знайдiть всi точки, в яких
дотична до цього графiку вiдтинає вiд додатньої частинi вiсi Ox
вдвiчи менший вiдрiзок, нiж вiд вiд’ємної частини вiсi Oy. Знайдiть
довжини цих вiдрiзкiв.

9. Яка з прямих, якi проходять через початок координат, перетинають
гиперболу xy = a2 пiд прямим кутом?

10. В рiвняннi параболи
y = x2 + bx+ c

постiйнi b та c визначити так, щоб пряма y = 3x− 5 була дотичною
до параболи в точцi з абсцисой x = 2.
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