Министерство образования и науки Украины

Харьковский национальный университет им. В.Н.Каразина
ТЕОРИЯ КРИВЫХ

Харьков – 2009
УДК 514

Горькавый В.А. 

Зачетное задание «Теория кривых». - Харьков: ХНУ, 2009. - ХХ с.

Учебное пособие содержит тексты зачетных заданий по теме «Теория кривых». Предназначено студентам второго курса механико-ма​те​ма​ти​че​с​кого факультета, изучающим дифференциальную геометрию. 

Введение
Методическое пособие содержит условия задач зачетного задания по теме «Теория кривых», излагаемой в рамках курса дифференциальной геометрии студентам второго курса механико-математического факультета. Каждое зачетное задание включает в себя шесть задач, в которых пред​став​ле​ны основные понятия и конструкции теории кривых в трехмерном евкли​довом пространстве – регулярность кривой и особые точки, длина кривой и натуральная параметризация, трехгранник Френе, кривизна, кручение, натуральное уравнение, эволюта и эвольвента. 

В пособие включены примеры решения задач по каждой из тематик. В каждом примере сначала приводятся необходимые теоретические сведения и базовые алгоритмы решения задачи в общем случае, а затем анализируется решение задачи в какой-либо конкретной ситуации. 
Кроме того, при решении задач целесообразно использовать реко​мен​ду​ем​ую ниже учебную литературу в следующем соответствии с задачами:

Задача 1: [1, Гл.I, §1-3], [2, §1,3,9] , [3, §1.1-1.3] , [4]
Задача 2: [1, Гл.III,§1], [2, §6], [3, §1.5] , [4]
Задача 3: [1, Гл.II,§2-3], [2, §4-5,7], [3, §1.3-1.4], [4]
Задача 4: [1, Гл.III,§2-3], [2, §7], [3, §1.6-1.7], [4]
Задача 5: [1, Гл.III,§4], [2, §13], [3, §1.7], [4]
Задача 6: [1, Гл.III,§5], [2, §8], [3, §1.9], [4]
В дополнение к основному набору задач, приведен список задач повышенной сложности, которые при необходимости также могут вклю​чаться в зачетное задание.
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Основные задачи

Вариант 1

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки плоской кривой x=(t+2)2/(t+1), y=(t-2)2/(t-1). 

2. Найдите длину дуги кривой x=4cos t1/3, y =4sin t1/3, z=t1/3, лежащей между плоскостями z=1 и z=2. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе пространственной кривой x-y2=0, x2-z=0 в точке M(1,1,1).

4. Найдите кривизну и кручение пространственной кривой x3+y=0, x2+z-2=0 в точке М(-1,1,1). Являются ли эти значения кривизны и кручения максимальными или минимальными?

5. Найдите натуральное уравнение кривой x=ln(ctg t/2) - cos t, y=sin t.

6. Найдите уравнение эволюты параболы y = 1/2 x2.

Вариант 2

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=5sin t, y=3sin2 t+2sin 2t. 

2. Найдите длину дуги кривой x=a(2cos t + cos 2t), y=a(2sin t +sin 2t), за​клю​чен​ной между точками t1=0 и t2=2π. Найдите натуральный параметр s.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x = sin t, y=t, z=cost+t в точке M(0,0,1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=a ch t, y=a sh t, z=at в точке t=ln2. Найти максимальные и минимальные значения кривизны и кручения.

5. Найдите натуральное уравнение кривой x=t-sin t, y=1-cos t.

6. Найдите уравнение эволюты кривой y=sin x.

Вариант 3

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=2sin t, y=2cos2t /(2+cos t).

2. Найдите длину дуги кривой x=t, y=
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ln t, z=1/t, заключенной между точками t=1 и t=4. Найти натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=cos t + t, y=sin t, z=t в точке M(1+2π, 0, 2π). 

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=b tg t, y=b cos t, z=b sin t в точке M(t=π/4). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Найдите натуральное уравнение кривой x=cos t + tsin t, y=sin t-t cos t.

6. Найдите уравнение эволюты гиперболы x=a ch t, y=b sh t.

Вариант 4

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=t2, y=t4+t5, z=t6+t7. 

2. Найдите длину дуги кривой y=tg 2x3, заключенной между точками с ординатами y1=-1 и y2=1. Найти натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x= cost+t, y = sin t, z = et в точке М(1,0,1).

4. Докажите, что в произвольной точке кривой x2-3y=0, 2xy-9z=0 ее кривизна равна кручению. 

5. Найдите натуральное уравнение кривой x=2cost+cos2t, y=2sint+sin2t.

6. Найдите уравнение эволюты кривой y=ln x.

Вариант 5

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=3t2/(1+t5), y=5t3/(1+t5). 

2. Найдите длину дуги кривой y=1/3x
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, заключенной между точками x1=9 и x2=81. Найти натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=t4/4, y=t3/3, z=t2/2 в ее произвольной точке M(t=t0). 

4. Найдите кривизну и кручение кривой x = acos2t, y = a sint cost, z = at в точке M(a,0,0). Являются ли эти значения кривизны и кручения ма​к​си​ма​ль​ны​ми или минимальными?

5. Найдите натуральное уравнение кривой y = a ch (x/a).

6. Найдите уравнение эволюты кривой y=ex.

Вариант 6

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=t2, y=15t4+8t5, z=t2. 

2. Найдите длину дуги кривой x=a ln(ctg t/2)-cos t, y=asin t, заключенной между точками t1=0, t2=b. Найти натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=t-cos t, y=1-sin t, z=4sin(t/2)+2 в точке М(-1,1,2). 

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=3t, y=3t2, z=3t3 в то​ч​ке M(t=1). В ка​ких то​ч​ках кри​ви​з​на и кру​че​ние до​сти​га​ют ма​к​си​ма​ль​но​го и ми​ни​ма​ль​но​го зна​че​ния?

5. Найдите натуральное уравнение кривой x = a cos3 t, y = a sin3 t.

6. Найдите уравнение эволюты кардиоиды, заданной в полярных ко​ор​ди​на​тах r, φ на плоскости уравнением r = a(1+cos φ).

Вариант 7

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=2t5-5t2, y=2t3-3t2. 

2. Найдите длину дуги кривой x=24t3, y=18t2-9t4, заключенной между точ​ка​ми t1=-a и t2=a>0. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=sint, y=cos t, z=tg t в точке t=π/4.

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=e t, y=e -t, z=t
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 в точке М(1,1,0). Являются ли эти значения кривизны и кручения максимальными или минимальными?

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой с натуральным уравнением k=a/s, a - константа.

6. Найдите уравнение эволюты циклоиды x=a(t-sin t), y=a(1-cos t).

Вариант 8

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=3(t2-3), y=t(t2-3). 

2. Найдите длину части кривой x=acos t, y=asin t, z=bt, лежащей между плоскостями z=π/4b и  z=7π/2b. Найдите натуральный параметр s на кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=5t3, y=2t2+3t4, z=t2 в точке М(5,5,1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=2at, y=a(t4+1), z=at2 в точке M(t=0). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее натуральное уравнение k=as, a - константа.

6. Найдите уравнение эволюты астроиды x=a cos3 t, y= a sin3 t.

Вариант 9

1. Найдите особые точки неявно заданной кривой (xy)2=(y+1)2(4-y2).

2. Найдите длину замкнутой кривой, заданной в полярных координатах r, φ на плоскости уравнением r=2cos φ. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=t2, y= t3-20, z=t в точке М(4,-12,2).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x2-3y=0, 2xy-9z=0 в точке М(0,0,0). Являются ли эти значения кривизны и кручения максимальными или ми​ни​маль​ными?

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее на​ту​ра​ль​ное уравнение R=a+s2/a, где R - радиус кривизны кривой, a - константа.

6. Найдите уравнение эволюты цепной линии y= a ch (x/a) .

Вариант 10
1. Найдите особые точки неявно заданной кривой xy2=(x-1)2. 

2. Найдите длину дуги кривой y=x
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, заключенной между точками x1=0 и x2=5. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе пространственной кривой x2+y2-z2-1=0, x2-y2-z2-1=0 в точке M(1,0,0).

4. В каких точках кручение и кривизна кривой x=a(t-sin t), y=a(1-cos t), z=4acos t/2 достигают максимального и минимального значения?

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R = 1/ sin3α.

6. Найдите уравнение эволюты спирали Архимеда, заданной в полярных координатах r, φ на плоскости уравнением r=aφ .

Вариант 11

1. Найдите особые точки  неявно заданной кривой (x/3 + 3)x2-9y2=0. 

2. Найдите длину кривой x=5cos3 t, y=5sin3 t. Найдите натуральный па​ра​метр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе неявно заданной кривой x2+y2-2=0, x2+y2+z2=3, в той ее точке, где касательная прямая кол​ли​не​ар​на вектору (1,-1, 0).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=asin t, y=acos t, z=h(t) в точке M(t=t0). Подберите функцию h(t) так, чтобы кривая была плоской.

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R = 1/ cos3α.

6. Найдите уравнение эволюты эллипса x=acos t, y=bsin t.

Вариант 12

1. Найдите особые точки  неявно заданной кривой  (a-x)y2=x3.

2. Найдите длину дуги кривой x=sin 2t, y=1-cos 2t, заключенной между точ​ка​ми t1=-π/4 и t2=5π/2. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=1-cos 2t, y=2t-sin 2t, z=4cos t в точке пересечения кривой с плоскостью x=0.

4. Докажите, что радиус кривизны конической спирали x=aekφ cosφ, y=aekφ sinφ, z=bekφ пропорционален расстоянию точки спирали до оси OZ. Найдите кручение кривой.

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R = b cosα.

6. Докажите, что эволюта астроиды x=acos3 t, y=asin3 t – это астроида, вдвое больше исходной и повернутая на угол π/4 вокруг начала  координат. 

Вариант 13

1. Выяснить, при каком значении константы v кривая x=2cost
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  имеет особые точки.

2. Найдите длину кривой r=2(1+cosφ), заключенной между точками  φ1= 0 и φ2=2π. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=sin tcos t, y=sin2t, z=cos t в такой точке M кривой, что нормальная плоскость кривой в точке M проходит через начало координат O(0,0,0).

4. На кривой x=at, y=asin t, z=asin 3t найти точки с нулевой кривизной и точки с нулевым кручением. В каких точках кривизна и кручение принимают максимальное и ми​ни​мальное значения?

5. Найдите натуральное уравнение плоской кривой, заданной в полярных координатах r, φ уравнением r=a e bφ.

6. Найти  эволюту астроиды x=3cos3 t, y=3sin3 t. 

Вариант 14

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=t2-2t+1, y=t-1.

2. Найдите длину дуги кривой x = cos + t sin t, y = sin t – t cos t, заключенной между точками t1=-1 и t2=4. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=2cos t+t, y=2sin t, z=4cos2 t в точке M(2,0,4).

4. Докажите, что кривизна кривой x=3t-t3, y=t3+3t, z=3t2+5 равна ее кручению. 

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее на​ту​ра​ль​ное уравнение s2+9R2=16a 2, где R - радиус кривизны кривой, a - константа.

6. Найдите уравнение эволюты спирали Архимеда r=aφ.

Вариант 15

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=cos t, y=cos 2t, z=cos 4t.

2. Найдите длину дуги кривой x=t, y=2lnt, z=1/t, лежащей между плос​кос​тя​ми z=1 и z=1/10. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=t, y=t2, z=t3 в такой точке M кривой, что соприкасающаяся плоскость кривой в точке M проходит через точку Р(2, -1/3, 6).

4. Докажите, что у кривой x2=3y, 2xy=9z отношение кривизны к кручению постоянно.

5. Найдите натуральное уравнение кривой, заданной в полярных координатах r, φ на плоскости уравнением r=a(1+cosφ).

6. Найдите уравнение эвольвенты параболы y2=2рx.

Вариант 16

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=cos t, y=cos 2t, z=cos 3t.

2. Найдите длину дуги кривой x=4cos t3, y=4sin t3, z=t3, лежащей между плоскостями z=0 и z=8. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=sin2t+ cost, y=1/2sin 2t, z=cos t в точке M(1,0,0).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x = a cos t2, y = a sin t2, z=bt2 в точке M(t=π/3). В каких точках кривизна и кручение достигают ма​к​си​ма​ль​но​го и минимального значения?

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее  на​ту​ра​ль​ное уравнение R2=2as, где R - радиус кривизны  кривой, a - константа.

6. Найдите уравнение эвольвенты окружности x=Rcos φ+x0, y=Rsin φ+y0.

Вариант 17

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=2tcos t, y=2tsin t, z=4t.

2. Найдите длину замкнутой кривой x = a cos3 t, y = a sin3 t, z = a cos 2t. Най​ди​те натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=t, y=t2+t, z=et в точке M(0,0,1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=2t, y=lnt, z=t2 в точке М(t=1). В ка​ких точках кривизна и кручение достигают ма​к​си​ма​ль​но​го и ми​ни​маль​но​го значения?

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее  на​ту​ра​ль​ное уравнение R2+1=e -2s, где R - радиус кривизны кривой, a - константа.

6. Найдите уравнение эвольвенты параболы y2=2рx.

Вариант 18

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой, заданной в полярных координатах r, φ на плоскости уравнением r=2(2+cosφ).

2. Найдите длину одной части кривой x=cos t, y=sin t, z=bt, лежащей между плоскостями x+y=0 и x-y=0. Найдите натуральный параметр s.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=2t, y=t4+1, z=t2 в такой точке М, где нормальная плоскость кривой ортогональна прямой x-1=y/2=z+2.

4. Найдите, при каких условиях у кривой x=at, y=bt2, z=ct3 отношение кривизны к кручению постоянно.

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R =be mα.

6. Найдите уравнение эвольвенты окружности x=R cos φ, y=R sin φ.

Вариант 19

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой, заданной в полярных координатах уравнением  r=3(2+cos(φ/2))

2. Найдите длину кривой x=acos3 t, y=asin3 t, z=cos2t. Найдите натуральный па​ра​метр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=2cos 2t, y=3t, z=2sin 2t в такой точке M кривой, что касательная прямая к кривой в точке M пересекает плоскость y=0 в точке Р(
[image: image8.wmf]2

(1+π /4),0, 
[image: image9.wmf]2

(1- π /4)).

4. Докажите, что радиус кривизны кривой y2=2рx-qx2 в произвольной ее точке M пропорционален отрезку нормали, заключенному между точкой М и осью OX.

5. Найдите натуральное уравнение кривой, заданной в полярных координатах

уравнением r=a(1+cos φ).

6. Найдите длину отрезка эволюты параболы y2 = 4рx, заключенной между особой точкой эволюты и ее произвольной точкой.

Вариант 20

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки плоской кривой, заданной в полярных координатах r, φ уравнением r = r0 e φ.

2. Найдите длину дуги кривой x3-3ya2=0, z-a/2=0, лежащей между пло​с​ко​стя​ми y=a/3 и y=9a. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=2/t, y=ln t, z=-t2 в такой точке M кривой, что бинормаль кривой в точке M параллельна плоскости x-y+8z+2=0.

4. На кривой x=acos t, y=asin t, z=t3-9t найти точки с нулевой кривизной и точки с нулевым кручением. В ка​ких точках кривизна и кручение достигают ма​к​си​ма​ль​но​го и ми​ни​маль​но​го значения?
5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее натуральное уравнение R2/a2+1=e -2(s/a), где R - радиус кривизны кривой, a - константа.

6. Найдите длину эволюты эллипса, полуоси которого равны a, b.

Вариант 21

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой, заданной в по​ляр​ных координатах r, φ на плоскости уравнением r=r0+e φ .

2. Найдите длину дуги кривой y=ln(cos x), лежащей в полосе между па​рал​ле​ль​ны​ми прямыми x=0 и x=π/3. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=cos3t, y=sin3t, z=cos 2t в точке M(-1,0,1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x2-2az=0, y2+2ab-2bz=0 в точке М(
[image: image10.wmf]2

a,0,a). В ка​ких точках кривизна и кручение достигают ма​к​си​ма​ль​но​го и ми​​ни​маль​но​го значения?
5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее натуральное уравнение R2+1=e -2s, где R - радиус кривизны кривой.

6. Докажите, что эволюта кардиоиды x=a(2cos t-cos 2t), y=a(2sin t-sin 2t) - это кар​диоида, подобная данной. 

Вариант 22

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой x=t2, y=t4.

2. Найдите длину дуги кривой y2=x3, заключенной между точками M1(1,1) и M2 (2, 2
[image: image11.wmf]2

). Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=etcos t, y=et sin t, z=e t в точке M(1,0,1).

4. Найдите точки на кривой x=cos t2 +7, y=sin t2 -15, z=t2-1, в которых ее кри​виз​на совпадает с кручением. В ка​ких точках кривизна и кручение достигают ма​к​​си​ма​ль​но​го и ми​​ни​маль​но​го значения?
5. Найдите натуральные уравнения кривой x=ch t, y=sh t, z=t.
6. Найдите уравнение эволюты эллипса x=acos t, y=bsin t.

Вариант 23

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки плоской кривой x=φ3, y=φ5.

2. Для кривой, заданной в полярных координатах r, φ на плоскости урав​не​ни​ем φ=1/2(r+1/r), найдите длину отрезка заключенного между точками r=1 и r=3. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=3t-t3, y=3t2, z=t3+3t в точке M(-2,12,14).

4. Найдите кривизну и кручение конической спирали x=e2tcost, y=e2tsint, z=e2t в точке M(t=0). В каких точках кривизна и кручение до​сти​га​ют мак​си​маль​но​го и минимального значения?

5. Найдите натуральные уравнения кривой x=e t sin t, y=e t cos t, z=e t.

6. Найдите уравнение эволюты параболы y = a x2.

Вариант 24

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=cos3φ, y=sin3φ.

2. Найдите длину дуги кривой y=1/3x
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-
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, заключенной между то​ч​ка​ми, в которых кривая пересекает ось OX. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x = 4t3+t2, y=3t2-2t4, z=2t3 в точке M(-3,1,-2). 

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=t-sin t, y=1-cos t, z=4sin t/2 в точке M(t=π). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Найдите натуральные уравнения кривой x=et, y=t
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, z=e -t.

6. Найдите уравнение эволюты кривой y=sin x.

Вариант 25

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=t2(1+t), y=t 4.

2. Найдите длину витка спирали Архимеда, заданной в полярных ко​ор​ди​на​тах r, φ, на плоскости уравнением r=aφ, между точками φ1=0 и φ2=2π. Най​ди​те натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x = t, y = t 2, z=4t-4t2+1 в точке M(2,4,-7).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=-t3+3t, y=3t2, z=t3+3t в точке М(t=1). В каких точках кривизна и кручение до​сти​га​ют максимального и минимального значения?

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R=1/cos2α.

6. Найдите уравнение эволюты гиперболы x=a ch t, y=b sh t.

Вариант 26

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой y=x3/2, z=x5/2.

2. Найдите длину дуги кривой y=x3, лежащей внутри окружности x2+y2=8. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=-2t2+8t+1, y=t2, z=t в точке M(7,1, 1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=cos3t, y=sin3t, z=cos2t в точке M(t=π/4). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R=1/sin3α.

6. Найдите уравнение эволюты кривой y= ln x.

Вариант 27

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой x=y7/3.

2. Найдите длину дуги кривой y=ln x, заключенной между точками пе​ре​се​че​ния этой кривой с прямыми x=2 и x=5. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=-t2+t+1, y=2t, z= t2-t+1 в точке M(1,2,1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=t2, y=2t2+2t, z=3t2+3t+3 в точке M(t=1). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R=αeα.

6. Найдите уравнение эволюты кривой y=e x.

Вариант 28

1. Проверьте регулярность и найдите особые точки кривой, заданной в полярных координатах r, φ на плоскости уравнением r=(1+eφ)/(2+eφ).

2. Найдите длину дуги кривой y=ln((ex+1)/(ex-1)), лежащей в полосе между прямыми x=1 и x=5. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=2t, y=t4+1, z=t2 в точке M(2,2,1).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=t3-t+1, y=-t2+t+1, z=t2+t-1 в точке M(t=0). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R=2α.

6. Найдите уравнение эволюты кардиоиды, заданной в полярных ко​ор​ди​на​тах r, φ на плоскости уравнением r = a(1+cos φ).

Вариант 29

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки плоской кривой  x=1+t2, y=t(t2+1).

2. Найдите длины дуг кривой x=1+cos t/2, y=sin t/2, лежащих в секторах между прямыми x+y-1=0 и x-y-1=0.Найдите натуральный параметр s.
3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=2t+sin 3t, y=1+cos 3t, z=4cos 4t в точке пересечения кривой с плоскостью y=0.

4. Докажите, что кривая x2-2az=0, y2-2bz=0 плоская. Найдите уравнение пло​с​ко​сти, в которой лежит эта кривая. Найдите кривизну кривой.

5. Найдите параметрическое уравнение плоской кривой, если ее натуральное уравнение R=a+s2/a, где R - радиус кривизны кривой, a - константа.

6. Докажите, что эволюта логарифмической спирали r=aφ - эта же ло​га​ри​ф​ми​че​с​кая спираль, но повернутая на некоторый угол вокруг полюса. Су​ще​с​т​ву​ет ли такое a, при котором спираль и ее эволюта совпадают?
Вариант 30

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки плоской кривой x=t+1-sin(t+1), y=1-cos(t+1).

2. Найдите длину дуги кривой x=1+cost, y=sint, лежащей выше прямой y=1/
[image: image15.wmf]2

.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе пространственной кривой x=t2-2t+3, y=t2-2t+1, z=t2+2t в точке M(3,1,0).

4. Найдите кривизну и кручение кривой x=t2+2t+3, y=2t2+3t+1, z=3t2+t+2 в точке M(t=0). В каких точках кривизна и кручение достигают максимального и минимального значения?

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R = b sinα.

6. Найдите уравнение эволюты астроиды x=a cos3 t, y= a sin3 t.

Вариант 31

1. Проверьте регулярность параметризации и найдите особые точки кривой x=2(sht-cht), y= ch t-sh t, z=e-3t/2.

2. Найдите длину дуги кривой x = cos t, y = sin t, z = t, лежащей внутри шара x2+y2+z2=2. Найдите натуральный параметр s на этой кривой.

3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=t3-t2-5, y=3t2+1, z=2t3-16 в той точке M, где нормальная плоскость параллельна плоскости 2x+3y+6z=0.

4. Найдите, при каких a и b кривизна кривой x=a ch t, y=a sh t, z=bt во всех точках совпадает с кручением.

5. Пусть R - радиус кривизны плоской кривой γ, α - угол между по​сто​ян​ным вектором и текущим касательным вектором кривой γ. Найдите па​ра​ме​т​ри​че​с​кое уравнение кривой γ, если R = α.

6. Найдите уравнение эволюты цепной линии y = a ch x/a.

Дополнительные задачи

1. На бинормалях плоской кривой γ откладываются отрезки, длина ко​то​рых пропорциональна длине дуги кривой γ. Докажите, что у кривой, обра​зо​ван​ной концами этих отрезков, отношение кривизны к кручению постоянно. 

2. Найдите кривизну эллипса x2/a2+y2/b2=1 в тех точках, где отрезок касательных между осями координат делится точкой касания пополам.

3. На главных нормалях винтовой линии γ отложены отрезки длины 1/k, где k - кривизна кривой γ. Найдите уравнение кривой, образованной концами этих отрезков, определите ее кривизну и кручение. 

4. На касательных простой винтовой линии γ отложены отрезки длины 1/κ, где κ - кручение кривой γ. Найдите уравнение кривой, образованной концами этих отрезков, определите ее кривизну и кручение.

5. До​ка​жи​те, что ес​ли ме​ж​ду то​ч​ка​ми кри​вых γ1 и γ2 уста​но​в​ле​но со​о​т​вет​с​т​вие, при ко​то​ром ка​са​те​ль​ные в со​о​т​вет​с​т​ву​ю​щих то​ч​ках па​рал​ле​ль​ны, то в этих то​ч​ках гла​в​ные но​р​ма​ли и би​но​р​ма​ли кри​вых та​к​же па​рал​ле​ль​ны. 

6. Кривые γ1 и γ2 называют кривыми Бертрана, если между ними может быть установлено взаимно-однозначное соответствие, при котором главные нормали в соответствующих точках совпадают. Доказать, что касательные к γ1 и γ2 в таких точках образуют постоянный угол. 

7. Найдите плоские кривые, проекции радиуса кривизны которых на ось ординат постоянны и равны ω.

8. Докажите, что длина дуги цепной линии y= a ch (x/a) от точки Р(0,a) до произвольной ее точки M равна длине проекции ординаты точки М на касательную прямую цепной линии в точке М.

9. Касательные прямые кривой γ с ненулевой кривизной высекают на ее соприкасающейся плоскости, проведенной в некоторой фиксированной точке М, кривую γ*. Докажите, что в точке М кривизны кривых γ и γ* связаны соотношением k/k* =3/4.

10. Докажите, что произведение длин дуг, отсчитываемых от точки Р(0,a) цепной линии y=a ch(x/a) до точек касания двух взаимно пе​р​пе​н​ди​ку​ля​р​ных касательных к цепной линии, является величиной постоянной.

11. Найти кривизну и кручение индикатрисы касательных регулярной пространственной кривой  γ.
12. Заданы соприкасающиеся плоскости пространственной кривой: A(t)x+B(t)y+C(t)z+D(t)=0. Найти радиус-вектор кривой r=r(t).
13. При каком условии прямые 
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являются касательными пространственной кривой? Найти эту кривую.
14. Доказать, что формулы Френе можно представить в виде 
τ '=[ ω, τ], ν' =[ω, ν], β '=[ω, β],
найти вектор ω – вектор Дарбу кривой.
15. Доказать, что кривая лежит на сфере с центром в точке Р, если все нормальные плоскости кривой проходят через точку Р.
Методы решения

Задача 1.1. Проверить регулярность параметризации и найти особые точки кривой x=t2, y=t3.

Решение. Кривая, заданная параметрически радиус-вектором r=r(t), на​зы​ва​е​т​ся регулярной (регулярно параметризованной) класса C k, если ве​к​тор-функция r(t) принадлежит классу C k, k
[image: image17.wmf]³

1, и при этом производная r΄(t) радиус-вектора не обращается в ноль ни в одной точке. [image: image1.wmf]2

Точка на кривой называется особой, если в этой точке либо нарушается непрерывная ди​ф​фе​ре​н​ци​ру​е​мость радиус-вектора r(t), либо обращается в ноль про​и​з​во​д​ная r΄(t).

Для радиус-вектора r(t)=(t2, t3) заданной кривой имеем r΄(t)=(2t,3t2). Мы видим, что радиус-вектор является непрерывно дифференцируемым. Решая уравнение r΄(t)=0, т.е. 2t=0, 3t2=0, получаем, что r΄(t)=0 в точке t=0 и только в этой точке. Иначе говоря, точка t=0 является особой точкой заданной кривой, а во всех остальных точках заданная кривая является регулярно параметризованной. Вычисляя декартовы координаты найденной особой точки, получаем r(0)=(0,0), т.е. особой точкой кривой будет точка О – начало координат.
Ответ. Заданная кривая является регулярно параметризованной во всех точках, кроме t=0. Точка t=0 является особой  точкой параметризации.

Задача 1.2. Проверить регулярность и найти особые точки плоской кривой, заданной неявно уравнением x2+2x- y3=-1.

Решение. Плоская кривая, заданная неявно уравнением F(x,y)=0, называется регулярной класса C k, если функция F(x,y) принадлежит классу C k, k
[image: image18.wmf]³

1, и при этом градиент 
[image: image19.wmf]Ñ

F=(
[image: image20.wmf]x

F
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, 
[image: image21.wmf]y

F
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¶

) функции F(x,y) не обращается в ноль в точках кривой. Напротив, точка на кривой называется особой, если в этой точке либо функция F(x,y) не является непрерывно дифференцируемой, либо градиент 
[image: image22.wmf]Ñ

F равен нулю.

Функция F(x,y)=x2+2x-y3+1, заданная в условии, является не​пре​рыв​но ди​ф​фе​ре​н​ци​ру​е​мой. Вычисляя част​ные производные, находим гра​диент этой функции: 
[image: image23.wmf]Ñ

F=(2x+2,3y2).  Чтобы найти особые точки кривой, мы должны при​ра​в​нять нулю одно​временно функцию F(x,y) и ее гра​диент 
[image: image24.wmf]Ñ

F. Получаем:
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решением этой системы будет x=-1, y=0.  Таким образом, точка P(-1,0) является особой точкой заданной кривой. Это единственная особая точка кривой. Во всех остальных точках заданная кривая является регулярной.

[image: image133.png]


Ответ. Плоская кривая, заданная неявно уравнением x2+2x-y3=-1. явля​ет​ся регулярной во всех точках, кроме точки P(-1,0). Точка P(-1,0) является един​ствен​ной особой точ​кой кривой.

Задача 1.3. Проверить регулярность и найти особые точки пространственной кривой, заданной неявно системой уравнений x2+ y2+z2=4, (x-1)2+y2=1.

[image: image134.png]


Решение. Пространственная кривая, заданная неявно системой уравнений F(x,y,z)=0, H(x,y,z)=0, называется регулярной класса C k, если функции F(x,y,z) и H(x,y,z) принадлежат классу C k, k
[image: image26.wmf]³

1, и при этом их градиенты 
[image: image27.wmf]Ñ

F=(
[image: image28.wmf]x
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) и 
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H=(
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, 
[image: image33.wmf]y
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,
[image: image34.wmf]z

H

¶

¶

) не коллинеарны в точках кривой. Напротив, точка на кривой называется особой, если в этой точке либо хотя бы одна из функций  F(x,y,z) и H(x,y,z) не является непрерывно дифференцируемой, либо градиенты 
[image: image35.wmf]Ñ

F и 
[image: image36.wmf]Ñ

H коллинеарны. 

Заданные в условии функции F=x2+y2+z2-4, H=(x-1)2+y2-1 являются не​пре​ры​в​но ди​ф​фе​ре​н​ци​ру​е​мыми. Вы​чи​с​ляя частные производные, находим градиенты этих функций:
[image: image37.wmf]Ñ

F=(2x,2y,2z), 
[image: image38.wmf]Ñ

H=(2(x-1),2y,0). Чтобы найти осо​бые точки кривой, мы должны к уравнениям, задающим кривую, при​со​е​ди​нить урав​не​ние, эквивалентное условию коллинеарности векторов 
[image: image39.wmf]Ñ

F и 
[image: image40.wmf]Ñ

H: 
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решением этой системы будет x=2, y=0, z=0.  Таким образом, точка P(2,0,0) является особой точкой заданной кривой. Во всех остальных точках заданная кривая является регулярной.

Ответ. Пространственная кривая, заданная неявно системой уравнений x2+ y2+z2=4, (x-1)2+y2=1, является регулярно во всех точках, кроме точки P(2,0,0). Точка P(2,0,0) является особой точкой кривой.

Задача 2. Найти длину дуги кривой x=t, y=cht от точки t1=-1 до точки t2=3. Найти натуральный параметр s заданной кривой.

Решение. Для регулярной кривой, заданной параметрически радиус-вектором r=r(t), длина дуги этой кривой от точки t1 до точки t2 Н вычисляется по формуле
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Натуральный параметр s, равный длине дуги кривой, отсчитываемой от точки t0 в направлении увеличения параметра t, определяется формулой 
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s=
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Любой другой натуральный параметр имеет вид 
[image: image48.wmf]±

s+const. 

Для радиус-вектора r=(t, ch t) заданной кривой имеем r΄=(1, sh t). Длина этого вектора равна соответственно |r΄ | =
[image: image49.wmf]t

sh

2

2

1

+

=ch t. Поскольку r
[image: image50.wmf]Î

C1 и r΄
[image: image51.wmf]¹

0, то кривая является регулярно параметризованной. Подставляя |r΄ |=ch t в приведенные выше формулы, находим:

L=
[image: image52.wmf]dt
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s=
[image: image53.wmf]dt

t

ch

t

t

ò

0

= sh t - sh t0,
Ответ. Длина дуги кривой x=t, y=cht от точки t1=-1 до точки t2=4 равна L=sh4+sh1. Параметр s=sh t - sh t0  является натуральным. 

Задача 3. Найдите уравнения элементов трехгранника Френе кривой x=cos t, y= sin t, z=t в точке M(
[image: image54.wmf]2

/2,
[image: image55.wmf]2

/2,π/4).

Решение. Для регулярной кривой, заданной параметрически радиус-вектором r=r(t), элементы трехгранника Френе в фиксированной точке M(t=t0) определяются следующим образом. Направляющий вектор Т каса​тель​ной прямой в точке М равен производной радиус-вектора: T= r´(t0). На​пра​в​ляющий вектор бинормали В вычисляется как векторное произведение первой и второй производных радиус-вектора: B=[r´ (t0), r´´ (t0)]. Напра​вля​ю​щий вектор главной нормали V определяется как векторное произведение направляющих векторов касательной и бинормали: V=[B,T]. В случае, когда [r´(t0), r´´(t0)]=0,  векторы T=(T1,T2,T3), V=(V1,V2,V3) и В=(B1,B2,B3) отличны от нуля и образуют положительно ориентированный ортогональный базис в пространстве. С их помощью можно стандартным образом выписать урав​не​ния касательной прямой, главной нормали  и бинормали кривой в точке М:
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Кроме того, можно выписать и уравнения трех взаимно ортогональных плоскостей, также являющихся элементами трехгранника Френе заданной кривой  в точке М: соприкасающаяся плоскость проходит через касательную прямую и главную нормаль ортогонально к бинормали, нормальная плоскость проходит через главную нормаль и бинормаль ортогонально к касательной прямой, спрямляющая плоскость проходит через касательную прямую и бинормаль ортогонально к главной нормали. Соответственно, эти плоскости задаются следующими уравнениями: 

(x-x0)T1 + (y-y0)T2 + (z-z0)T3=0,
(x-x0)V1 + (y-y0)V2 + (z-z0)V3=0,

(x-x0)B1 + (y-y0)B2 + (z-z0)B3=0.
Для заданной в задаче кривой с радиус-вектором r=(cost, sint, t) точке M(
[image: image65.wmf]2

/2,
[image: image66.wmf]2

/2,π/4) соответствует значение параметра t= π/4. [image: image136.png]


Найдем первую и вторую производные радиус-вектора:

r´=(-sint, cost, 1),
r´´=(-cost, -sint, 0),
вычислим их значения в точке М и векторное произведение:
r´(π/4)=(-
[image: image67.wmf]2

/2, 
[image: image68.wmf]2

/2, 1),
r´´(π/4)=(-
[image: image69.wmf]2

/2, -
[image: image70.wmf]2

/2, 0).
[r´(π/4), r´´(π/4)]= (
[image: image71.wmf]2

/2, -
[image: image72.wmf]2

/2, 1).
Поскольку r´(π/4)=0, то точка М не является особой. Кроме того, [r´(π/4),r´´(π/4)]=0, а значит мы можем однозначно определить все элементы трех​гран​ника Френе заданной кривой в точке М. Запишем векторы T, V и В:
T=(-
[image: image73.wmf]2

/2, 
[image: image74.wmf]2

/2, 1), B=(
[image: image75.wmf]2

/2, -
[image: image76.wmf]2

/2, 1), V=[B,T]=(-
[image: image77.wmf]2

, -
[image: image78.wmf]2

, 0).
Подставляя координаты этих векторов вместе с координатами точки М в выписанные выше уравнения, получаем уравнения трех прямых и трех плоскостей, образующих трехгранник Френе заданной кривой в точке М. 
Ответ. Трехгранник Френе заданной кривой в точке М состоит из следующих элементов:
касательная прямая   
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главная нормаль   
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бинормаль   
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соприкасающаяся плоскость   (x-
[image: image88.wmf]2

/2) + (y-
[image: image89.wmf]2

/2) = 0,

нормальная плоскость   - (x-
[image: image90.wmf]2

/2) + (y-
[image: image91.wmf]2

/2) +
[image: image92.wmf]2

(z-π/4) = 0,

спрямляющая плоскость   (x-
[image: image93.wmf]2

/2) - (y-
[image: image94.wmf]2

/2) +
[image: image95.wmf]2

(z-π/4) = 0.
Задача 4. Найти кривизну и кручение кривой x=t2, y=t, z=1/t в точке M(t=1).

Решение. Для регулярной кривой, заданной параметрически радиус-вектором r=r(t), кривизна k вычисляется по формуле 
k=
[image: image96.wmf][
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Если кривизна не равна нулю, то кручение κ вычисляется по следующей формуле:

κ=
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В общем случае кривизна и кручение зависят от t. Точки на кривой, где кри​ви​з​на обращается в ноль, называются точками перегиба. Точки на кри​вой, где кручение обращается в ноль, называются точками уплощения кривой. 
[image: image137.png]acamenvias




Чтобы вычислить кривизну и кручение кривой, заданной пара​мет​ри​чес​ки радиус-вектором r=(t2, t, 1/t), в точке M(t=1), найдем сначала первую, вторую и третью производные радиус-вектора:

r΄= (2t, 1, -1/t2), 
r΄΄= (2, 0, 2/t3), 
r΄΄΄= (0, 0, -6/t4).
Вычислим значения производных в точке M(t=1):
r΄(1)= (2, 1, -1), 
r΄΄(1)= (2, 0, 2), 
r΄΄΄(1)= (0, 0, -6).
Поскольку r΄(1)
[image: image98.wmf]¹

0, точка M(t=1) не является особой. Далее, найдем векторное и смешанное произведения, используемые в формулах для k и κ:

[r΄(1), r΄΄(1)] = (2,-6,-2),

(r΄(1), r΄΄(1), r΄΄΄(1)) =12.
Кроме того, находим:

| r΄(1) | =
[image: image99.wmf]6

,
| [r΄(1), r΄΄(1)] | = 2
[image: image100.wmf]11

.

Подставляя в формулы для кривизны и кручения, находим:

k(1)=
[image: image101.wmf]6
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Ответ. Кривизна и кручение кривой x=t2, y=t, z=1/t в точке M(t=1) равны соответственно k=
[image: image105.wmf]11

/3
[image: image106.wmf]6

 и κ=3/11.

Задача 5. Найти плоскую кривую, заданную натуральным уравнением k=4. 

Решение. Натуральное уравнение плоской кривой представляет собой выражение для кривизны кривой k в виде функции от натурального параметра - длины дуги s, либо, в общем случае, уравнение связи F(s,k)=0 между длиной дуги s и кривизной k. Также, вместо кривизны k в натуральном уравнении может использоваться радиус кривизны R=1/k. 

Чтобы найти параметрическое задание плоской кривой x=x(s), y=y(s), представленной натуральным уравнением k=k(s), используется угол α между осью OX и текущим касательным вектором кривой r΄= (x΄s, y΄s). С помощью угла α  касательный вектор τ записывается в следующем виде:

r΄= (x΄s, y΄s) = (cos α, sin α).
В свою очередь, угол α связан с кривизной k следующим соотношением:
α΄s = k.
Чтобы найти параметризацию кривой x=x(s), y=y(s), сначала следует найти угол α как функцию от s:
α(s) = 
[image: image107.wmf]ò

k ds + α0.

Подставляя найденную функцию α(s) в формулы для x΄s и y΄s , а затем интегрируя полученные выражения, находим искомые функции:

x(s) = 
[image: image108.wmf]ò

cosα(s) ds + x0,    y(s) = 
[image: image109.wmf]ò

sinα(s) ds + y0.

Произвол в выборе констант интегрирования α0, x0 и y0 соответствует тому, что кривая определяется своим натуральным уравнением однозначно с точностью до поворота и параллельного переноса в плоскости.

В ряде случаев, вместо натурального уравнения кривой рассматривается уравнение k=k(α)>0 либо R=R(α)>0. В этой ситуации за параметр на кривой удобнее принять не длину дуги s, а угол α. Поскольку s΄α =1/ k=R, то радиус-вектор кривой r(α)=(x(α),y(α)) определяется следующими формулами:
x(α) = 
[image: image110.wmf]ò

cos α R(α) dα + x0,    y(s) = 
[image: image111.wmf]ò

sin α R(α) dα + y0.

Для нахождения плоской кривой, заданной в задаче [image: image138.png]


натуральным уравнением k=4, можно применить оба метода. В первом случае получаем

α(s) = 
[image: image112.wmf]ò

4 ds + α0 =4s+α0,

и далее

x(s) = 
[image: image113.wmf]ò

cos(4s+α0)ds + x0 =  
[image: image114.wmf]4
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 sin(4s+α0) + x0,
y(s) = 
[image: image115.wmf]ò

sin(4s+α0) ds + y0 =-
[image: image116.wmf]4
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 cos(4s+α0) + y0.
Таким образом, получили окружность радиуса 
[image: image117.wmf]4
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 с центром в точке (x0 , y0), па​ра​мет​ри​зо​ван​ную длиной дуги s. 
Во втором случае находим

x(α) = 
[image: image118.wmf]ò

cos α 
[image: image119.wmf]4
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 dα + x0 = 
[image: image120.wmf]4
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sin α + x0,

y(α)  = 
[image: image121.wmf]ò

sin α 
[image: image122.wmf]4
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 dα + y0 = -
[image: image123.wmf]4
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cos α + y0.
Снова получили окружность радиуса 
[image: image124.wmf]4

1

 с центром в точке (x0 , y0 ), но уже па​ра​мет​ризованную углом α, отсчитываемым от оси OX по часовой стрелке.
Ответ. Плоская кривая, заданная натуральным уравнением k=4, представляет собой окружность радиуса 
[image: image125.wmf]4

1

 с произвольным центром.
Задача 6. Найдите уравнение эволюты эллипса x=2 cos t, y= sin t.

Решение. Эволютой регулярной плоской кривой γ называется мно​жес​т​во центров кривизны кривой γ. Если кривая γ задана параметрически радиус-вектором r=r(t), то ее эволюта описывается радиус-вектором 

r* = r + 
[image: image126.wmf]k

1

ν,
где k – кривизна, а ν – направляющий единичный вектор главной нормали кривой γ. В координатной форме, если r(t)=(x(t),y(t)), то r*(t)=(x*(t),y*(t)), где  
x*  =  x - y΄ 
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y* =  y + x΄ 
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Найдем эволюту заданного эллипса x=2cos t, y=sin t. Вычисляем первые и вторые производные координат радиус-вектора эллипса:

x΄ = - 2sin t,
y΄ = cos t,

x΄΄ = - 2cos t,
y΄΄ = - sin t,

и подставляем их в приведенные выше формулы. Получаем:
 x* = 2cos t - cos t 
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 cos3 t,

y* = sin t -2 sin t 
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 = - 3 sin3 t.

Ответ. Эволютой эллипса x=2cost, y=sin t является астроида x=
[image: image132.wmf]2
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cos3t, y=-3sin3 t.
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