
12 Обгортка сiм’ї кривих
Обгортка або Обвiдна сiмейства кривих, це крива, що в кожнiй своїй точцi є дотичною
до деякої кривої сiмейства. Якщо сiмейство кривих задано рiвнянням F (x, y, α) = 0. Тодi
обгортку сiмейства кривих визначається системою{

F (x, y, α) = 0
Fα(x, y, α) = 0

Зауважимо, що будь яка гладка крива, що не має прямолiнiйних дiлянок, буде обгорткою
своїх дотичних.

1. Дослiдити сiмейства кривих (α — параметр) i зробити малюнок:

(a) α2x2 + y2 = αx;

(b) x2 + 2α y = 2xy.

2. Знайти обгортку сiмейства лiнiй (α — параметр сiмейства):

(a) (x− α)2 + (y − α)2 = α2;

(b) x cosα + y sinα− h = 0;

(c) y2 − (x− α)3 = 0;

(d) y3 − (x− α)2 = 0;

(e) 3(y − α)2 − 2(x− α)3 = 0.

3. Знайти обгортку сiмейства прямих, що утворюють з осями координат трикутники
постiйної площi S.

4. Знайти рiвняння обгортки сiмейства прямих, на яких лежить вiдрiзок постiйної дов-
жини a, якщо його кiнцi ковзають по осях прямокутної системи координат.

5. Пряма обертається з постiйною кутовою швидкiстю навколо точки, рiвномiрно ру-
хається по другий прямiй. Знайти обгортку цього сiмейства прямих.

6. Знайти умови, яким повиннi задовольняти точки обгортки сiмейства лiнiй

F (x, y, α, β ) = 0,

де α i β пов’язанi спiввiдношенням ϕ(α, β) = 0.

7. Знайти обгортку сiмейства лiнiй:

(a) x2

p + y2

q , де p+ q = 1 ;

(b) λx2 + µ y2 = 1, де λ+ µ = λµ;

(c) b2x2 + a2y2 = a2b2, де a+ b = const;

(d) bx+ ay = ap, де a+ b = const.
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13 Еволюта та евольвента
Еволютою кривої γ називається обгортка її нормалей. Рiвняння еволюти: ~ρ = ~r + 1

k
~ν або{

X = x− y′ x′2+y′2

x′y′′−x′′y′

Y = y + x′ x′2+y′2

x′y′′−x′′y′

Початкова крива γ називається евольвентою своєї еволюти. Отже, евольвента — це ор-
тогональна траєкторiя сiмейства дотичних до кривої γ. Зауважимо, що еволюта у кривої
одна, а евольвент, тобто ортогональних траєкторiй дотичних, — нескiнченно багато. Вони
задаються рiвнянням: ~ρ = ~r + (Const− s(t)) ~r′

|~r′|
або X(t) = x(t)− x′(t)√

x′(t)2+y′(t)2

∫ t
a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

Y (t) = y(t)− y(t)′√
x′(t)2+y′(t)2

∫ t
a

√
x′(t)2 + y′(t)2 dt

1. Скласти рiвняння i накреслити графiки еволют наступних лiнiй:

(a) x = a cos t, y = b sin t;

(b) x = a ch t, y = b sh t;

(c) y = x2;

(d) y = lnx.

2. Скласти рiвняння евольвент кола x2 + y2 = a2 та зробiть малюнок.

3. Скласти рiвняння евольвенти ланцюгової лiнiї y = a ch(x/a), що проходить через її
вершину, i зробити малюнок.

4. Скласти рiвняння евольвент параболи x = t, y = 1
4
t2 i зробити малюнок.

5. Другою еволютою кривої називається еволюта її еволюти. Знайти кривину другої ево-
люти.
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