
16 Перша квадратична форма

Нехай 𝑎⃗ та 𝑏⃗ — дотичнi вектори, записанi у виглядi 𝑎⃗ = 𝑎1𝜕1𝑟⃗+𝑎2𝜕2𝑟⃗. Якщо 𝑏⃗ = 𝑏1𝜕1𝑟⃗+𝑏2𝜕2𝑟⃗,
тодi їх скалярний добуток, як добуток векторiв у 𝑅3, запишеться у виглядi бiлiнiйної форми
на дотичних векторах до поверхнi:

⟨⃗𝑎, 𝑏⃗⟩ = 𝑎1𝑏1⟨𝜕1𝑟⃗, 𝜕1𝑟⃗⟩+
(︀
𝑎1𝑏2 + 𝑎2𝑏1

)︀
⟨𝜕1𝑟⃗, 𝜕2𝑟⃗⟩+ 𝑎2𝑏2⟨𝜕2𝑟⃗, 𝜕2𝑟⃗⟩.

При 𝑎⃗ = 𝑏⃗ ця форма приймає вигляд квадратичної та називається першою квадратичною
формою поверхнi.

Функцiя 𝑔𝑖𝑘 = ⟨𝑟𝑖, 𝑟𝑘⟩ називається коефiцiєнтом першої квадратичної форми, а матриця
𝐺 = (𝑔𝑖𝑘) — матрицею першої квадратичної форми поверхнi.

1. Знайдiть I квадратичну форму поверхнi обертання 2-го порядку.

2. Знайдiть першу квадратичну форму прямого гелiкоїду

𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑎𝑣

3. Обчислiть першу квадратичну форму поверхонь:

(a) 𝑟⃗ = 𝜌⃗(𝑠) + 𝜆𝑒⃗, 𝑒⃗ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;

(b) 𝑟⃗ = 𝑣𝜌⃗(𝑠);

(c) 𝑟⃗ = 𝜌⃗(𝑠) + 𝜆𝑒⃗(𝑠), |𝑒⃗(𝑠)| = 1;

(d) 𝑟⃗ = 𝜌(𝑠) + 𝜈⃗(𝑠) cos𝜑+ 𝛽(𝑠) sin𝜑;

(e) 𝑟⃗ = (𝑎+ 𝑏 cos 𝑣) cos𝑢, (𝑎+ 𝑏 cos 𝑣) sin𝑢, 𝑏 sin 𝑣;

(f) 𝑟⃗ = {𝑣 cos𝑢, 𝑣 sin𝑢, 𝑘𝑢};
(g) 𝑟⃗ = 𝜌⃗(𝑠) + 𝜆𝜈⃗(𝑠);

(h) 𝑟⃗ = 𝜌⃗(𝑠) + 𝜆𝛽(𝑠).

4. Покажiть, що при вiдповiдному виборi криволiнiйних координат обертання на поверхнi
обертання її перша квадратична форма може бути приведена до вигляду

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑢2 +𝐺(𝑢)𝑑𝑣2.

5. Знайдiть рiвняння лiнiй, що перетинають меридiани поверхнi обертання пiд постiйним
кутом 𝛼 (локсодроми). Знайдiть рiвняння локсодром на сферi.

6. Якщо сiмейство лiнiй на поверхнi задано диференцiальним рiвнянням 𝐴(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢 +
𝐵(𝑢, 𝑣)𝑑𝑣 = 0, то рiвняння ортогональних траєкторiй, тобто лiнiй, що перетинають
заданi лiнiї пiд прямим кутом, має вигляд

(𝐵𝐸 − 𝐴𝐹 )𝑑𝑢+ (𝐵𝐹 − 𝐴𝐺)𝑑𝑣 = 0.

Доведiть. Знайдiть ортогональнi траєкторiї прямолiнiйних твiрних конуса.

7. Складiть диференцiальне рiвняння ортогональних траєкторiй сiмейства лiнiй 𝜙(𝑢, 𝑣) =
𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 на поверхнi.

(a) Знайдiть ортогональнi траєкторiї сiмейства лiнiй 𝑢 + 𝑣 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, що лежать на
сферi 𝑟(𝑢, 𝑣) = {𝑅 cos𝑢 cos 𝑣, 𝑅 cos𝑢 sin 𝑣, 𝑅 sin𝑢};
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(b) знайдiть ортогональнi траєкторiї сiмейства лiнiй 𝑢 = 𝐶𝑒𝑣, що лежать на косому
гелiкоїдi 𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑢+ 𝑣;

(c) на круговому конусi 𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑢 розглядається сiмейство
лiнiй 𝑣 = 𝑢2+𝛼, де 𝛼 — параметр. Знайдiть сiмейство їх ортогональних траєкторiй.

8. (a) Виведiть умову ортогональностi двох сiмейств лiнiй на поверхнi, що визначаються
диференцiальним рiвнянням

𝑃 (𝑢, 𝑣)𝑑𝑢2 +𝑄(𝑢, 𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣 +𝑅(𝑢, 𝑣)𝑑𝑣2 = 0.

(b) Доведiть, що на прямому гелiкоїду

𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑎𝑣

диференцiальне рiвняння 𝑑𝑢2 − (𝑢2 + 𝑎2)𝑑𝑣2 = 0 задає ортогональну мережу.

9. (a) Доведiть, що лiнiї, якi в кожнiй своїй точцi дiлять навпiл кути мiж координатними
лiнiями, задаються диференцiальним рiвнянням

√
𝐸𝑑𝑢±

√
𝐺𝑑𝑣 = 0.

(b) Знайдiть рiвняння лiнiй на прямому гелiкоїдi 𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑎𝑣,
дiлять навпiл кути мiж координатними лiнiями.

(c) Знайдiть рiвняння лiнiй на сферi 𝑥 = 𝑎 cos𝑢 sin 𝑣, 𝑦 = 𝑎 sin𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑎 cos 𝑣,
дiлять кути мiж паралелями та меридiанами навпiл.

10. Знайдiть периметр i внутрiшнi кути криволiнiйного трикутника 𝑢 = ±𝑎𝑣2/2, 𝑣 = 1,
розташованого на поверхнi, у якої

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑢2 + 𝑠ℎ2𝑢𝑑𝑣2

11. Знайдiть кут мiж лiнiями 𝑣 = 𝑢+1 i 𝑣 = 3−𝑢 на поверхнi 𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑢2.

12. Знайдiть площу чотирикутника на прямому гелiкоїдi 𝑥 = 𝑢 cos 𝑣, 𝑦 = 𝑢 sin 𝑣, 𝑧 = 𝑎𝑣,
обмеженого лiнiями 𝑢 = 0, 𝑢 = 𝑎, 𝑣 = 0, 𝑣 = 1.
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