
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå äâóõ ïëîñêîñòåé â An

Ïóñòü

πk : r⃗ = r⃗1 +
k∑

i=1

tia⃗i

� k-ìåðíàÿ ïëîñêîñòü â An. Òî÷êà M1 ñ ðàäèóñîì-âåêòîðîì r⃗1 íàçûâàåòñÿ íà÷àëüíîé

òî÷êîé ïëîñêîñòè πk. Âåêòîðû a⃗1, . . . , a⃗k � ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à t1, . . . , tk � ïðî-

èçâîëüíûå ïàðàìåòðû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèå ïëîñêîñòè πk ìîæíî çàïèñàòü â

âèäå

πk : r⃗ = r⃗1 + Lin(⃗a1, . . . , a⃗k)

èëè åùå êîðî÷å

πk : r⃗ = r⃗1 + Lk,

ãäå Lk = Lin(⃗a1, . . . , a⃗k) íàçûâàåòñÿ íàïðàâëÿþùèì ïîäïðîñòðàíñòâîì ïëîñêîñòè πk.

Ïóñòü

πk : r⃗ = r⃗1 + Lk, πl : r⃗ = r⃗2 + Ll

äâå ïëîñêîñòè â An, ïðè÷åì k ≤ l äëÿ îïðåäåëåííîñòè.

Ïëîñêîñòè πk è πl íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè (πk ∥ πl), åñëè Lk ⊆ Ll. Äâå ïëîñ-

êîñòè πk è πl â An íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ, åñëè îíè íå ïåðåñåêàþòñÿ è íå

ïàðàëëåëüíû.

Ïîëîæèì

w⃗ = r⃗2 − r⃗1, Lm = Lk ∩ Ll, Ls = Lk + Ll.

Ñóùåñòâóþò ïëîñêîñòè Πs
1 è Πs

2 òàêèå, ÷òî Πs
1 ⊃ πk, Πs

2 ⊃ πl è òàêèå, ÷òî Πs
1 ∥ Πs

2.

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü q⃗1, . . . , q⃗m � áàçèñ Lm. Äîïîëíèì q⃗1, . . . , q⃗m äî áàçèñîâ â Lk è Ll:

Lk : q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k,

Ll : q⃗1, . . . , q⃗m, b⃗m+1, . . . , b⃗l.

Òîãäà q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l � áàçèñ â Ls. Ðàññìîòðèì äâå ïëîñêîñòè:

Πs
1 : r⃗ = r⃗1 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l) =

r⃗1 + Ls = r⃗1 + Lm ⊕ Lk−m ⊕ Ll−m,

Πs
2 : r⃗ = r⃗2 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l) =

r⃗2 + Ls = r⃗2 + Lm ⊕ Lk−m ⊕ Ll−m,

Î÷åâèäíî, ÷òî Πs
1 ∥ Πs

2 (íàïðàâëÿþùèå ïðîñòðàíñòâà ñîâïàäàþò). Ïðè ýòîì Πs
1 ⊃ πk,

à Πs
2 ⊃ πl. Âîçìîæíû ñëåäóþùèå âàðèàíòû.

• w⃗ /∈ Ls. Òîãäà Πs
1 ∥ Πs

2 è Πs
1 ∩ Πs

2 = ∅. Äåéñòâèòåëüíî, îáùàÿ òî÷êà ïëîñêîñòåé

Πs
1 è Πs

2 îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

r⃗1 + ë.ê.(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l) =

r⃗2 + ë.ê.(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l)
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Çäåñü è äàëåå ë.ê.(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l) îçíà÷àåò ëèíåéíóþ êîì-

áèíàöèþ. Íî òîãäà

w⃗ = r⃗2 − r⃗1 = ë.ê.(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l),

òî åñòü, w⃗ ∈ Ls. Ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëüíî, è πk ∩ πl = ∅. Ïðè ýòîì ìîæåò

ñëó÷èòüñÿ, ÷òî m = k. Òîãäà Lk ⊂ Ll, à çíà÷èò ïëîñêîñòè πk ∥ πl.

• w⃗ ∈ Ls. Òîãäà

w⃗ = r⃗2 − r⃗1 = ë.ê.(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k, b⃗m+1, . . . , b⃗l),

òî åñòü

r⃗2 = r⃗1 + ë.ê.(⃗am+1, . . . , a⃗k) + ë.ê.(q⃗1, . . . , q⃗m, b⃗m+1, . . . , b⃗l)

Òåïåðü óðàâíåíèÿ ïëîñêîñòåé ìîæíî âûïèñàòü ñ îáùåé íà÷àëüíîé òî÷êîé

r⃗0 = r⃗1 + ë.ê.(⃗am+1, . . . , a⃗k).

À èìåííî

πl : r⃗ = r⃗2 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, b⃗m+1, . . . , b⃗l) =

r⃗1 + ë.ê.(⃗am+1, . . . , a⃗k) + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, b⃗m+1, . . . , b⃗l) =

r⃗0 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, b⃗m+1, . . . , b⃗l).

πk : r⃗ = r⃗1 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k) =

r⃗1 + ë.ê.(⃗am+1, . . . , a⃗k) + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, a⃗m+1, . . . , a⃗k) =

r⃗0 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m, b⃗m+1, . . . , b⃗l).

Òî åñòü

πk : r⃗ = r⃗0 + Lm ⊕ Lk−m, πl : r⃗ = r⃗0 + Lm ⊕ Ll−m.

Åñëè ñëó÷èòñÿ ÷òî m = k, òî πk ⊂ πl. Åñëè æå m < k, òî πk ∩ πl = πm, ïðè÷åì

πm : r⃗ = r⃗0 + Lm.

Ïðàêòè÷åñêèé ñïîñîá âûÿñíåíèÿ âçàèìíîãî ðàçìåùåíèÿ ïëîñêîñòåé

â An

Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâà Lk ⊂ An è Ll ⊂ An (k ≤ l) çàäàíû ñâîèìè áàçèñàìè:

Lk = Lin(⃗a1, . . . , a⃗k), Ll = Lin(⃗b1, . . . , b⃗l).
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Ïîñòðîåíèå áàçèñà ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü

a⃗1 =

 a11
...

an1

 , a⃗2 =

 a12
...

an2

 , . . . , a⃗k =

 a1k
...

ank

 ,

b⃗1 =

 b11
...

bn1

 , b⃗2 =

 b12
...

bn2

 , . . . , b⃗l =

 b1l
...

bnl


âåêòîðû áàçèñîâ Lk è Ll ñîîòâåòñòâåííî. Ñôîðìèðóåì èç èõ êîîðäèíàò (êàê èç ñòîëá-

öîâ) ìàòðèöû

A =

 a11 . . . a1k
...

...
...

an1 . . . ank

 , B =

 b11 . . . b1l
...

...
...

bn1 . . . bnl

 ,

Íàïîìíèì, ÷òî ðàíã ìàòðèöû ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëá-

öîâ ìàòðèöû, à ýòî ÷èñëî ðàâíî, â ñâîþ î÷åðåäü, èàêñèìàëüíîìó ðàçìåðó ìèíîðà

ìàòðèöû, îòëè÷íîìó îò íóëÿ. ßñíî, ÷òî rg(A) = k. Ñîñòàâèì ìàòðèöó

(A|B) =

 a11 . . . a1k
. . . . . . . . .
an1 . . . ank

∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1l
. . . . . . . . .
bn1 . . . bnl


Ïîñëåäîâàòåëüíîå äîáàâëåíèå ê ñòîëáöàì ìàòðèöû A ñòîëáöîâ ìàòðèöû B, óâåëè÷è-
âàþùèõ íà êàæäîì øàãå ðàíã ìàòðèöû (A|B) äàåò â êîíå÷íîì èòîãå ìàêñèìàëüíóþ

ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ â ñóììå ïðîñòðàíñòâ Ll +Ll. Òàêèì îáðàçîì,

dim(Lk + Ll) = rg(A|B),

à áàçèñ ñóììû îáðàçóþò ñòîëáöû, êîòîðûå îòâå÷àþò áàçèñíîìó ìèíîðó ìàòðèöû

(A|B).

Ïîñòðîåíèå áàçèñà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü {a⃗1, . . . , a⃗k; b⃗j1 , . . . , b⃗js−k
} áàçèñ Lk+Ll. Ïåðåíóìåðóåì âåêòîðû òàê, ÷òîáû áàçèñ

Lk + Ll ïðèíÿë âèä:

{a⃗1, . . . , a⃗k; b⃗1, . . . , b⃗s−k}.

Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî ñâîäèòñÿ ê ïåðåñòàíîâêå ñòîëáöîâ ìàòðèöû B òàê,

÷òîáû â ïåðâûõ ñòîëáöàõ ñòîÿëè âåêòîðû èç áàçèñà ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ. Òîãäà

{a⃗1, . . . , a⃗k} � áàçèñ Lk, {⃗b1, . . . , b⃗s−k, b⃗s−k+1 . . . , b⃗l} � áàçèñ Ll.

Ïðè ýòîì âåêòîðû {⃗bs−k+1 . . . , b⃗l} ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç âåêòîðû áàçèñà ñóì-

ìû. Òî åñòü,

b⃗s−k+1, . . . , b⃗l ∈ Lin(⃗a1, . . . , a⃗k; b⃗1, . . . , b⃗s−k).
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Íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè êàê ðåøåíèÿ l + k − s = m ñèñòåì

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Òîãäà ïîëó÷èì:

b⃗s−k+1 = ë.ê.(⃗a1, . . . , a⃗k; b⃗1, . . . , b⃗s−k),
. . . . . . . . .

b⃗l = ë.ê.(⃗a1, . . . , a⃗k; b⃗1, . . . , b⃗s−k).

Ðàçîáúåì ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ òàê:

b⃗s−k+1 − ë.ê.(⃗b1, . . . , b⃗s−k) = ë.ê.(⃗a1, . . . , a⃗k),

. . . . . . . . .

b⃗l − ë.ê.(⃗b1, . . . , b⃗s−k) = ë.ê.(⃗a1, . . . , a⃗k)

è çàìåòèì, ÷òî ëåâûå ÷àñòè ðàâåíñòâ ëåæàò â Ll êàê ëèíåéíûå êîìáèíàöèè âåêòîðîâ

áàçèñà Ll, à ïðàâûå ÷àñòè ëåæàò â Lk ïî àíàëîãè÷íîé ïðè÷èíå. Ïîýòîìó âåêòîðû

q⃗1 := b⃗s−k+1 − ë.ê.(⃗b1, . . . , b⃗s−k) = ë.ê.(⃗a1, . . . , a⃗k),
. . . . . . . . .

q⃗m := b⃗l − ë.ê.(⃗b1, . . . , b⃗s−k) = ë.ê.(⃗a1, . . . , a⃗k)

ëåæàò â Lk ∩ Ll. Ïîêàæåì, ÷òî q⃗1, . . . , q⃗m � ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Äåéñòâèòåëüíî,

m∑
i=1

λiq⃗i =
m∑
i=1

λi⃗bs−k+i + ë.ê.(⃗b1, . . . , b⃗k−s) = 0⃗

è ñëåäîâàòåëüíî λi = 0, òàê êàê b⃗1, . . . , b⃗l � áàçèñ Ll. Òàêèì îáðàçîì, q⃗1, . . . , q⃗m �

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, ëåæàò â ïåðåñå÷åíèè ïîäïðîñòðâíñòâ è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî

ðàçìåðíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ. Ïîýòîìó íàéäåííûå âåêòîðû îáðàçóþò èñêîìûé áàçèñ.

Îïèñàííûé ïðîöåññ ðåàëèçóåòñÿ àëãåáðàè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîñòàâèì

ìàòðèöó

(A|B) =

 a11 . . . a1k
. . . . . . . . .
an1 . . . ank

∣∣∣∣∣∣
b11 . . . b1s−k

. . . . . . . . .
bn1 . . . bns−k

∥∥∥∥∥∥
b1s−k+1 . . . b1l
. . . . . . . . .

bns−k+1 . . . bnl


ïåðâûå s ñòîëáöîâ êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè áàçèñà ñóììû. Äëÿ êàæäîãî ïî-

ñëåäóþùåãî ñòîëáöà íàéäåì ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ ýòèì ñòîëáöîì â êà÷å-

ñòâå ñòîëáöà ïðàâûõ ÷àñòåé. Åñëè äëÿ ñòîëáöà ñ íîìåðîì s − k + i íàáîð ÷èñåë

λ1
i , . . . , λ

k
i ; µ

1
i , . . . , µ

s−k
i åñòü ðåøåíèå, à èìåííî,

b⃗s−k+i = λ1
i a⃗1 + · · ·+ λk

i a⃗k + µ1
i b⃗1 + · · ·+ µs−k

i b⃗s−k,

òî

q⃗i = b⃗s−k+i − µ1
i b⃗1 − · · · − µs−k

i b⃗s−k = λ1
i a⃗1 + · · ·+ λk

i a⃗k.

ñîñòàâëÿþò íàáîð âåêòîðîâ áàçèñà ïåðåñå÷åíèÿ ïîäïðîñòðàíñòâ.
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Âûÿñíåíèå âçàèìíîãî ðàçìåùåíèÿ ïëîñêîñòåé

Ïóñòü
πk : r⃗ = r⃗1 + Lin(⃗a1, . . . , a⃗k) = r⃗1 + Lk,

πl : r⃗ = r⃗2 + Lin(⃗b1, . . . , b⃗l) = r⃗2 + Ll.

Íàéäåì áàçèñû Lk + Ll è Lk ∩ Ll. Ïóñòü ýòî áóäóò âåêòîðû a⃗1, . . . , a⃗k; b⃗1, . . . , b⃗s−k è

q⃗1, . . . , q⃗m. Âåêòîð w⃗ := r⃗2− r⃗1 ïðèíàäëåæèò Lk+Ll òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìååò

ðåøåíèå ñèñòåìà:  a11 . . . a1k b11 . . . b1s−k
... . . .

...
... . . .

...

an1 . . . ank bn1 . . . bns−k

∣∣∣∣∣∣∣
w1

. . .
wn

 .

Ïóñòü ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, òî åñòü

w⃗ = λ1a⃗1 + · · ·+ λka⃗k + µ1⃗b1 + · · ·+ µs−k b⃗s−k,

òîãäà îáùàÿ òî÷êà ïëîñêîñòåé íàõîäèòñÿ êàê

r⃗0 = r⃗1 + λ1a⃗1 + · · ·+ λka⃗k

è óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïåðåñå÷åíèÿ ïðèìåò âèä

πm : r⃗ = r⃗0 + Lin(q⃗1, . . . , q⃗m) = r⃗0 + Lm.

Åñëè æå ñòñòåìà ðåøåíèé íå èìååò, òî ïëîñêîñòè ñêðåùèâàþòñÿ ñ íàïðàâëåíèåì ÷à-

ñòè÷íîé ïàðàëëåëüíîñòè Lm

Ïðîèëëþñòðèðóåì âûøåèçëîæåííîå íà ïðèìåðå. Ïóñòü çàäàíû äâå äâóìåðíûå

ïëîñêîñòè

π1 : r⃗ = r⃗1 + Lin(⃗a1, a⃗2), π2 : r⃗ = r⃗2 + Lin(⃗b1, b⃗2),

ãäå

r⃗1 =


1
2
1
1

 , r⃗2 =


2
1
2
1

 ; a⃗1 =


1
2
0
1

 , a⃗2 =


1
1
1
0

 ;

b⃗1 =


1
0
1
0

 , b⃗2 =


1
3
0
1

 .

Íàéäåì âåêòîð w⃗ = r⃗2− r⃗1 =


1
−1
1
0

 è ñîñòàâèì ìàòðèöó (A|B|w). Ýòî ïîçâîëèò íàì

îäíîâðåìåííî íàéòè áàçèñ ñóììû, ïåðåñå÷åíèÿ íàïðàâëÿþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à òàê
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æå óñòàíîâèòü ðàñïîëîæåíèå âåêòîðà w⃗. Èñïîëüçóåì ìåòîä Ãàóññà èñêëþ÷åíèÿ íåèç-

âåñòíûõ è âîñïîëüçóåìñÿ ðàâåíñòâàìè ñòîëáöåâîãî è ñòðî÷íîãî ðàíãîâ äëÿ âûäåëåíèÿ

âåêòîðîâ áàçèñà ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ. À èìåííî:
1 1
2 1
0 1
1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
0 3
1 0
0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−1
1
0

 ∼


1 1
0 −1
0 1
0 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
−2 1
1 0
−1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−3
1
−1

 ∼


1 1
0 −1
0 0
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
−2 1
−1 1
1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−3
−2
2

 ∼


1 1
0 −1
0 0
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1
−2 1
−1 1
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
−3
−2
0

 .

Ñëåäîâàòåëüíî, áàçèñ ñóììû ñîñòàâëÿþò âåêòîðû a⃗1, a⃗2, b⃗1 è âåêòîð w⃗ ∈ L2
1 +L2

2 (òåî-

ðåìà Êðîíåêêåðà-Êàïåëëè). Íàéäåì áàçèñ ïåðåñå÷åíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàõîäèì ðåøåíèå

ñèñòåìû  1 1
0 −1
0 0

1
−2
−1

∣∣∣∣∣∣
1
1
1

 .

Ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåòñÿ îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ λ1, λ2, µ1 â ðàçëîæåíèè b⃗2 =
λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + µ1⃗b1, òî åñòü 

λ1 + λ2 + µ1 = 1,
−λ2 − 2µ1 = 1,
−µ1 = 1.

Â äàííîì ñëó÷àå íàì äîñòàòî÷íî íàéòè ëèøü µ1 = −1, òàê êàê q⃗1 = b⃗2−µ1⃗b1 =


2
3
1
1

.

Âåêòîð q⃗1 � íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïåðåñå÷åíèÿ L2
1 ∩ L2

2.

Íàéäåì îáùóþ òî÷êó çàäàííûõ ïëîñêîñòåé. Äëÿ ýòîãî ðåøèì ñèñòåìó óðàâíåíèé 1 1
0 −1
0 0

1
−2
−1

∣∣∣∣∣∣
1
−3
−2


êîòîðàÿ îïèñûâàåò ðàçëîæåíèå âåêòîðà w⃗ ïî áàçèñó ñóììû ïîäïðîñòðàíñòâ, à èìåííî

w⃗ = λ1a⃗1 + λ2a⃗2 + µ1⃗b1. Â ðàçâåðíóòîì âèäå èìååì
λ1 + λ2 + µ1 = 1,
−λ2 − 2µ1 = −3,
−µ1 = −2.

.

Åå ðåøåíèå µ1 = 2, λ2 = −1, λ1 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,

r⃗0 = r⃗1 + λ1a⃗1 + λ2a⃗2 =


0
1
0
1

 .
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Òàêèì îáðàçîì, íàõîäèì óðàâíåíèå ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ:

π1 ∩ π2 : r⃗ = r⃗0 + tq⃗1

èëè â êîðäèíàòàõ 
x1 = 0 + 2t,
x2 = 1 + 3t,
x3 = 0 + t,
x4 = 1 + t.

Ïåðåõîä îò ïàðàìåòðè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ê îáùåìó óðàâíåíèþ k- ïëîñêîñòè
â Rn

Ïóñòü çàäàíà ïëîñêîñòü

r⃗ = r⃗0 + Lk = r⃗1 + Lin(⃗a1, . . . , a⃗k).

Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïîëó÷àåòñÿ ñäâèæêîé â òî÷êó r⃗1 íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ íà-
ïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà Lk. Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïðîñòîãî ñîîáðà-

æåíèÿ: Âåêòîð X⃗ ëåæèò â íàïðàâëÿþùåì ïðîñòðàíñòâå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

îí ðàñêëàäûâàåòñÿ ïî áàçèñó (⃗a1, . . . , a⃗k). Òî åñòü, êîãäà ðàíã ðàñøèðåííîé ìàòðèöû

(A|X) ðàâåí ðàíãó ìàòðèöû A, ñîñòàâëåííîé ïî ñòîëáöàì èç êîîðäèíàò âåêòîðîâ áàçè-

ñà. Ïðèâîäÿ ñèñòåìó (A|X) ê áàçèñíîìó ìèíîðó ìåòîäîì Ãàóññà, ïðîòèâ íóëåâûõ ñòðîê

â ìàòðèöå A íàõîäèì óðàâíåíèÿ íà êîîðäèíàòû âåêòîðà X⃗, îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèå

íàïðàâëÿþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Íàïðèìåð, ïóñòü

r⃗0 = {1,−2,−3, 1}, a⃗1 = {1, 1, 0, 0}, a⃗2 = {0, 1, 1, 0}, a⃗3 = {0, 0, 1, 1}.

Ïîëîæèì X⃗ = {x1, x2, x3, x4}. Ñîñòàâèì ìàòðèöó

[A,X] =


1 0 0 x1

1 1 0 x2

0 1 1 x3

0 0 1 x4


Åå ðàíã äîëæåí áûòü ðàâåí 3, ïîýòîìó 4 - ÿ ñòðîêà â ìàòðèöå A îáíóëèòñÿ ïðè ïîìîùè

ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. À èìåííî,
1 0 0 x1

0 1 0 x2 − x1

0 0 1 x3 − x2 + x1

0 0 0 x4 − x3 + x2 − x1


Îòñþäà íàõîäèì óðàâíåíèå íà íàïðàâëÿþùåå ïðîñòðàíñòâî:

x4 − x3 + x2 − x1 = 0.
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Òîãäà óðàâíåíèå àôôèííîé ïëîñêîñòè áóäåò èìåòü âèä

x4 − x3 + x2 − x1 +D = 0

Ïîäñòàâëÿÿ êîîðäèíàòû íà÷àëüíîé òî÷êè, íàõîäèì íåäîñòàþùèé ïàðàìåòð

−D = 1− (−3) + (−2)− 1 = 1.

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå ïëîñêîñòè ïîëó÷àåò âèä

x4 − x3 + x2 − x1 − 1 = 0.
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