
Ïóñòü X òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ òîïîëîãèåé τ .

1 Ïåðâè÷íûå ïîíÿòèÿ òîïîëîãèè.
1. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X èìååò ìåñòî âêëþ-

÷åíèå A′ ⊃ A′′.

2. Äîêàçàòü, ÷òî Ā = A ∪A′.

3. Äîêàçàòü, ÷òî A ∪B = Ā ∪ B̄.

4. Äîêàçàòü, ÷òî
⋃
α

Aα ⊂
⋃
α

Āα. Ïîêàçàòü, ÷òî ðàâåíñòâî íå èìååò

ìåñòà â îáùåì ñëó÷àå.

5. Ïîêàçàòü, ÷òî (A ∪B)′ = A′ ∪B′. Âåðíî ëè, ÷òî
(⋃

α

Aα

)′
=

⋃
α

A′α

6. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Fα çàìêíóòû, òî ïîäìíîæåñòâî W =
⋂
α

Fα çà-
ìêíóòî.

7. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè Fi (i = 1 . . . n) çàìêíóòû, òî ïîäìíîæåñòâî W =
n⋃

i

Fα çàìêíóòî.

8. Äîêàçàòü, ÷òî
◦
A=

⋃
α

Gα, ãäå Gα îòêðûòû è Gα ⊂ A. Èíûìè ñëîâà-

ìè, âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà A åñòü íàèáîëüøåå îòêðûòîå ìíîæå-
ñòâî, ëåæàùåå â A.

9. Äîêàçàòü, ÷òî Ā =
⋂
α

Fα, ãäå Fα çàìêíóòû è Fα ⊃ A. Èíûìè ñëî-

âàìè, çàìûêàíèå ìíîæåñòâà A åñòü íàèìåíüøåå çàìêíóòîå ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå â A.

10. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïðåäåëüíàÿ òî÷êà íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó,
òî îíà ÿâëÿåòñÿ åãî ãðàíè÷íîé òî÷êîé.

11. Äîêàçàòü, ÷òî ∂(
n⋃

i=1

Ai) ⊂
n⋃

i=1

∂Ai. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî íå âåðíî äëÿ

áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ.

12. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî A ⊂ X ìíîæåñòâî ∂A çàìêíóòî.
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13. Âåðíî ëè, ÷òî åñëè A çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, òî A ñîâïàäàåò ñ
çàìûêàíèåì âíóòðåííîñòè?

14. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî U ïåðåñåêàåòñÿ ñ ìíîæåñòâîì A òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà U ∩ Ā 6= ∅.

15. Äîêàæèòå, ÷òî A ∩B = Ā ∩ B̄.

16. Äîêàæèòå, ÷òî (X, τ) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìå îòäåëèìîñòè T1 òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñÿêîå îäíîòî÷å÷íîå ïîäìíîæåñòâî â X
çàìêíóòî.

17. Ïðèâåäèòå ïðèìåð T1 ïðîñòðàíñòâà òàêîãî, ÷ò äëÿ ëþáûõ íåïóñòûõ
îòêðûòèõ ìíîæåñòâ U, V âûïîëíåíî U ∩ V 6= ∅.

18. Äîêàæèòå, ÷òî çàìûêàíèå íèãäå íå ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà íèãäå
íå ïëîòíî.

19. Åñëè F çàìêíóòî è íèãäå íå ïëîòíî, òî X \ F âñþäó ïëîòíî.

20. Åñëè îòêðûòîå ìíîæåñòâî íèãäå íå ïëîòíî, òî îíî ïóñòî.

21. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå X çàäàíî ñåìåéñòâî òîïîëîãèé τα. Îáðàçóåò
ëè òîïîëîãèþ ñåìåéñòâî T = ∪τα?; T = ∩τα?

2 Íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è ãîìåîìîðôèçìû.
1. Îòîáðàæåíèå f : X → Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå f(Ā) ⊂
f(A).

2. Ïóñòü X íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, (Y, σ) � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîîá-
ðàç òîïîëîãèè f−1(σ) ÿâëÿåòñÿ ñëàáåéøåé èç òîïîëîãèé íà X, äëÿ
êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.

3. Ïóñòü (X, τ) òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî. Ïóñòü çàäàíî îòîáðàæåíèå f : X → Y . Ïîêàæèòå, ÷òî ôè-
íàëüíàÿ òîïîëîãèÿ τf ÿâëÿåòñÿ ñèëüíåéøåé èç òîïîëîãèé íà Y ,
äëÿ êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f íåïðåðûâíî.

4. Ïóñòü f : [0, 2π) → S1 îòîáðàæåíèå, ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå òî÷-
êå ϕ ∈ [0, 2π) êîíöåâóþ òî÷êó äóãè íà îêðóæíîñòè S1, äëèíîé ϕ.
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Ïîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíî, âçàèìíî îäíîçíà÷íî, íî íå ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì.

5. Åñëè f : X → Y âçèìíî-îäíîçíà÷íî è äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
A ⊂ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(Ā) = f(A), òî f ãîìåîìîðôèçì.

6. Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y çàìêíóòî, êîãäà äëÿ ëþáîãî
ïîäìíîæåñòâà A ⊂ X ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(Ā) = f(A).

7. Åñëè f : X → Y âçèìíî-îäíîçíà÷íî îòêðûòî (çàìêíóòî), òî f ãî-
ìåîìîðôèçì.

8. Ïîêàæèòå, ÷òî àêñèîìû ñ÷åòíîñòè òîïîëîãè÷åñêè èíâàðèàíòíû.

9. Âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : (X, τ) → (Y, σ) ÿâëÿåòñÿ
ãîìåîìîðôèçìîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç
óñëîâèé:

• τ - ñëàáåéøàÿ èç òîïîëîãèé â X, ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå f
íåïðåðûâíî;

• σ - ñèëüíåéøàÿ èç òîïîëîãèé â Y , ïðè êîòîðûõ îòîáðàæåíèå
f íåïðåðûâíî;

10. Ïóñòü X áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ òîïîëîãèåé Çàðèññêîãî. Äîêà-
æèòå, ÷òî âñÿêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f : X → R1 åñòü ïî-
ñòîÿííîå îòîáðàæåíèå.

11. Ôóíêöèÿ Äèðèõëå. Ïóñòü X òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, â êî-
òîðîì åñòü äâà âñþäó ïëîòíûõ è âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ ïîä-
ìíîæåñòâà A è B, ò.å. A ∪ B = X, A ∩ B = ∅, Ā = B̄ = X. Òîãäà
îòîáðàæåíèå f : X → R1 çàäàííîå ïî ôîðìóëå

f(x) =

{
0 ïðè x ∈ A

1 ïðè x ∈ B

ðàçðûâíî â êàæäîé òî÷êå x0 ∈ X.

12. Ïóñòü f : E → X×Y îòîáðàæåíèå, px : X×Y → X è py : X×Y → Y
ïðîåêöèè. Òîãäà fx = px ◦f è fy = py ◦f íàçûâàþòñÿ êîìïîíåíòàìè
îòîáðàæåíèÿ f . Äîêàçàòü, ÷òî f íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà íåïðåðûâíû åãî êîìïîíåíòû.
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13. Ïóñòü f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà îòîáðàæåíèå
f1 × f2 : X1 ×X2 → Y1 × Y2, îïðåäåëÿåìîå ïî ôîðìóëå

f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2))

îáîçíà÷àåòñÿ f1 × f2 è íàçûâàåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðà-
æåíèé, à ñàìè îòîáðàæåíèÿ � ñîìíîæèòåëÿìè.
Äîêàæèòå, ÷òî f1 × f2 íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íåïðåðûâíû ñîìíîæèòåëè.

14. Ïóñòü f1 : Z → X, f2 : Z → Y äâà îòîáðàæåíèÿ. Îòîáðàæåíèå
F : Z → X × Y , çàäàâàåìîå ïî ôîðìóëå F (z) = (f1(z), f2(z)) íàçû-
âàåòñÿ äèàãîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì îòîáðàæåíèé f1 è f2 èëè äèà-
ãîíàëüíûì ïðîèçâåäåíèåì, ïîðîæäåííûì îòîáðàæåíèÿìè f1 è f2

Äîêàæèòå, ÷òî F íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåïðå-
ðûâíû f1 è f2.

15. Ïóñòü f : X → Y îòîáðàæåíèå. Òîãäà ïîäìíîæåñòâî Γf ⊂ X × Y
âèäà

Γf = {(x, y) | y = f(x)}
íàçûâàåòñÿ ãðàôèêîì îòîáðàæåíèÿ f .
Äîêàæèòå, ÷òî f : X → Y íåïðåðûâíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
íåïðåðûâíî îòîáðàæåíèå h : X → Γf , âèäà h(x) = (x, f(x)).

16. Åñëè Y õàóñäîðôîâî è f : X → Y íåïðåðâûâíî, òî Γf çàìêíóòî â
X × Y .

17. Ïðîñòðàíñòâî X õàóñäîðôîâî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äèàãî-
íàëü ∆ = {(x, x) | x ∈ X} ⊂ X ×X çàìêíóòà.

18. Ïóñòü f, g : X → Y íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ è Y õàóñäîðôîâî.
Òîãäà ïîäìíîæåñòâî A = {x ∈ X | f(x) = g(x)} çàìêíóòî â X.

19. Åñëè íåïðåðûâíûå îòîáðàæåíèÿ â õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî ñîâ-
ïàäàþò íà âñþäó ïëîòíîì ïîäìíîæåñòâå, òî îíè ñîâïàäàþò âñþäó.

20. Äîêàæèòå, ÷òî êàæäûé ñîìíîæèòåëü ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ Z =
X × Y ãîìåîìîðôíî âëîæåí â Z.

21. Äîêàæèòå, ÷òî ãðàôèêè âñåõ íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé îäíîãî è
òîãî æå ïðîñòðàíñòâà ãîìåîìîðôíû ìåæäó ñîáîé.
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22. Äîêàæèòå, ÷òî Cn ãîìåîìîðôíî R2n.

23. Ïóñòü X çàìêíóòûé êâàäðàò íà îáû÷íîé ïëîñêîñòè, Y � îäíà èç åãî
ñòîðîí, f � ïðåêòèðîâàíèå X → Y . Ïîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíî,
îòêðûòî è çàìêíóòî.

24. Ïóñòü X0 îòêðûòûé êâàäðàò íà îáû÷íîé ïëîñêîñòè, Y0 � îäíà èç åãî
ñòîðîí, f � ïðåêòèðîâàíèå X0 → Y0. Ïîêàæèòå, ÷òî f íåïðåðûâíî,
îòêðûòî, íî íå çàìêíóòî.

25. Ïóñòü f : X → Y íåïðåðûâíî è A ⊂ X. Òîãäà ñóæåíèå f |A : A → Y
íåïðåðûâíî.

26. Ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâåòñÿ
ðåòðàêòîì X, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå r : X →
A òàêîå, ÷òî ñóæåíèå r|A ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.
Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X áûëî ðåòðàêòîì äëÿ X,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû êàæäîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæå-
íèå g : A → Y â ïðîèçâîëüíîå ïðîñòðàíñòâî Y áûëî íåïðåðûâíî
ïðîäîëæàåìî íà âñå X.

27. Åñëè A ðåòðàêò X è X õàóñäîðôîâî, òî A çàìêíóòî.

28. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ ìåòðèêà ρ : X × X → R åñòü íåïðåðûâíîå
îòîáðàæåíèå.

29. Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ãîìåîìîðôíî ìåò-
ðè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó êîíå÷íîãî äèàìåòðà.
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