
Варiант 1

1. Чи буде множина {1/n}n∈N замкненою в стандартнiй топологiї R?
2. Довести, що напiвiнтервали (a, b], де a, b ∈ R, утворюють базу деякої топологiї на R,

що є сепарабельною.

3. Довести, що ∂

(
n∪

i=1

Ai

)
⊂

n∪
i=1

∂Ai. Показати, що це не виконується для нескiнченного

числа доданкiв.
4. Довести, що топологiчний простiр X є T0-простором тодi i тiльки тодi, коли тополо-

гiя, яку iндукує X на будь-якiй двухточковiй пiдмножинi, не є антидискретною.

Варiант 2

1. Довести, що множина вiдкрита тодi i тiльки тодi, коли мiстить окiл будь-якої своєї
точки.

2. Довести, що в Q з евклiдовою метрикою вiдкрита куля є замкненою множиною тодi
i тiльки тодi, коли її радiус iррацiональний.

3. Довести, що A\B ⊂ A\B.
4. Довести, що T1-простiр X є регулярним тодi i тiльки тодi, коли для будь-якої x ∈ X

i будь-якого замкненого A ⊂ X, що не мiстить x, iснує вiдкрите U ∋ x таке, що U ∩A = ∅.

Варiант 3

1. Показати, що серед злiченних пiдмножин R зi стандартною топологiєю є як замкненi,
так i незамкненi.

2. Довести, що пiдмножина A метричного простору X є замкненою тодi i тiльки тодi,
коли для будь-якої послiдовностi {xn} ⊂ A, якщо {xn} збiгається до x ∈ X, то x ∈ A.

3. Довести, що об’єднання скiнченного набору нiде не щiльних множин нiде не щiльне.
4. Довести, що будь-який метричний простiр є регулярним.

Варiант 4

1. Чи буде τ = {∅, R} ∪ {(−a, a)| a ∈ R\Q, a > 0} топологiєю на R?
2. Нехай ρ – метрика на множинi X. Довести, що ρ′(x, y) = ρ(x,y)

ρ(x,y)+1
також задає метрику

на X.
3. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =

IntA. Довести, що внутрiшнiсть замкненої множини канонiчно вiдкрита.
4. Довести, що топологiчний простiр є T1-простором тодi i тiльки тодi, коли скiнченнi

пiдмножини замкненi.



Варiант 5

1. Довести, що якщо Y – замкнена пiдмножина топологiчного простору X, то замкненi
пiдмножини пiдпростору Y замкненi i в X.

2. Довести, що горизонтальнi вiдрiзки {(x, y)|x ∈ (a, b), y = c}, де a < b, c – будь-якi
дiйснi, утворюють базу деякої топологiї на R2.

3. Довести, що границя вiдкритої множини нiде не щiльна.
4. Довести, що в T1-просторi будь-яка множина є перетином деякого сiмейства вiдкри-

тих множин.

Варiант 6

1. Нехай {τα}α∈A – сiмейство топологiй на множинi X. Чи вiрно, що
∩
α∈A

τα – топологiя

на X?
2. Нехай B1, B2 – бази деяких топологiй τ1, τ2 вiдповiдно на множинi X. Довести, що τ1

слабша за τ2 тодi й тiльки тодi, коли будь-яка множина з B1 є об’єднанням деяких множин
з B2.

3. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Показати, що перетин двох канонiчно вiдкритих множин канонiчно вiдкритий, а
об’єднання двох канонiчно вiдкритих множин може не бути канонiчно вiдкритим.

4. Довести, що будь-який замкнений пiдпростiр нормального простору нормальний.

Варiант 7

1. Чи буде τ = {∅, R} ∪ {(−a, a)| a ∈ R, a > 0} топологiєю на R?
2. Нехай ρ – метрика на множинi X. Довести, що ρ′(x, y) = min(ρ(x, y), 1) також задає

метрику на X.
3. Нехай Y – пiдпростiр в топологiчному просторi X. Для пiдмножини A ⊂ Y по-

значимо через AX i AY його замикання в топологiях X i Y вiдповiдно. Показати, що
AY = AX ∩ Y .

4. Довести, що T1-простiр X є нормальним тодi i тiльки тодi, коли для будь-яких
замкнених A, B ⊂ X таких, що A ∩B = ∅, iснує вiдкрите U ⊃ A таке, що U ∩B = ∅.

Варiант 8

1. Довести, що пiдмножина U топологiчного простору X вiдкрита тодi i тiльки тодi,
коли для будь-якої точки x ∈ X iснує вiдкрита V ∋ x така, що U ∩ V вiдкрита у V (як у
пiдпросторi X).

2. Довести, що прямокутники {(x, y)|x ∈ (a, b), y ∈ (c, d)}, де a < b, c < d – будь-якi
дiйснi, утворюють базу деякої топологiї на R2.

3. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA, i канонiчно замкненою, якщо A = IntA. Показати, що множина канонiчно замкнена
тодi i тiльки тодi, коли її доповнення канонiчно вiдкрите.

4. Довести, що T1-простiр X є регулярним тодi i тiльки тодi, коли для будь-якої x ∈ X
i будь-якого вiдкритого U ∋ x iснує вiдкрите V ∋ x таке, що V ⊂ U .



Варiант 9

1. Нехай (X, τ) – топологiчний простiр i Y = X ∪ {x} (вважаємо, що x /∈ X). Чи буде
{U ∪ {x}|U ∈ τ} топологiєю на Y ?

2. Нехай ρ1, ρ2 – метрики на множинi X. Довести, що ρ1 + ρ2 – також метрика на X.
3. Нехай A вiдкрита i A ∩B = ∅. Довести, що A ∩ IntB = ∅.
4. Довести, що будь-який пiдпростiр регулярного простору регулярний.

Варiант 10

1. Нехай {τα}α∈A – сiмейство топологiй на множинi X. Чи вiрно, що
∪
α∈A

τα – топологiя

на X?
2. Вiдстанню вiд точки x до множини A у метричному просторi (X, ρ) називається

ρ(x,A) = inf{ρ(x, y)| y ∈ A}. Довести, що для будь-яких точок x, y i будь-якої множини A
|ρ(x,A)− ρ(y, A)| 6 ρ(x, y).

3. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно вiдкритою, якщо A =
IntA. Довести, що для канонiчно вiдкритих A i B включення A ⊂ B еквiвалентне A ⊂ B.

4. Довести, що топологiчний простiр X є T0-простором тодi i тiльки тодi, коли для
будь-яких x ̸= y з X {x} ̸= {y}.

Варiант 11

1. Чи буде τ = {∅, R} ∪ {(−a, a)| a ∈ Q, a > 0} топологiєю на R?
2. Нехай ρ1, ρ2 – метрики на множинi X. Довести, що max(ρ1, ρ2) – також метрика на

X.
3. Пiдмножина A топологiчного простору називається канонiчно замкненою, якщо A =

IntA. Показати, що об’єднання двох канонiчно замкнених множин канонiчно замкнене, а
перетин двох канонiчно замкнених множин може не бути канонiчно замкненим.

4. Довести, що топологiчний простiр X є T0-простором тодi i тiльки тодi, коли X не
мiстить антидискретного пiдпростору, що складається бiльш нiж з однiєї точки.

Варiант 12

1. Нехай X – нескiнченна множина. Чи буде топологiєю на X сiмейство, що складається
з порожньої множини i доповнень до скiнченних множин?

2. Довести, що напiвiнтервали [a, b), де a, b ∈ R, утворюють базу деякої топологiї на R,
що сильнiша за стандартну.

3. Нехай {Bα}α∈A – сiмейство пiдмножин топологiчного простору X. Довести, що

∪
α∈A

Bα ⊂

(∪
α∈A

Bα

)
.

Навести приклад, який демонструє, що включення в цьому виразi не може бути замiнене
рiвнiстю.

4. Навести приклад T1-простору, який не є хаусдорфовим.



Варiант 13

1. Нехай X = {a, b, c, d, e, f}. Чи буде τ = {∅, X, {a}, {c, d}, {a, c, e}, {b, c, d}} тополо-
гiєю на X?

2. Навести приклад множини X i таких метрик ρ1, ρ2 на X, що min(ρ1, ρ2) не є метрикою
на X.

3. Довести, що якщо x ∈ A′ i x /∈ A, то x ∈ ∂A.
4. Нехай X – нескiнченна множина. Кофiнiтною топологiєю на X називається тополо-

гiя, що складається з порожньої множини i доповнень до скiнченних множин. Показати,
що кофiнiтна топологiя нехаусдорфова i слабша за будь-яку хаусдорфову топологiю на X.

Варiант 14

1. Нехай X = {a, b, c, d, e, f}. Чи буде τ = {∅, X, {a}, {f}, {a, f}, {a, c, f}, {b, c, d, e, f}}
топологiєю на X?

2. Навести приклад сепарабельного топологiчного простору X i його пiдпростору Y ,
що не є сепарабельним.

3. Нехай {Bα}α∈A – сiмейство пiдмножин топологiчного простору X. Довести, що

∩
α∈A

Int(Bα) ⊃ Int

(∩
α∈A

Bα

)
.

Навести приклад, який демонструє, що включення в цьому виразi не може бути замiнене
рiвнiстю.

4. Навести приклад T0-простору X, в якому всi одноточковi пiдмножини незамкненi.

Варiант 15

1. Чи буде сiмейство τ , що складається з ∅, множини натуральних чисел N i усiх
скiнченних пiдмножин N, топологiєю на N?

2. Навести приклад множини X i таких метрик ρ1, ρ2 на X, що добуток ρ1ρ2 не є
метрикою на X.

3. Нехай {Bα}α∈A – сiмейство пiдмножин топологiчного простору X. Довести, що

Int

(∩
α∈A

Bα

)
= Int

(∩
α∈A

Int(Bα)

)
.

4. Навести приклад T1-простору такого, що для будь-яких непустих вiдкритих множин
U, V виконано U ∩ V ̸= ∅.

Варiант 16

1. Нехай X = {a, b, c, d, e, f}. Чи буде τ = {∅, X, {a}, {c, d}, {a, c, d}, {b, c, d, e, f}} то-
пологiєю на X?

2. Знайти найменшу за включенням базу B дискретної топологiї (тобто таку, що для
будь-якої iншої бази C цiєї топологiї B ⊂ C).

3. Нехай {Bα}α∈A – сiмейство пiдмножин топологiчного простору X. Довести, що(∪
α∈A

Bα

)
=

(∪
α∈A

Bα

)
.

4. Довести, що топологiчний простiр є T1-простором тодi i тiльки тодi, коли одноточковi
пiдмножини замкненi.


