
Варiант 1

1. Вiдображення топологiчних просторiв називається замкненим, якщо переводить за-
мкненi множинi в замкненi. Довести, що вiдображення f : X → Y замкнене тодi i тiльки
тодi, коли для будь-якої пiдмножини A ⊂ X виконується рiвнiсть f(A) ⊃ f(A).

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x > 0} i Y = {(x, y)|x >
0, y > 0} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Розглянемо X×Y з топологiєю прямого добутку.
Нехай A ⊂ X, B ⊂ Y . Довести, що A×B = A×B.

4. Встановити, чи зв’язнi множини A i B точок площини (зi стандартною топологiєю),
обидвi координати яких рацiональнi (вiдповiдно, iррацiональнi).

Варiант 2

1. Вiдображення топологiчних просторiв називається вiдкритим (вiдповiдно, замкне-
ним), якщо переводить вiдкритi множини у вiдкритi (вiдповiдно, замкненi в замкненi).
Нехай X0 – вiдкритий квадрат на площинi зi стандартною топологiєю, Y0 – одна з його
сторiн, f – ортогональне проектування X0 → Y0. Показати, що f неперервне, вiдкрите,
але не замкнене.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x > 0, y > 0} i Y =
{(x, y)|x > y > 0} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Довести, що метрика ρ : X × X → R є неперервним вiдображенням (на X розгля-
дається метрична топологiя, а на X ×X – топологiя прямого добутку).

4. Топологiчний простiр називається локально компактним, якщо кожна його точка має
окiл з компактним замиканням. Довести, що замкненi пiдмножини локально компактного
простору локально компактнi.

Варiант 3

1. Нехай X – топологiчний простiр, A ⊂ X. Неперервне вiдображення f : X → A
називається ретракцiєю, якщо обмеження f на A є тотожнiм вiдображенням. Множина A
в цьому випадку називається ретрактом X. Довести, що ретракт хаусдорфового простору
замкнений.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x > 0} i Y = {(x, y)|y ∈
[0, 1)} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f : X → Y – вiдображення. Тодi пiдмножина Γf ⊂ X × Y вигляду Γf =
{(x, y)| y = f(x)} називається графiком вiдображення f . Довести, що графiки всiх непе-
рервних вiдображень одного i того ж простору гомеоморфнi мiж собою.

4. Довести, що будь-яка непервна бiєкцiя компактного простору на хаусдорфовий є
гомеоморфiзмом.

Варiант 4

1. Вiдображення топологiчних просторiв називається вiдкритим (вiдповiдно, замкне-
ним), якщо переводить вiдкритi множини у вiдкритi (вiдповiдно, замкненi в замкненi).
Нехай X0 – замкнений квадрат на площинi зi стандартною топологiєю, Y0 – одна з його
сторiн, f – ортогональне проектування X0 → Y0. Показати, що f неперервне, вiдкрите i
замкнене.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|y ∈ [0, 1)} i Y =
{(x, y)|x2 + y2 6 1, y ̸= 1} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Розглянемо X×Y з топологiєю прямого добутку.
Нехай A ⊂ X, B ⊂ Y . Довести, що ∂(A×B) = (∂A×B) ∪ (∂A× ∂B) ∪ (A× ∂B).

4. Довести, що топологiчний простiр X зв’язний тодi i тiльки тодi, коли з неперерв-
ностi f : X → Y , де Y – простiр з дискретною топологiєю, випливає, що f – постiйне
вiдображення.



Варiант 5

1. Нехай X – топологiчний простiр, A ⊂ X. Неперервне вiдображення f : X → A
називається ретракцiєю, якщо обмеження f на A є тотожнiм вiдображенням. Множина A
тодi називається ретрактом X. Довести, що A є ретрактом X тодi i тiльки тодi, коли для
будь-якого топологiчного простору Y будь-яке неперервне вiдображення f : A → Y може
бути продовжене на весь простiр X.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = R2\(0, 0) i Y = {(x, y)|0 < x2 +
y2 < 1} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f1 : X → Y, f2 : X → Z – вiдображення. Тодi вiдображення f : X → Y × Z,
визначене формулою f(x) = (f1(x), f2(x)), називається дiагональним добутком вiдобра-
жень, а самi вiдображення – множниками. Довести, що дiагональний добуток неперервний
тодi i тiльки тодi, коли неперерервнi його множники.

4. Топологiчний простiр називається локально компактним, якщо кожна його точка
має окiл з компактним замиканням. Довести, що вiдкритi пiдмножини хаусдорфового
локально компактного простору локально компактнi.

Варiант 6

1. Довести, що вiдображення f : X → Y неперервне тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якої пiдмножини A ⊂ X виконується рiвнiсть f(A) ⊂ f(A).

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = R2\(0, 0) i Y = {(x, y)|x2+y2 > 1}
площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Топологiчний простiр називається локально компактним, якщо кожна його точка
має окiл з компактним замиканням. Довести, що добуток локально компактних просторiв
локально компактний.

4. Довести, що топологiчний простiр X зв’язний тодi i тiльки тодi, коли з X = A ∪ B,
A ̸= ∅, B ̸= ∅ випливає, що A ∩B ̸= ∅ або A ∩B ̸= ∅.

Варiант 7

1. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення, Y хаусдорфовий i A ⊂ X всюди
щiльна. Довести, що якщо f |A = g|A, то f = g.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = R2\(0, 0) i Y = {(x, y)|a < x2 +
y2 < b} (0 < a < b) площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f : X → Y – вiдображення. Тодi пiдмножина Γf ⊂ X × Y вигляду Γf =
{(x, y)| y = f(x)} називається графiком вiдображення f . Довести, що якщо Y хаусдорфо-
вий i f : X → Y неперервне, то Γf замкнена в X × Y .

4. Довести, що якщо пiдмножини A i B топологiчного простору зв’язнi i A∩B ̸= ∅, то
A ∪B зв’язна.

Варiант 8

1. Нехай (X, ρ) – метричний простiр. Вiдображення f : X → X називається стиску-
ючим, якщо iснує таке α ∈ (0, 1), що для будь-яких x, y ∈ X ρ(f(x), f(y)) 6 αρ(x, y).
Довести, що будь-яке стискуюче вiдображення неперервне.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|0 < x2 + y2 < 1} i Y =
R2\{(x, y)|x, y ∈ [0, 1]} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Довести, що добуток регулярних просторiв регулярний.
4. Топологiчний простiр називається локально компактним, якщо кожна його точка

має окiл з компактним замиканням. Навести приклад пiдмножини локально компактного
простору, що не є локально компактною.



Варiант 9

1. Нехай f, g : X → R – неперервнi вiдображення i 0 /∈ g(X). Довести, що x 7→ f(x)/g(x)
також неперервне.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x > 0} i Y = {(x, y)|0 <
x < 1, 0 6 y < 1} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f : Z → X × Y – вiдображення, px : X × Y → X и py : X × Y → Y – канонiчнi
проекцiї добутку на спiвмножники. Тодi вiдображення fx = px◦f и fy = py◦f називаються
компонентами вiдображення f . Довести, що вiдображення неперервне тодi i тiльки тодi,
коли неперерервнi його компоненти.

4. Довести, що якщо у метричному просторi A замкнене i B компактне, то ρ(A,B) =
inf{ρ(a, b)|a ∈ A, b ∈ B} > 0.

Варiант 10

1. Нехай f, g : X → Y – неперервнi вiдображення i Y хаусдорфовий. Довести, що пiд-
множина A =

{
x ∈ X | f(x) = g(x)

}
замкнена в X.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x > 0} i Y = {(x, y)|0 6
x < 1, 0 6 y < 1} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f : X → Y – вiдображення. Тодi пiдмножина Γf ⊂ X × Y вигляду Γf =
{(x, y)| y = f(x)} називається графiком вiдображення f . Довести, що якщо Y компактний
i Γf замкнена в X × Y , то f неперервне.

4. Довести, що якщо пiдмножини A i B топологiчного простору X одночасно вiдкритi
або замкненi, причому A ∩B i A ∪B зв’язнi, то A i B зв’язнi.

Варiант 11

1. Довести, що вiдображення f : X → Y неперервне тодi i тiльки тодi, коли для будь-
якої пiдмножини A ⊂ X виконується рiвнiсть f−1(IntA) ⊂ Int f−1(A).

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|y ∈ [0, 1)} i Y =
{(x, y)|x2 + y2 6 1, y > 0} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f1 : X1 → Y1, f2 : X2 → Y2 – вiдображення. Тодi вiдображення f : X1 ×X2 →
Y1×Y2, визначене формулою f(x1, x2) = (f1(x1), f2(x2)), позначається f1×f2 i називається
прямим добутком вiдображень, а самi вiдображення – множниками. Довести, що f1 × f2
неперервне тодi i тiльки тодi, коли неперерервнi його множники.

4. Нехай A – пiдмножина зв’язного топологiчного простору X. Довести, що якщо ∂A
зв’язна, то A також зв’язна.

Варiант 12

1. Нехай f : [0, 2π) → S1 – вiдображення, що ставить у вiдповiднiсть точцi φ ∈ [0, 2π)
кiнцеву точку дуги на колi S1 довжиною φ: f(φ) = (cosφ, sinφ). Показати, що f неперервне
i бiєктивне, але не є гомеоморфiзмом.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|y > 0} i Y = {(x, y)|x, y ∈
(0, 1)} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай X i Y – топологiчнi простори. Розглянемо X×Y з топологiєю прямого добутку.
Нехай A ⊂ X, B ⊂ Y . Довести, що Int(A×B) = Int(A)× Int(B).

4. Довести, що якщо A зв’язна, то A зв’язна.



Варiант 13

1. Нехай (X, ρ) – метричний простiр, A ⊂ X. Показати, що функцiя f : X → R, яка
визначена рiвнiстю f(x) = ρ(x,A) = inf{ρ(x, y)|y ∈ A}, неперервна на X.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|y > 0} i Y = {(x, y)|x >
0, y ∈ (0, 1)} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f : X → Y – вiдображення. Тодi пiдмножина Γf ⊂ X × Y вигляду Γf =
{(x, y)| y = f(x)} називається графiком вiдображення f . Довести, що f : X → Y непере-
рвне тодi i тiльки тодi, коли неперервне вiдображення h : X → Γf вигляду h(x) = (x, f(x)).

4. Нехай X – нескiнченна множина. Кофiнiтною топологiєю на X називається топо-
логiя, що складається з порожньої множини i доповнень до скiнченних множин. Описати
компактнi пiдмножини X в такiй топологiї.

Варiант 14

1. Довести, що якщо f : X → Y бiєктивне i для будь-якої пiдмножини A ⊂ X справед-
лива рiвнiсть f(A) = f(A), то f – гомеоморфизм.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|y > 0} i Y = {(x, y)|x2 +
y2 < 1} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай X – топологiчний простiр. Дiагоналлю X ×X називається пiдмножина ∆ =
{(x, x) | x ∈ X} ⊂ X × X. Показати, що X хаусдорфовий тодi i тiльки тодi, коли ∆
замкнена в X ×X.

4. Нехай X = A∪B ⊂ R2 (зi стандартною топологiєю), де A = {(r, φ)|r = exp( 1
1+φ2 ), φ >

0} i B = S1. З’ясувати, чи є зв’язним простiр X.

Варiант 15

1. Показати, що бiєктивне вiдображення f : (X, τ) → (Y, σ) є гомеоморфiзмом тодi i
тiльки тодi, коли виконано одну з умов:

- τ - найслабша з топологiй в X, для яких вiдображення f неперервне;

- σ - найсильнiша з топологiй в Y , для яких вiдображення f неперервне.

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x > 0, y > 0} i Y =
{(x, y)|x > y > 0} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Нехай f : X → Y – вiдображення. Тодi пiдмножина Γf ⊂ X × Y вигляду Γf =
{(x, y)| y = f(x)} називається графiком вiдображення f . Довести, що графiк неперервної
функцiї f : R → R зв’язний.

4. Нехай пiдмножини A i B топологiчного простору X компактнi. Визначити, чи вiрно
в загальному випадку, що A ∩B i A ∪B компактнi.

Варiант 16

1. Вiдображення топологiчних просторiв називається вiдкритим, якщо переводить вiд-
критi множини у вiдкритi. Довести, що вiдображення f : X → Y вiдкрите тодi i тiльки
тодi, коли для будь-якої пiдмножини A ⊂ X справедлива рiвнiсть f(IntA) ⊂ Int f(A).

2. Побудувати гомеоморфiзм мiж пiдпросторами X = {(x, y)|x, y ∈ [0, 1]} i Y =
{(x, y)|x2 + y2 6 1} площини R2 зi стандартною топологiєю.

3. Довести, що факторпростiр сепарабельного простору сепарабельний.
4. Показати, що якщо топологiчний простiр X хаусдорфовий, то для будь-якої його

компактної пiдмножини A i точки x /∈ A iснують вiдкритi множини U i V такi, що x ∈ U ,
A ⊂ V i U ∩ V = ∅.


