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Роздiл 1

Теорiя кривих

1.1 Основнi положення теорiї кривих.

1.1.1 Поняття регулярної параметризованої кривої.

НехайM довiльна точка в IRn з Декартовими координатами (x1, . . . , xn). Вектор r⃗(M),
початок якого збiгається з початком координат, а кiнець - з точкою M називається
радiус-вектором точки M . Його координати чисельно рiвнi координатам точки M

r⃗(M) =
{
x1, . . . , xn

}
.

Нехай I – (вiдкритий, напiввiдкритий або замкнений) промiжок на числовiй прямiй.
Вектор-функцiєю вектор-функцiєю, що визначена на промiжку I, називається вiд-
ображення r⃗ : I → IRn виду

r⃗ (t) =
{
x1(t), . . . , xn(t)

}
t ∈ I. (1.1)

Функцiїї xi(t) (i = 1, . . . , n) називаються координатними функцiями. Кривою в IRn

називається неперервне вiдображення

γ : I → IRn,

що визначається неперервною вектор-функцiєю r⃗ (t)(t ∈ I). Пiдмножина γ (I) ⊂ IR на-
зивається носiєм кривої або годографом вектор-функцiї r⃗ (t). При цьому сама вектор-
функцiя r⃗ (t) називається параметризацiєю пiдмножини кривої. Вектор-функцiя r⃗ (t)
є неперервною тодi i тiльки тодi, коли неперервнi її компоненти, тобто координатнi
функцiї xi(t) (i = 1, . . . , n). Вектор-функцiя r⃗ (t) є диференцiйованою, якщо координа-
тнi функцiї xi(t) (i = 1, . . . , n) є диферецiйованими. Якщо координатнi функцiї xi(t)
(i = 1, . . . , n) належать класу регулярностi Cm (m ≥ k), C∞ або Cω, то говорять,
що вектор-функцiя r⃗ (t) є регулярною класу Ck, C∞ або аналiтичною, вiдповiдно.
Якщо I = [a, b] – замкнений промiжок, то γ (a) i γ (b) називаються кiнцевими точками
кривої. Якщо ж γ (a) = γ (b), то крива називається замкненою.

На загал, годограф неперервної вектор-функцiї не визначає криву в iнтуїтивному
розумiннi. Приклад кривої Пєано показує, що iснує неперервне вiдображення вiдрiзку
[0, 1] на одиничний квадрат на площинi. Стала вектор-функцiя r⃗ (t) =

{
0, . . . , 0

}
дає

приклад аналiтичної вектор-функцiї, годографом якої є точка. Наступнi означення
знiмають цю суперечнiсть.
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6 РОЗДIЛ 1. ТЕОРIЯ КРИВИХ

Означення 1.1.1 Елементарною кривою в IRn називається гомеоморфний образ iн-
тервалу числової прямої.

Отже, елементарна крива є такою, що годограф її вектор-функцiї гомеоморфний до
певного iнтервалу.

Означення 1.1.2 Простою кривою в IRn називається зв’язна пiдмножина в IRn,
кожна точка якої має окiл (в iндукованiй топологiї), що гомеоморфний iнтервалу
числової прямої.

Отже, проста крива є локально елементарною.

Означення 1.1.3 Загальною кривою в IRn називається образ простої кривої при
неперервному вiдображеннi, що є локальним гомеоморфiзмом.

Наочне уявлення про елементарну криву дають графiки неперервних функцiй на пло-
щинi. Найпростiшим прикладом простої, але не елементарної кривої є коло на площи-
нi. Декартiв лист має самоперетин i є загальною, але не простою кривою.

Наведенi означення мають топологiчний характер i не можуть бути основою для
застосування методiв математичного аналiзу для вивчення властивостей таких кри-
вих. Для цього треба звузити клас кривих, що розглядаються. Головним об’єктом
дослiджень класичної диференцiальної геометрiї є регулярнi параметиризованi кривi.

Означення 1.1.4 Зв’язна пiдмножина γ ⊂ IRn називається регулярною параме-
тризованою кривою класу Ck (k ≥ 1), якщо для кожної точки p ∈ γ iснує окiл
W ⊂ IRn такий, що

• для γ ∩W iснує параметризацiя r⃗ : (α , β)→ γ ∩W така, що r⃗ ∈ Ck;

• r⃗ ′
t ̸= 0⃗ для всiх t ∈ (α , β).

Зазначена параметризацiя називається регулярною параметризацiею кривої γ.

Вибiр регулярної параметризацiї регулярної кривої в значнiй мiрi довiльний.

Твердження 1.1.1 Якщо крива γ допускає регулярну параметризацiю, то γ допу-
скає нескiнченно багато iнших регулярних параметризацiй.

Доведення. Нехай r⃗ (t) – регулярна параметризацiя γ, причому r⃗ : (a, b) →
IRn, r⃗ ′

t|(a,b) ̸= 0⃗. Розглянемо довiльний iнтервал (c, d). Всi iнтервали гомеоморфнi
мiж собою. Розглянемо сюр’єктивну гладку функцiю g(θ) : (c, d) → (a, b), таку що
g ∈ Ck i g′θ ̸= 0, для будь-якого θ ∈ (c, d). Тодi вочевидь t = g(θ) i вектор–функцiя
ρ⃗ = r⃗ (g(θ)) є такою, що ρ⃗(c, d) = r⃗ (a, b) = γ. При цьому ρ⃗ ′

θ = r⃗ ′
t g

′
θ ̸= 0⃗. Тому ρ⃗(θ) –

нова регулярна параметризацiя γ.

Важливим випадком регулярної кривой є крива, що параметризована явно – у
виглядi графiку гладкого вiдображення. Докладнiше, пiдмножина

γ = {(t, y2, . . . , yn) ∈ IRn | y2 = f2(t), . . . , y
n = fn(t)}

називається явно заданою кривою в IRn.
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Очевидно, що якщо fi ∈ Ck (k ≥ 1), то γ – регулярна крива i

r⃗ (t) =
{
t, f2(t), . . . , fn(t)

}
ї ї регулярна параметризацiя на спiльному iнтервалi визначення функцiй fi.

Явна параметризацiя плоскої кривої має вигляд γ = {(x, y) ∈ IR2| y = f(x)}.
Явно задану криву на площинi можно подати параметричним рiвнянням виду r⃗(t) =
{t, f(t)} або в координатнiй параметричнiй формi (x = t, y = f(t)). Якщо f ∈ Ck (k ≥
1), то крива γ – регулярна класу Ck (k ≥ 1), оскiльки r⃗ ′

t = {1, f ′} ̸= {0, 0} при всiх
припустимих значеннях параметру t.

В просторi, явна параметризацiя регулярної кривої має вигляд r⃗(t) = {t, f(t), g(t)}
або в координатнiй параметричнiй формi (x = t, y = f(t), z = g(t)). Якщо f, g ∈
Ck (k ≥ 1), то крива γ – регулярна класу Ck (k ≥ 1), оскiльки r⃗ ′

t = {1, f ′, g′} ̸= {0, 0, 0}
при всiх припустимих значеннях параметру t.

Теорема 1.1.1 В околi кожної своєї точки регулярна параметризована кривая класу
Ck (k ≥ 1) може бути параметризована явно за допомогою вектор-функцiї того ж
класу регулярностi.

Доведення. Простий наслiдок теореми про обернену функцiю.

1.1.2 Поняття регулярної неявно заданої кривої.

Неявно заданою кривою на площинi називається множина розв’язкiв рiвняння
F (x, y) = 0, для деякої функцiї F : IR2 → IR1.

Сформульоване означення є зашироким щоб вiдповiдати iнтуїтивним уявленням
про криву на площинi. Наприклад, множина розв’язкiв рiвняння

(
x2 + y2

)(
(x− 1)2 +

(y − 1)2
)(
(x + 1)2 + (y + 1)2

)
= 0 складається iз трьох точок (0; 0), (1; 1), (−1;−1).

Таких прикладiв можна навести безлiч. Бiльше того, має мiсце наступна теорема.

Теорема 1.1.2 (Уїтнi) Для будь-якої замкненої пiдмножини A ⊂ IRn iснує C∞ фун-
кцiя F : IRn → R1 така, що F (x) = 0 тодi i тiльки тодi, коли x ∈ A.

Вiдповiдним звуженням класу кривих, що розглядаються в диференцiальнiй гео-
метрiї є клас регулярних неявно заданих плоских кривих.

Означення 1.1.5 Кожна зв’язна компонента пiдмножини γ = {(x, y) ⊂
IR2 |F (x, y) = 0} називається регулярною класу Ck (k ≥ 1) неявно заданою кривою
на площинi, якщо

• F ∈ Ck (k ≥ 1);

• її градiєнт {Fx(p), Fy(p)} ̸= {0, 0} в кожнiй точцi p ∈ γ.

Твердження 1.1.2 В околi будь-якої точки p ∈ γ регулярна неявно задана крива
класу Ck може бути параметризована явно за допомогою вектор-функцiї того ж
класу регулярностi.
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Доведення. Нехай
γ = {(x, y) ⊂ IR2 |F (x, y) = 0}

неявно задана регулярна крива, причому F ∈ Ck. Нехай точка p ∈ γ i (F 2
x +F

2
y )|p ̸= 0.

Тодi iснує окiл Up в якому (F 2
x + F 2

y )|Up ̸= 0. Припустимо, що Fy|Up ̸= 0. За теоремою
про неявну функцiю, в околi Up визначена функцiя y = f(x) ∈ Ck, така, що

F (x, f(x)) ≡ 0.

Це означає, що в околi Up

γ = {(x, y) ∈ IR2 | y = f(x)},

що i завершує доведення.

Неявно заданою кривою в просторi називається множина розв’язкiв системи рiв-
нянь {

F (x, y, z) = 0,
Φ(x, y, z) = 0

для деяких функцiй F : IR3 → IR1 та Φ : IR3 → IR1.

Сформульоване означення знову є зашироким щоб вiдповiдати iнтуїтивним уяв-
ленням про криву в просторi. Вiдповiдним звуженням класу кривих у просторi, що
розглядаються в диференцiальнiй геометрiї є клас регулярних неявно заданих кривих
у просторi.

Означення 1.1.6 Нехай F : IR3 → IR1 та Φ : IR3 → IR1 двi функцiїї класу Cm (m ≥
k ≥ 1). Нехай grad F = {Fx, Fy, Fz} та grad Φ = {Φx,Φy,Φz} вiдповiднi векторнi поля
градiєнтiв заданих функцiй. Ргулярною неявно заданою кривою в IR3 називається
кожна зв’язна компонента множини розв’язкiв системи рiвнянь

Γ =
{
(x, y, z)

∣∣ F (x, y, z) = 0, Φ(x, y, z) = 0
}

(1.2)

за умови, що grad F × grad Φ ̸= 0⃗ на вiдповiднiй компонентi.

Твердження 1.1.3 В околi будь-якої своєї точки регулярна неявно задана крива є
регулярною парметризованою кривою класу регулярностi Ck (k ≥ 1), де k то є мен-
ший з показникiв регулярностi функцiй, що її задають.

Доведення. Нехай γ =
{
(x, y, z)

∣∣ F (x, y, z) = 0, Φ(x, y, z) = 0
}

– регулярна неявно
задана крива. Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що F,Φ ∈ Ck (k ≥ 1). Тодi
grad F та grad Φ є векторними полями в IR3 класу регулярностi Ck−1. Векторне поле
T⃗ (x, y, z) = grad F × grad Φ є невиродженим (T⃗ ̸= 0⃗) векторним полем на спiльнiй
областi визначення функцiй F та Φ, що лежить в IR3, i має клас регулярностi Ck−1.
Система звичайних диференцiальних рiвнянь

dx
dt = T1(x(t), y(t), z(t)),

dy
dt = T2(x(t), y(t), z(t)),

dz
dt = T3(x(t), y(t), z(t))

(1.3)
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є автономною системою з щонайменше неперервними правими частинами. Нехай то-
чка (x0, y0, z0) ∈ Γ. Додамо до системи (1.3) початковi умови

x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0.

Позначимо через {x(t), y(t), z(t)} розв’язок отриманої задачi Кошi. Розглянемо фун-
кцiї

f(t) = F (x(t), y(t), z(t)), φ(t) = Φ((x(t), y(t), z(t)).

Маємо

f(0) = 0,
df

dt
= Fx

dx

dt
+ Fy

dy

dt
+ Fz

dz

dt
= FxT1 + FyT2 + FzT3 = 0

з огляду на систему (1.3) i будoву поля T⃗ . Отже f(t) ≡ 0. Аналогiчно, φ(t) ≡ 0.
Отже, розв’язок задачi Кошi системи (1.3) є параметризованою кривою γ ⊂ Γ, що
параметризована вектор функцiєю

r⃗ (t) = {x(t), y(t), z(t)}

класу регулярностi Ck, причому γ лежить у компонентi (лiнiйної) зв’язностi Γ, що
мiстить точку r⃗ (0) = (x0, y0, z0).

Спостереження. Вiдображення f :Rk → IRm називається регулярним, якщо
ранг матрицi Якобi вiдображення максимальний, тобто дорiвнює min(k,m). Якщо
k < m, то вiдображення називається iммерсiєю (вкладанням). Якщо k > m, то вiд-
ображення називається субмерсiєю (накладанням). Якщо k = m, то вiдображення
називається дифеоморфiзмом.

Умова регулярностi параметризованої кривої означає iснування регулярної пара-
метризацiї r⃗ : (a, b) → IRn, що має максимальний ранг. Тобто регулярна параме-
тризацiя визначає iммерсiю iнтервалу в IRn.

Умова регулярностi неявно заданої кривої на площинi означає, що функцiя
F (x, y) = 0 задає вiдображення F : IR2 → IR1 рангу 1, бо градiєнт F (x, y) є матрицею
Якобi вiдображення F . Умова регулярностi неявно заданої кривої в просторi означає,
що функцiї F (x, y, z) = 0 i Φ(x, y, z) = 0 задають вiдображення G : IR3 → IR2 рангу 2,
бо умова gradF×gradΦ ̸= 0⃗ означає, що ранг вiдображення G =

(
F (x, y, z),Φ(x, y, z)

)
дорiвнює 2. В обох випадках регулярна неявно задана крива пiдмножиною множини
розв’язкiв рiвняння F (x, y) = 0 або G(x, y, z) = (0, 0) для вiдображень, що є субмерсi-
ями.

Регулярна замiна параметризацiї параметризованої кривої, про яку йдеться в
Твердженi 1.1.1 означає, що така замiна є дифеоморфiзмом.

Твердження 1.1.3 дозволяє в подальшому обмежуватися розглядом лише параме-
тризованих регулярних кривих.

1.1.3 Дотична до регулярної кривої.

Нехай γ параметризована крива, а r⃗ = r⃗ (t) – її параметризацiя. Нехай P ∈ γ, причому
точцi P вiдповiдає значення параметру t = t0. Визначимо лiвий U− i правий U+
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пiвоколи точки P наступним чином

U− = {t : t0 − ϵ < t ≤ t0}, U+ = {t : t0 < t ≤ t0 + ϵ}.

Лiвою (правою) сiчною γ в точцi P називається промiнь
−−→
PQ− ( вiдповiдно,

−−→
PQ+), де

Q− ∈ U− (вiдповiдно, Q+ ∈ U+). Якщо iснує границя

l− = lim
Q−→P

−−→
PQ− ,

то граничний промiнь l− називається лiвою пiвдотичною кривої γ в точцi P . Анало-
гiчно, якщо iснує границя

l+ = lim
Q+→P

−−→
PQ+ ,

то граничний промiнь l+ називається правою пiвдотичною кривої γ в точцi P .

• Якщо об’єднання l = l− ∪ l+ є прямою, то ця пряма l називається дотичною до
γ в точцi P .

• Якщо l− = l+ = l, то точка P називається точкою повернення на γ, а вiдповiдний
промiнь l називається пiвдотичною в точцi P .

• В iнших випадках точка P називається кутовою.

Твердження 1.1.4 В будь-якiй точцi P регулярної кривої γ ∈ C1, що параметризо-
вана регулярною вектор-функцiєю r⃗ (t), iснує едина дотична, напрямним вектором
якої є r⃗ ′(P ).

Доведення. Нехай P ∈ γ i нехай r⃗ = r⃗ (t) регулярна параметризацiя γ в околi
точки P . Нехай точцi P вiдповiдає значення параметра t = t0. Тодi точкам Q− лiвого
пiвоколу будуть вiдповiдати значення параметра виду t0+∆t− (∆t− < 0), а правого
Q+ – значення параметру виду t0 +∆t+ (∆t+ < 0). Тодi вектори

−−→
PQ− = r⃗ (t0 +∆t−)− r⃗ (t0) та

r⃗ (t0 +∆t−)− r⃗ (t0)
∆t−

колiнеарнi i протилежно напрямленi, а вектори

−−→
PQ+ = r⃗ (t0 +∆t+)− r⃗ (t0) та

r⃗ (t0 +∆t+)− r⃗ (t0)
∆t+

колiнеарнi i однаково напрямленi. Оскiльки r⃗(t) ∈ C1, то

lim
Q±→0

r⃗ (t0 +∆t±)− r⃗ (t0)
∆t±

= r⃗ ′(t0),

а значить граничнi положення променiв
−−→
PQ+ � r⃗ ′(P ) i

−−→
PQ− ↑↓ r⃗ ′(P ) доповнюють

один одного до прямої, що є дотичною до γ в точцi P .
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Наслiдок 1.1.1 Нехай γ регулярна параметризована крива i r⃗ = r⃗ (t) – її регулярна
параметризацiя. Нехай P ∈ γ – точка на кривiй, що вiдповiдає значенню параметра
t = t0. В такому разi

• векторне параметричне рiвняння дотичної має вигляд ρ⃗ (λ) = r⃗ (t0) + λr⃗ ′(t0);

• канонiчне рiвняння дотичної має вигляд x−x(t0)
x′(t0)

= y−y(t0)
y′(t0)

= z−z(t0)
z′(t0)

.

Нехай γ : F (x, y) = 0 неявно задана регулярна крива на площинi, причому точцi
P вiдповiдає точка (x0, y0), тодi вектор N⃗ =

{
Fx(x0, y0), Fy(x0, y0)

}
ортогональний

вектору дотичної до γ. Дiйсно, якщо x = x(t), y = y(t) параметричне рiвняння кривої γ
в околi точки P , то має мiсце тотожнiсть F (x(t), y(t)) ≡ 0. Диференцiюючи, знайдемо
Fx x

′
t + Fy y

′
t ≡ 0 i оскiльки

{
x′t, y

′
t

}
є вектором дотичної до γ, то вектор N⃗ =

{
Fx, Fy

}
є вектором нормалi дотичної. Значить, рiвняння дотичної в точцi P можно записати
у виглядi

(x− x0)Fx(x0, y0) + (y − y0)Fy(x0, y0) = 0.

Для неявно заданої кривої в просторi з доведення Твердження 1.1.3 випливає, що
напрямний вектор дотичної такої кривої колiнеарний векторному добутку градiєнтiв
функцiй, що задають криву. Тому, для неявно заданої кривої

γ = {(x, y, z)|F (x, y, z) = 0,Φ(x, y, z) = 0}

напрямний вектор дотичної в довiльнiй точцi кривої γ може бути обраний у виглядi

T⃗ = grad (F )× grad (Φ),

що дозволяє написати рiвняння дотичної в точцi P (x0, y0, z0) ∈ γ у виглядi{
Fx(P )(x− x0) + Fy(P )(y − y0) + Fz(P )(z − z0) = 0,
Φx(P )(x− x0) + Φy(P )(y − y0) + Φz(P )(z − z0) = 0.

1.1.4 Натуральна параметризацiя

Нехай γ ∈ C1 регулярна кривая i r⃗ = r⃗ (t) ∈ C1 її регулярна параметризацiя на
промiжку (a, b). В цьому випадку крива спрямна i довжина дуги кривої на промiжку
(t0, t) ⊂ (a, b) визначається iнтегралом

s(t) =

∫ t

t0

|r⃗ ′(θ)|d θ.

Розглянемо цей iнтеграл як iнтеграл iз змiнною верхньою межею. Тодi, як вiдомо,
функцiя s(t) буде гладкою, причому

ds

dt
= |r⃗ ′(t)| > 0, t ∈ (a, b).

Отже, s(t) монотонна гладка функцiя на (a, b), а значить iснує обернена функцiя
t = t(s), причому t′s ̸= 0.

Таким чином, s можна прийняти в якостi нового регулярного параметру на кривiй
i вона може бути параметризована вектор-функцiєю виду

ρ⃗(s) = r⃗ (t(s)).
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Означення 1.1.7 Параметризацiя кривої параметром "довжина дуги" називає-
ться натуральною параметризацiєю кривої.

Натуральний параметр за своїм означенням є геометричною властивiстю кривої, бо
змiна параметру призводить до формули замiни змiнних у визначеному iнтегралi, що
не впливає на результат iнтегрування.

Вправа 1.1.1 Параметр t на регулярнiй кривiй γ : r⃗ = r⃗ (t) є натуральним тодi i
тiльки тодi, коли

|r⃗ ′(t)| ≡ 1.

З механiчної точки зору, дотичний вектор до параметризованої кривої є вектором
швидкостi руху матерiальної точки. Тому натурально параметризованi кривi ще на-
зивають кривими одиничної швидкостi.

Використовуючи натуральний параметр, в околi точки P ∈ γ можна ввести вну-
трiшню локальну координату. Точцi Q− ∈ U− поставимо у вiдповiднiсть довжину дуги
PQ− зi знаком "− а точцi Q+ ∈ U+ поставимо у вiдповiднiсть довжину дуги PQ+ зi
знаком "+". Тодi точцi P буде вiдповiдати значення параметра s = 0.

Означення 1.1.8 Властивiсть кривої називається геометричною, якщо вона не
залежить вiд її параметризацiї.

Головна задача диференцiальної геометрiї кривих полягає в знаходженнi геометри-
чних властивостей регулярних кривих. Натуральний параметр є дуже зручним для
дослiдження геометричних властивостей регулярної кривої. Однак на практицi нату-
рально параметризувати криву досить складно. Наприклад, спроба обчислити дов-
жину дуги елiпса призводить до елiптичних iнтегралiв, що не можна подати через
елементарнi функцiї. Тим бiльш ускладнене знаходження оберненої функцiї t = t(s).
Тому в подальшому, поруч з тим, що ми будемо знаходити необхiднi вирази для гео-
метричних величин використовуючи натуральну параметризацiю, будемо знаходити
вiдповiднi вирази для випадку довiльної регулярної параметризацiї або для випрадку
неявного завдання кривої, що є доцiльними для практичних обчислень.

1.2 Кривина кривої.

Нехай γ регулярна крива на площинi чи в просторi. Обравши натуральну параме-
тризацiю, отримаємо на кривiй одиничне дотичне векторне поле τ⃗ (s). При змiщеннi
вздовж кривої поле τ⃗ (s) може змiнюватися тiльки у напрямку, бо довжина його фiксо-
вана. "Вiдстежуючи" цю змiну, можна отримати кiлькiсну мiру викривленостi лiнiї.
Така кiлькiсна мiра називається кривиною.

Означення 1.2.1 Нехай γ регулярна крива i точка P ∈ γ. Розглянемо точку Q
близьку до P . Позначимо через ∆s довжину дуги PQ i розглянемо в точцi P i Q
одиничнi вектори дотичної τ⃗ (P ) i τ⃗ (Q). Кут мiж цими одиничними векторами
позначимо через ∆θ. Якщо iснує границя

lim
Q→P

∆θ

|∆s|
= k,
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то величина k називається кривиною1 кривої в точцi P .

Кривина кривої є геометричною величиною, бо її означення мiстить лише кути мiж
векторами i натуральний параметр, що є геометричними величинами. Очевидно, що
за означенням кривина прямої лiнiї дорiвнює 0. Для кола радiусу R має мiсце очевида
формула |∆s| = R∆θ, а тому його кривина є сталою величиною i дорiвнює 1

R .

Твердження 1.2.1 В кожнiй точцi регулярної кривої γ ∈ C2 iснує кривина. При-
чому

• k(s) = |r⃗ ′′(s)| для випадку натуральної параметризацiї;

• k(t) = |r⃗
′
t × r⃗ ′′

t |
|r⃗ ′

t|3
=

√
|r⃗ ′

t|2|r⃗ ′′
t |2 − ⟨r⃗ ′

t, r⃗
′′
t ⟩2

|r⃗ ′
t|3

для випадку довiльної регулярної па-

раметризацiї.

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗ (s) натуральна параметризацiя γ в околi точки P , якiй
вiдповiдає значення параметра s = s0. Тодi τ⃗ (P ) = r⃗ ′(s0). Нехай точцi Q вiдповiдає
значення параметра s0 +∆s. Тодi τ⃗ (Q) = r⃗ ′(s0 +∆s). Позначимо через ∆θ кут мiж
векторами τ⃗ (P ) i τ⃗ (Q). Легко бачити, що

|τ⃗ (Q)− τ⃗ (P )| = |τ⃗ (s0 +∆s)− τ⃗ (s0)| = 2 sin
(∆θ

2

)
.

Зауважимо, що в силу регулярностi вектор-функцiї r⃗ (s), в точцi P iснує дотична.
Значить τ⃗ (Q)→ τ⃗ (P ) при |∆s| → 0, тобто

τ⃗ (s0 +∆s) −→
|∆s|→0

τ⃗ (s0).

Отже, |∆θ| → 0 при |∆s| → 0.

Розглянемо граничну рiвнiсть

lim
∆s→0

|τ⃗ (s0 +∆s)− τ⃗ (s0)|
|∆s|

= lim
|∆s|→0

2 sin ∆θ
2

|∆s|
.

Оскiльки γ ∈ C2, то границя злiва iснує i дорiвнює |τ⃗ ′(s)| = |r⃗ ′′(s)|. Значить iснує i
границя справа, причому

lim
∆s→0

2 sin ∆θ
2

|∆s|
= lim

|∆s|→0

∆θ

|∆s|
= k(s0).

Таким чином, якщо r⃗ (s) натуральна параметризацiя кривої, то

k(s) = |r⃗ ′′(s)|.
1Означення кривини не прив’язане до вимiрностi простору, в якому розташована крива. Тому

означення кривини переноситься в незмiнному виглядi на кривi в n-вимiрному евклiдовому просторi.
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Нехай r⃗ (t) ∈ C2 довiльна регулярна параметризацiя кривої. Перейдемо до нату-
рального параметру i зауважимо, що r⃗ ′

s ⊥ r⃗ ′′
s . Тому вираз для k(s) можна подати у

виглядi k(s) = |r⃗ ′
s × r⃗ ′′

s |. Покладемо r⃗ (s) = r⃗ (t(s)). Тодi

r⃗ ′
s = r⃗ ′

t

dt

ds
, r⃗ ′′

s = r⃗ ′′
t

(
dt

ds

)2

+ r⃗ ′
t

d2t

ds2
.

Отже

k(t) = k(s(t)) = |r⃗ ′
t × r⃗ ′′

t |
(
dt

ds

)3

=
|r⃗ ′

t × r⃗ ′′
t |

|r⃗ ′
t|3

.

Зауважимо, що вираз у чисельнику можна подати у виглядi |r⃗ ′
t × r⃗ ′′

t | =√
|r⃗ ′

t|2|r⃗ ′′
t |2 − ⟨r⃗ ′

t, r⃗
′′
t ⟩2 i записати формулу для обчислення кривини як

k(t) =

√
|r⃗ ′

t|2|r⃗ ′′
t |2 − ⟨r⃗ ′

t, r⃗
′′
t ⟩2

|r⃗ ′
t|3

.

Остання формула може бути застосована для обчислення кривини кривої в n-
вимiрному просторi.

Наслiдок 1.2.1 Кривина плоскої кривої класу C2, що параметризована вектор-
функцiєю r⃗ (t) = {x(t), y(t)} обчислюється за формулою

k =
|x′y′′ − x′′y′|

((x′)2 + (y′)2)
3
2

.

Кривина кривої γ класу C2 в E3, що параметризована вектор-функцiєю r⃗ (t) =
{x(t), y(t), z(t)} обчислюється за формулою

k =
|[r⃗ ′

t, r⃗
′′
t ]|

|r⃗ ′
t|3

=

√∣∣∣∣ x′ y′

x′′ y′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ x′ z′

x′′ z′′

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ y′ z′

y′′ z′′

∣∣∣∣2
((x′)2 + (y′)2 + (z′)2)

3
2

.

Кривина є функцiєю, що дiйсно вiдрiзняє прямi лiнiї вiд викривлених.

Твердження 1.2.2 Регулярна крива γ ∈ C2 є (частиною) прямої тодi i тiльки
тодi, коли k ≡ 0.

Доведення. Необхiднiсть очевидна. Якщо ж k ≡ 0, то параметризував криву нату-
рально на iнтервалi (s1, s2), отримаємо k(s) = |r⃗ ′′

s | ≡ 0. Тому r⃗ (s) = a⃗s + b⃗, где a⃗, b⃗
постiйнi вектори, а це рiвняння прямої на iнтервалi (s1, s2).

З механiчної точки зору, кривина є швидкiстю змiни швидкостi (за напрямком), тобто
iнтерпретується як центральне прискорення.

Формулу для обчислення кривини неявно заданої кривої можна отримати з iн-
ших мiркувань, що мають далекосяжнi узагальнення. Нехай ξ⃗ = {ξ1(x, y), ξ2(x, y)}
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– одиничне векторне поле на площинi. Дивергенцiєю векторного поля ξ називається
функцiя

div(ξ) = ∂xξ
1 + ∂yξ

2.

Iнтегральною траєкторiєю поля ξ⃗ називається крива, що є рiшенням системи дифе-
ренцiальних рiвнянь {

x′t = ξ1(x(t), y(t)),

y′t = ξ2(x(t), y(t)).

При фiксуваннi початкових даних, iнтегральна траєкторiя визначена однозначно. От-
же, рiшення вказаної системи становить сiмейство iнтегральних траєкторiй, що не
перетинаються, кожна з яких визначається вибором початкових даних задачi Кошi.

Для одиничного векторного поля ξ⃗, поле ξ⃗⊥ = {−ξ2, ξ1} ортогональне до ξ⃗ i так
само є одиничним. Його iнтегральнi траєкторiї утворюють сiмейство ортогональ-
них траєкторiй поля ξ⃗. Нехай {x(t), y(t)} параметризацiя iнтегральних траєкторiй
векторного поля ξ⊥. В силу одиничностi поля ξ⊥, параметр t є для цих траєкторiй
натуральним. Цi траєкторiї є розв’язком системи диференцiальних рiвнянь{

x′t = −ξ2(x(t), y(t)),
y′t = ξ1(x(t), y(t)).

Для других похiдних отримуємо вирази{
x′′t = −∂xξ2x′ − ∂yξ2y′ = ξ2∂xξ

2 − ξ1∂yξ2,
y′′t = ∂xξ

1x′ + ∂yξ
1y′ = −ξ2∂xξ1 + ξ1∂yξ

1.

Тодi

x′ty
′′
t − x′′t y′t = −ξ2(−ξ2∂xξ1 + ξ1∂yξ

1)− ξ1(ξ2∂xξ2 − ξ1∂yξ2) =
(ξ2)2∂xξ

1 − ξ2ξ1∂yξ1 − ξ1ξ2∂xξ2 + (ξ1)2∂yξ
2 =

(1− (ξ1)2)∂xξ
1 − ξ2ξ1∂yξ1 − ξ1ξ2∂xξ2 + (1− (ξ2)2)∂yξ

2 =

div (ξ⃗)− ξ1(ξ1∂xξ1 + ξ2∂xξ
2)− ξ2(ξ1∂yξ1 + ξ2∂yξ

2) =

div (ξ⃗)− ξ1 1
2

∂

∂x

(
(ξ1)2 + (ξ2)2︸ ︷︷ ︸

1

)
− ξ2 1

2

∂

∂y

(
(ξ1)2 + (ξ2)2︸ ︷︷ ︸

1

)
= div (ξ⃗).

В силу натуральностi параметра, отримуємо вираз для кривини ортогональних тра-
єкторiй поля ξ⃗ у виглядi

k = |div (ξ⃗)|.

В якостi наслiдка, знаходимо, що для неявно заданої кривої F (x, y) = 0, формула для
обчислення її кривини приводиться до вигляду

k =

∣∣∣∣div ( gradF

|gradF |

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∂x
 Fx√

F 2
x + F 2

y

+ ∂y

 Fy√
F 2
x + F 2

y

∣∣∣∣∣∣ .
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В якостi приклада, розглянемо коло радiуса R з центром на початку координат. Її
неявне рiвняння має вигляд F (x, y) = x2 + y2 − R2 = 0. Для такої кривої gradF =
{2x, 2y}. Нормований градiєнт має вигляд

ξ =

{
x√

x2 + y2
,

y√
x2 + y2

}
.

Тодi
dξ1

dx
=

1√
x2 + y2

− x2

(x2 + y2)3/2
,

dξ2

dy
=

1√
x2 + y2

− y2

(x2 + y2)3/2

i як наслiдок

k = div (ξ) =
x2 + y2 − x2 + x2 + y2 − y2

(x2 + y2)3/2
=

1√
x2 + y2

.

В точках кола
√
x2 + y2 = R2, a значить k = div (ξ)|x2+y2=R2 = 1

R .

Вправа 1.2.1 Покажiть, що формулу для обчислення кривини регулярної кривої
F (x, y) = 0 можна подати у виглядi

k =
|FxxFy

2 − 2FxyFxFy + FyyFx
2|

(Fx
2 + Fy

2)3/2
.

Вказiвка: Покажiть, що криву γ можна параметризувати так, що r⃗ ′
t = {−Fy, Fx} :=

T⃗ . Покажiть, далi, що r⃗ (p)(t) = ∇(p−1)

T⃗
T⃗ , де ∇T⃗ T⃗ = T 1∂xT⃗ + T 2∂yT⃗ .

Сферична iндикатриса кривої.

Нехай γ – крива в En (n ≥ 2). Нехай r⃗ = r⃗ (s) – її натуральна параметризацiя,
τ⃗ (s) = r⃗ ′(s) — одиничне дотичне векторне поле на γ .

Розглянемо криву γ ∗, радiус-вектор якої ρ⃗ = ρ⃗ (s) задається вектор - функцiєю τ⃗ ,
а саме:

γ ∗ : ρ⃗ = τ⃗ (s).

Оскiльки |τ⃗ | = 1, то γ ∗ ⊂ Sn.
Зауважимо, що s в загальному випадку не є натуральним на кривiй γ ∗, Оскiльки

ρ⃗ ′
s = τ⃗ ′

s = kν⃗,

a значить |ρ⃗ ′
s| = k.

Означення 1.2.2 Пiдмножина γ∗ ⊂ Sn, утворена годографом одиничної вектор-
функцiї дотичних кривої γ ⊂ En називається сферичним образом або сферичною
iндикатрисою кривої γ.

Порiвняння довжин нескiнченно малого вiдрiзка кривої i його сферичного образу при-
зводить до природнього геометричного опису кривини кривої.
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Твердження 1.2.3 Нехай γ ∈ C2 – регулярна крива. В околi кожної точки, в якiй
кривина k > 0, сферичний образ γ ∗ кривої γ є регулярною кривою. Якщо s∗ – нату-
ральний параметр на γ ∗, а s – натуральний параметр на γ , то

k = lim
∆s→0

∆s∗

∆s
.

Доведення. Оскiльки γ ∗ задається вектор-функцiєю ρ⃗ (s) = τ⃗ (s), то

ρ⃗ ′
s = k ν⃗(s) ̸= 0,

Оскiльки k > 0. Значить крива γ ∗ регулярна i s – регулярний параметр на γ ∗.
Нехай деякiй точцi P на кривiй γ вiдповiдає значення параметра s = s0. Роз-

глянемо окiл точки P , точкам якого вiдповiдають значення параметра параметра
s = s0 +∆s. Тодi,

∆s =

s0+∆s∫
s0

ds, ∆s∗ =

s0+∆s∫
s0

kds = k(σ)∆s, σ ∈ (s0, s0 +∆s).

Звiдси негайно отримуємо,
∆s∗

∆s
= k(σ).

Перейшовши до границi, отримаємо

lim
∆s→0

∆s∗

∆s
= lim

∆s→0
k(σ) = k(s0) = k(P ).

Ремарка 1.2.1 Твердження 1.2.3 може бути сформульоване дослiвно для нормаль-
ного сферичного образу γ∗ : ρ⃗ = ν⃗(s), бо τ⃗ i ν⃗ взаємно ортогональнi. Фактично
йдеться про границю вiдношення мiри сферичного образу малого околу точки до мi-
ри самого околу. Означення Гаусової кривини поверхнi дослiвно повторює результат
Твердження 1.2.3.

Задачi.

• Нехай γ – регулярна замкнена крива в E3 з кривиною k > 0. Тодi крива γ ∗

не вмiщується в жоднiй вiдкритiй пiвсферi. Якщо γ ∗ вмiщується в замкненiй
пiвсферi, то γ – плоска крива.

• (Нерiвнiсть Фенхеля) Нехай γ – регулярна замкнена крива в E3. Довести, що∫
γ

k ds ≥ 2π,

причому рiвнiсть досягається для плоскої кривої, що гомеоморфна колу.

• Нехай γ ∗ – крива на сферi S2, що не вмiщується в жоднiй вiдкритiй пiвсферi.
Тодi iснує замкнена регулярна крива γ ⊂ E3 така, що γ ∗ – її сферична iндика-
триса дотичних.
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1.3 Репер Френе, тригранник Френе.

Нехай γ ∈ C2 регулярна, натурально параметризована крива в E3 i нехай в точцi
P ∈ γ кривина k(P ) ̸= 0. Тодi |r⃗ ′′(P )| ̸= 0 i можна в єдиний спосiб визначити вектор

ν⃗(P ) =
r⃗ ′′

|r⃗ ′′|
(P ).

Вектор ν⃗ визначений в усiх точках кривої де k ̸= 0 i називається одиничним вектором
головної нормалi . Сукупнiсть усiх одиничних векторiв головних нормалей утворює
векторне поле ν⃗(s) вздовж кривої, що називається полем векторiв головних нормалей.
Очевидно, що

ν⃗(s) =
r⃗ ′′(s)

|r⃗ ′′(s)|
.

Одиничнi вектори дотичної τ⃗ i головної нормалi ν⃗ визначають одиничне векторне
поле

β⃗ = τ⃗ × ν⃗.

Векторне поле β⃗ називається одиничним векторним полем бiнормалей2 кривої.

Означення 1.3.1 Трiйка одиничних взаємно перпендикулярних векторних полiв
τ⃗ (s), ν⃗(s), β⃗(s) називається репером Френе регулярної кривої.

У кожнiй точцi регулярної кривої з ненульовою кривиною, вектори репера Френе
визначають три прямi, що називаються ребрами тригранника Френе. А саме, це

• дотична – пряма з напрямним вектором τ⃗ ;

• головна нормаль – пряма з напрямним вектором ν⃗;

• бiнормаль – пряма з напрямним вектором β⃗;

Вектори репера Френе також визначають три площини:

• площина з базисом (τ⃗ , ν⃗) називається щiльнодотичною площиною;

• площина з базисом (τ⃗ , β⃗) називається спрямною площиною;

• площина з базисом (ν⃗, β⃗) називається нормальною площиною;

Щiльнодотична, спрямна i нормальна площини утворюють тригранник Френе, або
супровiдний тригранник вздовж кривої. Не становить труднощiв написати рiвняння
ребер i граней тригранника Френе для натурально параметризрваної кривої.

2Термiн бiнормаль означає друга, або побiчна нормаль.
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Ребра тригранника:

• ρ⃗ = r⃗ (s) + λ τ⃗ (s) – дотична;

• ρ⃗ = r⃗ (s) + λ ν⃗(s) – головна нормаль;

• ρ⃗ = r⃗ (s) + λ β⃗(s) – бiнормаль.

Тут ρ⃗ – радiус-вектор точки на вiдповiднiй прямiй, λ – параметр на прямiй.

Гранi тригранника:

•
⟨
ρ⃗ − r⃗ (s), β⃗(s)

⟩
= 0 – щiльнодотична площина;

•
⟨
ρ⃗ − r⃗ (s), ν⃗(s)

⟩
= 0 – спрямна площина;

•
⟨
ρ⃗ − r⃗ (s), τ⃗ (s)

⟩
= 0 – нормальна площина.

Тут ρ⃗ = {x, y, z} – радiус вектор точки на вiдповiднiй площинi.
Щоб написати рiвняння ребер i граней тригранника Френе для довiльної регуляр-

ної параметризацiї, скористаємося наступним спостереженням.

Твердження 1.3.1 Нехай r⃗ = r⃗ (t) регулярна параметризацiя кривої γ. Тодi в то-
чках з ненульовою кривиною

T⃗ = r⃗ ′
t � τ⃗ , B⃗ = r⃗ ′

t × r⃗ ′′
t � β⃗, N⃗ = B⃗ × T⃗ � ν⃗.

Доведення. Нехай s – натуральний параметр на данiй кривiй. Тодi ds
dt = |r⃗ ′

t| > 0.
Звiдси,

r⃗ ′
t = r⃗ ′

s

ds

dt
= τ⃗

ds

dt
� τ⃗ .

Далi,

r⃗ ′′
t = τ⃗ ′

s

(
ds

dt

)2

+ τ⃗
d2s

dt2
= ν⃗ k

(
ds

dt

)2

+ τ⃗
d2s

dt2
.

а значить вектор r⃗ ′′
t лежить у щiльно-дотичнiй площинi кривої. Бiльш того, розгля-

немо формули переходу вiд базису (τ⃗ , ν⃗) до пари векторiв (r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ). В матричному

запису

(r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ) = (τ⃗ , ν⃗)


ds

dt

d2s

dt2

0 k

(
ds

dt

)2

 .

Визначник матрицi переходу

det


ds

dt

d2s

dt2

0 k

(
ds

dt

)2

 = k

(
ds

dt

)3

= |r⃗ ′′
s |
(
ds

dt

)3

> 0,

а значить вектори (r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ) лiнiйно незалежнi i орiєнтованi узгоджено з базисом (τ⃗ , ν⃗).

Тому B⃗ � r⃗ ′
t × r⃗ ′′

t . Тепер очевидно, що N⃗ = B⃗ × T⃗ � ν⃗.
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Ремарка 1.3.1 При замiнi параметра t = t(θ) вектори репера Френе (T⃗ , N⃗ , B⃗) змi-
нюються наступним чином:

T⃗ (t) = T⃗ (θ)

(
dθ

dt

)
, N⃗(t) = N⃗(θ)

(
dθ

dt

)4

, B⃗(t) = B⃗(θ)

(
dθ

dt

)3

Дiйсно,

r⃗ ′
t = r⃗ ′

θ

(
dθ

dt

)
, r⃗ ′′

t = r⃗ ′′
θ

(
dθ

dt

)2

+ r⃗ ′
θ

(
d2θ

dt2

)
.

Значить,

T⃗ (t) = T⃗ (θ)

(
dθ

dt

)
, B⃗(t) = r⃗ ′

t × r⃗ ′′
t = r⃗ ′

θ × r⃗ ′′
θ

(
dθ

dt

)3

= B⃗(θ)

(
dθ

dt

)3

.

Нарештi,

N⃗(t) = B⃗(t)× T⃗ (t) = B⃗(θ)× T⃗ (θ)
(
dθ

dt

)4

= N⃗(θ)

(
dθ

dt

)4

.

Зокрема, при замiнi внутрiшньої орiєнтацiї (напрямки обходу) на кривiй, що вiдпо-
вiдає умовi (

dθ

dt

)
< 0,

напрямки векторiв T⃗ i B⃗ змiнюється на протилежнi, в той час як напрямок вектора
N⃗ залишається незмiнним (iнварiантним).

З огляду на результат Твердження 1.3.1, для довiльної регулярної параметризацiї
кривої отримуємо:

Твердження 1.3.2 Нехай r⃗ = r⃗ (t) довiльна регулярна параметризацiя регулярної
кривої γ. Тодi рiвняння ребер и граней тригранника Френе можна записати у виглядi:

Ребра тригранника.

• ρ⃗ (λ) = r⃗ (t) + λ T⃗ (t) – дотична;

• ρ⃗ (λ) = r⃗ (t) + λ N⃗(t) – головна нормаль;

• ρ⃗ (λ) = r⃗ (t) + λ B⃗(t) – бiнормаль.

Тут ρ⃗ – радiус-вектор точки на вiдповiднiй прямiй, λ – параметр на прямiй.

Гранi тригранника:

•
⟨
ρ⃗ − r⃗ (t), B⃗(t)

⟩
= 0 – щiльнодотична площина;

•
⟨
ρ⃗ − r⃗ (t), N⃗(t)

⟩
= 0 –спрямна площина;

•
⟨
ρ⃗ − r⃗ (t), T⃗ (t)

⟩
= 0 – нормальна площина.

Тут ρ⃗ = {x, y, z} – радiус вектор точки на вiдповiднiй площинi.
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Геометричнi властивостi щiльнодотичної площини.

Геометрична властивiсть одиничного вектора бiнормалi, а заодно i щiльнодотичної
площини, мiститься в наступному твердженнi.

Твердження 1.3.3 Регулярна крива класу C2 з кривиною k ̸= 0 лежить в деякiй
площинi (є плоскою) тодi i тiльки тодi, коли β⃗ стала вектор-функцiя на кривiй.

Доведення. Нехай γ плоска крива i r⃗ = r⃗ (s) її натуральна параметризацiя. Зафiксу-
ємо на γ довiльну точку P , що вiдповiдає параметру s = s0. Тодi γ лежить в площинi⟨
ρ⃗ − r⃗ (s0), n⃗

⟩
= 0, де ρ⃗ = {x, y, z} i вектор n⃗ є сталою вектор-функцiєю (|n⃗| = 1).

Значить,
⟨r⃗ (s)− r⃗ (s0), n⃗⟩ ≡ 0.

Диференцiюючи двiчi за параметром s, отримаємо

⟨τ⃗ , n⃗⟩ ≡ 0, k⟨ν⃗, n⃗⟩ ≡ 0.

Оскiльки k ̸= 0, то n⃗ ⊥ τ⃗ , ν⃗. Тодi n⃗ = ± β⃗, a значить β⃗ стала вектор-функцiя на кривiй.
Навпаки, нехай β⃗ ′ ≡ 0. Зафiксуємо деяку точку P ∈ γ i нехай точцi P вiдповiдає

значення параметру s = s0. Розглянемо площину

⟨ρ⃗ − r⃗ (s0), β⃗⟩ = 0.

Вiдхилення h(s) точки кривої вiд цiєї площини є наступна величина

h(s) = ⟨r⃗ (s)− r⃗ (s0), β⃗ ⟩.

Тодi
h′s = ⟨τ⃗ , β⃗ ⟩ ≡ 0,

бо τ⃗ i β⃗ є вектори реперу Френе за умовою. Значить h(s) = const. Але h(s0) = 0, отже
h ≡ 0, а значить крива лежить у цiй площинi.

Щiльнодотична площина "щiльно прилягає" до точок кривої в наступному розумiннi.

Твердження 1.3.4 Нехай π(P ) щiльнодотична площина кривої γ ∈ C2 в точцi P ∈
γ. Позначимо через h(Q) вiдхилення точки Q ∈ γ вiд площини π(P ), а через d –
вiдстань вiд Q до P . Тодi

lim
Q→P

h

d2
= 0.

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗ (s) натуральна параметризацiя кривої i точцi P вiдповiдає
значення параметру s = s0. Рiвняння щiльнодотичної площини в точцi P має вигляд
⟨ρ⃗ − r⃗ (s0), β⃗(s0)⟩ = 0. Тодi

h(s) =
⟨
r⃗ (s)− r⃗ (s0), β⃗(s0)

⟩
, d = |r⃗ (s)− r⃗ (s0)|.

Розкладаючи вектор-функцiю r⃗ (s) за формулою Тейлора, отримаємо

r⃗ (s)− r⃗ (s0) = r⃗ ′(s0)∆s+
1

2
r⃗ ′′(s0)∆s

2 + o⃗(∆s2) = ∆s τ⃗(s0) +
1

2
k∆s2 ν⃗ + o⃗(∆s2).

d = |r⃗ ′(s0)∆s+ o⃗(∆s)| = |τ⃗ (s0)∆s+ o⃗(∆s)|.
Тому, h(s) = o(∆s2), а d2 ∼ ∆s2, отже, lim

∆s→0

h
d2

= 0.
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Вправа 1.3.1 Доведiть, що

• Якщо всi щiльнодотичнi площини регулярної кривої проходять через фiксовану
точку, то крива лежить в деякiй площинi.

• Якщо все нормальнi площини даної кривої проходять через фiксовану точку, то
крива лежить на деякiй сферi з центром в цiй точцi.

• Крива, всi спрямнi площини яких проходять через фiксовану точку, називає-
ться спрямною (rectifying)3. Покажiть, що спрямнi кривi описуються наступною
теоремою.

Нехай ρ⃗ (t) – натурально параметризована крива на одиничнiй сферi S2 ⊂ E3 з
центром у початку координат, що не мiстить дуги великого кола сфери. Крива
r⃗ (t) = f(t)ρ⃗ (t) є спрямною, тодi i тiльки тодi, коли f(t) = a

cos(t+t0)
для певних

констант a i t0.

1.4 Крутiння кривої в E3. Формули Френе.

Означення 1.4.1 Нехай γ ⊂ E3 регулярна крива i P,Q — двi близькi точки на
γ. Позначимо через ∆θ кут мiж щiльнодотичними площинами π(P ) i π(Q). Якщо
iснує границя

lim
Q→P

∆θ

|∆s|
= κ(P ),

то κ(P ) називається крутiнням кривої в точцi P .

Означення крутiння мiстить лише геометричнi величини, тому крутiння є геометри-
чною функцiєю на кривiй. Плоска крива має нульове крутiння, бо ∆θ ≡ 0.

Твердження 1.4.1 У кожнiй точцi P регулярної кривої γ ∈ C3, в якiй кривина
k(P ) ̸= 0, iснує крутiння. Причому

• κ(s) = |β⃗ ′| = |(r⃗
′, r⃗ ′′, r⃗ ′′′)|
k2

, для натуральної параметризацiї r⃗ = r⃗ (s);

• κ =
|(r⃗ ′

t, r⃗ t
′′, r⃗ t

′′′)|
|[r⃗ t

′, r⃗ t
′′]|2

=
|(r⃗ t

′, r⃗ t
′′, r⃗ t

′′′)|
|r⃗ t

′|2|r⃗ t
′′|2 −

⟨
r⃗ t

′, r⃗ t
′′
⟩2 для довiльної регулярної пара-

метризацiї r⃗ = r⃗ (t).

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗ (s) натуральна параметризацiя γ, причому P ↔ s =
s0, Q ↔ s0 + ∆s. Тодi кут мiж щiльнодотичними площинами в точках P i Q до-
рiвнює кут мiж бiнормалями в цих точках. Тому,

|β⃗(s0 +∆s)− β⃗(s0)| = 2 sin
∆θ

2
.

3S. Deshmukh, B.-Y. Chen, S. H. Alshammari On rectifying curves in Euclidean 3-space. Turk. J. Math.
(2018) 42: 609 – 620.
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Оскiльки крива γ ∈ C3 i k(P ) ̸= 0, то в точцi P iснує едина щiльнодотична площина.
Тому якщо ∆s→ 0, то ∆θ → 0, а значить маємо,

lim
∆s→0

|β⃗(s0 +∆s)− β⃗(s0)|
|∆s|

= lim
∆s→0

2 sin ∆θ
2

|∆s|
= lim

∆s→0

∆θ

|∆s|
.

Якщо границя злiва iснує, то у такому випадку отримаємо |β⃗ ′| = κ(s0). Покажемо,
що якщо k(P ) ̸= 0 i γ ∈ C3, то границя злiва iснує. Дiйсно,

β⃗(s) = [τ⃗(s), ν⃗(s)] =

[
r⃗ ′,

1

k
r⃗ ′′
]
.

Зауважимо, що k = |r⃗ ′′| i отже iснує k′ =
⟨
r⃗ ′′, r⃗ ′′′ ⟩
|r⃗ ′′|

. Оскiльки r⃗ ∈ C3 i k ̸= 0, то iснує

β⃗ ′ =

[
r⃗ ′′,

1

k
r⃗ ′′
]
+

[
r⃗ ′,

1

k
r⃗ ′′′
]
+

[
r⃗ ′,− k

′

k2
r⃗ ′′
]
.

Отже, κ = |β⃗ ′|. Знайдемо вираз κ через радiус-вектор кривої γ. З огляду на те, що
β⃗s

′ ⊥ β⃗, запишемо розкладання β⃗s ′ = aτ⃗ + bν⃗. З iншого боку,

β⃗ ′ = [τ⃗ , ν⃗ ] ′ = [τ⃗ ′, ν⃗ ] + [τ⃗ , ν⃗ ′] = [kν⃗, ν⃗ ] + [τ⃗ , ν⃗ ′] = [τ⃗ , ν⃗ ′],

а значить β⃗ ′ ⊥ τ⃗ . Отже, a ≡ 0 i, як наслiдок, β⃗ ′ = ±κ ν⃗. Таким чином,

κ = |
⟨
β⃗ ′, ν⃗

⟩
| = |

⟨
[τ⃗ , ν⃗s

′], ν⃗
⟩
| =

∣∣∣∣⟨ [r⃗ ′,

(
1

k
r⃗ ′′
)′]

,
1

k
r⃗ ′′
⟩∣∣∣∣ = |(r⃗ ′, r⃗ ′′, r⃗ ′′′)|

k2
.

Якщо параметризацiя не натуральна, то переходячи до натуральної параметризацiї
r⃗ (s) = r⃗ (t(s)), отримаємо

r⃗ ′
s = r⃗ ′

t

dt

ds
; r⃗ ′′

s = r⃗ ′′
t

(
dt

ds

)2

+ r⃗ ′
t

d2t

ds2
;

r⃗ ′′′
s = r⃗ ′′′

t

(
dt

ds

)3

+ 2r⃗ ′′
t

dt

ds

d2t

ds2
+ r⃗ ′′

t

dt

ds

d2t

ds2
+ r⃗ ′

t

d3t

ds3
.

З огляду на те, що |r⃗ t
′| = ds

dt , прямим обчисленням знаходимо

(r⃗ ′
s, r⃗

′′
s , r⃗

′′′
s ) = (r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

(
dt

ds

)6

= (r⃗ ′
t, r⃗

′′
t , r⃗

′′′
t )

1

|r⃗ ′
t|6
.

Для ненатуральної параметризацiї k = |[r⃗ ′
t,r⃗

′′
t ]|

|r⃗ ′
t|3

, тому

κ(t) =
|(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )|

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

.

Крутiння є функцiєю, що розрiзняє плоскi i просторовi кривi.
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Твердження 1.4.2 Регулярна крива γ ∈ C3 є плоскою тодi i тiльки тодi, коли
κ ≡ 0.

Доведення. Припустимо, що κ ≡ 0. Тодi для натуральної параметризацiї γ, отрима-
ємо |β⃗ ′| = 0. Отже, β⃗ – стала вектор-функцiя. За Пропозицiєю 1.3.3 γ – плоска крива.
Обернене твердження тривiальне.

Наслiдок 1.4.1 Регулярна класу C3 крива є плоскою тодi i тiльки тодi, коли
(r⃗ ′, r⃗ ′′, r⃗ ′′′) = 0 для будь-якої її регулярної параметризацiї r⃗ = r⃗ (t).

Орiєнтоване крутiння кривої.

Нагадаємо, що для крутiння ми отримали вираз κ = |
⟨
β⃗ ′, ν⃗

⟩
|. З’ясуємо геометри-

чний змiст величини пiд знаком модуля. Похiдна β⃗′ визначає напрямок i швидкiсть
миттєвого повороту β⃗ в площинi ν⃗, β⃗. Припишемо знак крутiння, користуючись пра-
вилом

κor =

{
κ если β⃗′ ↑↓ ν⃗;
−κ если β⃗′ ↑↑ ν⃗.

Геометрично це означає, що ми вважаємо крутiння додатним, якщо миттєвий пово-
рот вектора β⃗ здiйснюється проти ходу годинникової стрiлки в площинi ν⃗, β⃗, якщо
спостерiгати цей поворот з кiнця вектора τ⃗ . Таким чином, κor = −

⟨
β⃗ ′, ν⃗

⟩
. Звiдси

знаходимо,
β⃗ ′ = −κor ν⃗.

Твердження 1.4.3 Нехай γ – регулярна крива класу C3 i r⃗ (t) – її регулярна пара-
метризацiя. Тодi

κor =
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

.

Доведення. Нехай крива параметризована натурально. Оскiльки β⃗ = [τ⃗ , ν⃗], то β⃗′ =
[τ⃗ ′, ν⃗] + [τ⃗ , ν⃗ ′] = [τ⃗ , ν⃗ ′]. Отже, при натуральнiй параметризацiї κor = −(τ⃗ , ν⃗ ′, ν⃗) =
(τ⃗ , ν⃗, ν⃗ ′). Перейдемо до довiльного параметру t. Тодi

ds

dt
= |r⃗ ′

t|, τ⃗ =
r⃗ ′

t

|r⃗ ′
t|
,

ν⃗ =
1

k
τ⃗ ′
t

dt

ds
=

1

k

r⃗ ′′
t |r⃗ ′

t| − r⃗ ′
t

⟨
r⃗ ′

t, r⃗
′′
t

⟩
|r⃗ ′

t|
|r⃗ ′

t|2
dt

ds
=

1

k

r⃗ ′′
t

|r⃗ ′
t|2

+ Lin(r⃗ ′);

ν⃗ ′ =
1

k

r⃗ ′′′
t

|r⃗ ′
t|2

dt

ds
+ Lin(r⃗ ′, r⃗ ′′) =

1

k

r⃗ ′′′
t

|r⃗ ′
t|3

+ Lin(r⃗ ′, r⃗ ′′),

де Lin означає лiнiйну комбiнацiю вiдповiдних векторiв. Для довiльного параметру

k =
|[r⃗ t, r⃗

′′
t ]|

|r′t|3
.
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Отже
κor =

(r⃗ ′
t, r⃗

′′
t , r⃗

′′′
t )

k2 |r⃗ ′
t|6

=
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

|r⃗ ′
t|6

|r⃗ ′
t|6

=
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t )

|[r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ]|2

.

Такий вибiр знака крутiння узгоджується з орiєнтацiєю простору в наступному розу-
мiннi.

Наслiдок 1.4.2 Орiєнтоване крутiння κor > 0 тодi i тiльки тодi, коли
(r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t ) > 0, тобто якщо трiйка векторiв r⃗ ′

t, r⃗
′′
t , r⃗

′′′
t орiєнтована додатно.

Умовимось надалi використовувати крутiння зi знаком.

Твердження 1.4.4 (Формули Френе) Нехай γ ∈ C3 регулярна крива, параметри-
зована натурально. Позначимо через τ⃗ , ν⃗ i β⃗ одиничнi векторнi поля дотичної, го-
ловної нормалi i бiнормалi. Тодi мають мiсце формули

τ⃗ ′ = kν⃗

ν⃗ ′ = −kτ⃗ + κβ⃗
β⃗′ = −κν⃗

∼

 τ⃗
ν⃗

β⃗

′

=

 0 k 0
−k 0 κ
0 −κ 0

 τ⃗
ν⃗

β⃗

 .

Доведення.
Оскiльки γ – натурально параметризована крива, то за визначенням τ⃗ ′ = kν⃗. за

вибором знака крутiння, β⃗′ = −κν⃗. Оскiльки |ν⃗| = 1, то ν⃗′ ⊥ ν⃗ i значить

ν⃗ ′ = aτ⃗ + bβ.

Коефiцiєнти a i b знайдемо, використовуючи тотожностi
⟨
ν⃗, τ⃗

⟩
= 0,

⟨
ν⃗, β⃗

⟩
= 0. А

саме,
a =

⟨
ν⃗ ′, τ⃗

⟩
= −

⟨
ν⃗, τ⃗ ′ ⟩ = −k, b =

⟨
ν⃗ ′, β⃗

⟩
= −

⟨
ν⃗, β⃗′

⟩
= κ.

Якщо крива плоска, то κ ≡ 0 i формули Френе запишуться простiше.

Твердження 1.4.5 (Формули Френе для плоскої кривої) Нехай γ – регулярна
натурально параметризована крива класу C2 з кривиною k > 0. Для похiдних оди-
ничних векторiв дотичнiй τ⃗ (s) i головної нормалi ν⃗(s) мають мiсце формули{

τ⃗ ′ = k ν⃗,

ν⃗ ′ = −k τ⃗ .

Формули Френе дозволяють визначити локальну структуру регулярної кривої в
термiнах проекцiї кривої на гранi супроводжуючого тригранника.

Твердження 1.4.6 В околi кожної своєї точки загального положення (k > 0,κ ̸=
0), проекцiї кривої на площинi репера Френе з точнiстю до нескiнченно малих поряд-
ку m ≥ 2 мають вигляд:

• y = 1
2k x

2 в проекцiї на щiльнодотичну площину
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• z = 1
6kκ x

3 в проекцiї на спрямну площину;

•

{
y = 1

2k s
2

z = 1
6kκ s

3
в проекцiї на нормальну площину,

де k i κ – величини кривини i крученнi обчисленi в точцi, що розглядається.

Доведення. Нехай γ – регулярна класу C2 крива, r⃗ = r⃗ (s) – її натуральна пара-
метризацiя. Обранiй точцi P поставимо у вiдповiднiсть значення параметра s = 0.
Зв’яжемо з точкою P декартову прямокутну систему координат, направивши вiсь Ox
вздовж τ⃗ , вiсь Oy – вздовж ν⃗, вiсь Oz – вздовж β⃗. Тодi з розкладання за формулою
Тейлора, в околi точки P маємо:

r⃗ (s) = r⃗ (0)︸︷︷︸
=0⃗

+r⃗ ′(0)s+
1

2
r⃗ ′′(0)s2 +

1

6
r⃗ ′′′(0)s3 + o⃗(s2).

Використовуючи формули Френе, обчислимо

r⃗ ′(0) = τ⃗ (0), r⃗ ′′(0) = τ⃗ ′(0) = k(0) ν⃗(0),

r⃗ ′′′(0) = k′(0) ν⃗(0) + k(0)(−k(0)τ⃗ (0) + κ(0)β⃗(0)).
Таким чином,

r⃗ (s) = sτ⃗ (0) +
1

2
k(0)s2 ν⃗(0) +

1

6
(k′(0) ν⃗(0)− k2(0)τ⃗ (0) + k(0)κ(0)β⃗(0)) s3 + o⃗ (s2).

Отже, з точнiстю до малих бiльш сокого порядку, проекцiї кривої на площини реперу
Френе мають вигляд:

•

{
x = s

y = 1
2k(0) s

2
в проекцiї на щiльнодотичну площину;

•

{
x = s

z = 1
6k(0)κ(0) s

3
в проекцiї на спрямну площину;

•

{
y = 1

2k(0) s
2

z = 1
6k(0)κ(0) s

3
в проекцiї на нормальну площину.

що i завершує доведення.

Наслiдок 1.4.3 Вектор головної нормалi кривої спрямований всередину опуклостi
проекцiї кривої на щiльнодотичну площину. Зокрема, якщо крива плоска, то в околi
кожної точки P ∈ γ, в якiй k(P ) > 0, регулярна крива γ класу C2 є локально
опуклою. Вектор головної нормалi завжди спрямований всередину опуклостi кривої.

Доведення. Досить зауважити, що проекцiя кривої на щiльнодотичну площину є па-
раболою з додатним старшим коефiцiєнтом, при цьому ν⃗ спрямований якраз в сторону
додатної пiввiсi Oy.

Якщо крива плоска, то її щiльнодотична площина в точностi збiгається з площи-
ною, що мiстить цю криву. Незалежно вiд параметризацiї (див. Пропозицiю 1.3.1),
вектор головної нормалi спрямований всередину областi, що обмежена параболою.
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1.5 Основна теорема теорiї кривих в E3.

Будь-яка регулярна крива класу C3 має визначенi кривину i крутiння. Виявляється,
що цi функцiї утворюють повний набiр iнварiантiв кривої в тому розумiннi, що пов-
нiстю її визначають.

Теорема 1.5.1 Нехай k(s) > 0 i κ(s) – неперервнi функцiї параметру s. Тодi в E3

iснує едина з точнiстю до руху крива γ , така, що

a) s – її натуральний параметр,

b) k(s) i κ(s) – її кривина i крутiння.

Доведення. [2] Позначимо через ξ⃗, η⃗, ζ⃗ – три невiдомi вектор-функцiї. Оскiльки k(s)
i κ(s) заданi функцiї, то можемо скласти систему

ξ⃗ ′ = k η⃗,

η⃗ ′ = −k ξ⃗ + κ ζ⃗,
ζ⃗ ′ = −κ η⃗.

(1.4)

Це автономна лiнiйна система диференцiальних рiвнянь з неперервними коефiцiєнта-
ми i, як вiдомо, при фiксованих початкових умовах, ця система має єдиний розв’язок.
Покажемо, що цей розв’язок складається з трьох одиничних, взаємно-ортогональних
вектор-функцiй, орiєнтацiя яких може бути обрана додатною.

Введемо в розгляд 6 функцiй:

f1 =
⟨
ξ⃗, ξ⃗
⟩
; f2 =

⟨
η⃗, η⃗

⟩
; f3 =

⟨
ζ⃗, ζ⃗

⟩
;

g1 =
⟨
ξ⃗, η⃗

⟩
; g2 =

⟨
ξ⃗, ζ⃗

⟩
; g3 =

⟨
η⃗, ζ⃗

⟩
,

де ξ⃗, ζ⃗, η⃗ – розв’язок системи (1.4). Тодi знайдемо

f ′1 = 2
⟨
ξ⃗, ξ⃗′

⟩
= 2k

⟨
ξ⃗, η⃗

⟩
= 2kg1;

f ′2 = 2
⟨
η⃗, η⃗ ′ ⟩ = 2

⟨
η⃗,−kξ⃗ + κζ⃗

⟩
= −2kg1 + 2κg3;

f ′3 = 2
⟨
ζ⃗, ζ⃗ ′ ⟩ = −2κ⟨ ζ⃗, η⃗ ⟩ = −2κg3;

g′1 =
⟨
ξ⃗ ′, η⃗

⟩
+
⟨
ξ⃗, η⃗ ′ ⟩ = ⟨ kη⃗, η⃗ ⟩+ ⟨ ξ⃗,−kξ⃗ + κζ⃗

⟩
= k(f2 − f1) + κg2;

g2 =
⟨
ξ⃗ ′, ζ⃗

⟩
+
⟨
ξ⃗, ζ⃗ ′ ⟩ = ⟨ kη⃗, ζ⃗ ⟩+ ⟨ ξ⃗,−κη⃗ ⟩ = kg3 − κg1;

g′3 =
⟨
η⃗ ′, ζ⃗

⟩
+
⟨
η⃗, ζ⃗ ′ ⟩ = ⟨ − kξ⃗ + κζ⃗, ζ⃗

⟩
+
⟨
η⃗,−κη⃗

⟩
= −kg2 + κ(f3 − f2).

(1.5)

Це знову автономна система диференцiальних рiвнянь i вона також має єдиний розв’я-
зок при фiксованих початкових даних. Покладемо{

f1(0) = f2(0) = f3(0) = 1,
g1(0) = g2(0) = g3(0) = 0.

А тепер зауважимо, що цi функцiї задовольняють i самiй системi (1.5). Отже, вони i
визначають її єдиний розв’язок. Таким чином, для всiх s{

|ξ⃗|2 = |η⃗|2 = |ζ⃗|2 = 1,⟨
ξ⃗, η⃗

⟩
=
⟨
ξ⃗, ζ⃗

⟩
=
⟨
η⃗, ζ⃗

⟩
= 0.
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Бiльш того, (ξ⃗, η⃗, ζ⃗) = const на розв’язках. Дiйсно,

(ξ⃗, η⃗, ζ⃗)′ = (ξ⃗ ′, η⃗, ζ⃗) + (ξ⃗, η⃗ ′, ζ⃗) + (ξ⃗, η⃗, ζ⃗ ′) ≡ 0.

Виберемо (ξ⃗, η⃗, ζ⃗)|s=0 = +1.
Якщо тепер ξ⃗(s) – розв’язок, то вектор-функцiя

r⃗ (s) =

s∫
0

ξ⃗(t)dt+ r⃗ 0

визначає криву, що задовольняє умовам

• |r⃗ ′
s| = 1, а значить s – натуральний параметр на кривiй, а поле ξ⃗ – одиничне

дотичне векторне поле на кривiй;

• r⃗ ′′
s = ξ⃗′s = kη⃗, а значить k – кривина i η⃗ – поле головних нормалей, а поле

ζ⃗ = ξ⃗ × η⃗ – поле векторiв бiнормалi кривої;

• крутiння цiєї кривої κ̃ = −
⟨
η⃗ ′, ζ⃗

⟩
= −

⟨
− kξ⃗ + κζ⃗, ζ⃗

⟩
= κ.

Таким чином, крива з заданими початковими умовами визначена в єдиний спосiб.
Нехай є два набори початкових умов: {P1, ξ⃗1, η⃗1, ζ⃗1} та {P2, ξ⃗2, η⃗2, ζ⃗2}. Кожна з цих

умов визначає криву – або γ 1, або γ 1 вiдповiдно.
Сумiстимо P1 i P2 паралельним перенесенням, а репери ξ⃗1, η⃗1, ζ⃗1 i ξ⃗2, η⃗2, ζ⃗2 сумiсти-

мо за допомогою повороту i, можливо, симетрiї. В силу єдиностi розв’язку системи
диференцiальних рiвнянь, кривi γ 1 i γ 2 також сумiщуються.

Доведена теорема дозволяє визначати кривi в просторi, наперед задаючи їх кривину
i крутiння.

Означення 1.5.1 Задання кривої неперервними функцiями k = k(s) > 0, κ = κ(s)
називається натуральним рiвнянням кривої в просторi.

Очевидно, що плоска крива визначиться функцiями k(s) i κ(s) ≡ 0.

Ремарка 1.5.1 Менш вживаним в геометрiї кривих є так званий репер Бiшопа.4

Вiн складається з одиничного вектору дотичної τ⃗ (s) та двох векторiв ξ⃗(s) та η⃗(s) =
τ⃗ (s)× ξ⃗(s), що розташованi в нормальнiй площинi кривої та задовольняють умовам
ξ⃗′ ∥ τ⃗ , η⃗′ ∥ τ⃗ . Аналоги формул Френе для реперу Бiшопа мають вигляд τ⃗

ξ
η

′

=

 0 µ1 µ2
−µ1 0 0
−µ2 0 0

 τ⃗
ξ
η

 ,

де µ1 = µ1(s) та µ2 = µ2(s) деякi функцiї. Покажiть, що нормаль ξ⃗ реперу Бiшопа
розкладається за репером Френе у виглядi ξ = cosϕ ν⃗ + sinϕ β⃗, де ϕ = −

∫
κ(s)ds.

4L. R. Bishop. There is More Than One Way to Frame a Curve, Amer. Math. Monthly, 82 (3) (1975),
246-251.
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1.6 Елементи геометрiї кривих на площинi

1.6.1 Орiєнтована кривина плоскої кривої.

Оскiльки напрямок вектору головної нормалi кривої в загальнiй точцi не залежить вiд
параметризацiї, то на орiєнтованiй площинi кривинi кривої можна природним чином
приписати знак.

Означення 1.6.1 Нехай γ плоска крива з кривиною k > 0. Орiєнтованою кривиною
kor кривої γ називається функцiя

kor =

{
+ k, якщо репер (τ⃗ , ν⃗) орiєнтований додатно,
− k, якщо репер (τ⃗ , ν⃗) орiєнтований вiд’ємно.

Для з’ясування знаку орiєнтованої кривини не обов’язково переходити до натурально-
го параметру, оскiльки згiдно з Пропозицiєю 1.3.1 (див. доведення) в точках кривої γ
з кривиною k > 0 вектори (r⃗ ′

t, r⃗
′′
t ) лiнiйно незалежнi i орiєнтацiя реперу (τ⃗ , ν⃗) спiвпа-

дає з орiєнтацiєю базису (r⃗ ′
t, r⃗

′′
t ). В якостi наслiдку цього спостереження, отримуємо

наступне.

Твердження 1.6.1 Нехай γ ∈ C2 регулярна плоска крива, параметризована вектор-
функцiєю r⃗ = {x(t), y(t)}. Орiєнтована кривина кривої γ обчислюється за формулою

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Доведення. Обчислимо r⃗ ′
t = {x′, y′}, r⃗ ′′

t = {x′′, y′′}. Кривина кривої обчислюється
за формулою

k =
|x′y′′ − x′′y′|

((x′)2 + (y′)2)3/2

Значить, в точках з ненульовою кривиною вектори r⃗ ′ i r⃗ ′′ лiнiйно незалежнi i утво-
рюють базис, орiєнтацiя якого узгоджена з орiєнтацiєю репера (τ⃗ , ν⃗). Цей базис орi-
єнтований додатно, якщо

det

(
x′ x′′

y′ y′′

)
> 0.

Значить, kor = + k якщо x′y′′ − y′x′′ > 0 i kor = − k якщо x′y′′ − y′x′′ < 0. Отже,
використовуючи результат Наслiдку1.2.1, отримаємо

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
, якщо (x′y′′ − y′x′′) > 0;

kor = −
−(x′y′′ − x′′y′)
((x′)2 + (y′)2)3/2

, якщо (x′y′′ − y′x′′) < 0.

Таким чином,

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
.

Розглянемо на орiєнтованiй площинi регулярну криву γ i введемо в розгляд ку-
тову функцiю α(s) як орiєнтований кут мiж одиничним вектором дотичної τ⃗(s) в
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кожнiй точцi γ i фiксованим напрямом на площинi. Не зменшуючи загальностi, бу-
демо вважати, що цей напрям збiгається з додатним напрямком осi Ox декартовiй
прямокутної системи координат xOy. Якщо γ параметризована параметром t ∈ (a, b),
то α : (a, b)→ IR так само є функцiєю цього параметру.5

Твердження 1.6.2 Нехай γ це C2-регулярна крива на орiєнтованiй площинi, що
параметризована натурально. Якщо α(s) – кутова функцiя, то

k =

∣∣∣∣dαds
∣∣∣∣ , kor =

dα

ds
.

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗(s) натуральна параметризацiя γ. Тодi r⃗ ′ = τ⃗ – одиничний
напрямний вектор дотичної. За означенням кутової функцiї,

r⃗ ′ = {cosα(s), sinα(s)}.

Тодi

r⃗ ′′ = {− sinα(s), cosα(s)}dα
ds
.

Звiдси,

k = |r⃗ ′′| =
∣∣∣∣dαds

∣∣∣∣ .
Орiєнтована кривина

kor =
x′y′′ − x′′y′

((x′)2 + (y′)2)3/2
=
dα

ds
.

Ремарка 1.6.1 Додатнiсть орiєнтованої кривини означає зростання кутової фун-
кцiї i навпаки. Тому, на дiлянках з додатною кривиною дотичний вектор закручу-
ється в у напрямi вектора головної нормалi, а в точках з вiд’ємною кривиною - в
протилежний бiк.

При змiнi внутрiшньої орiєнтацiї на кривiй або змiнi орiєнтацiї на площинi знак
орiєнтованої кривини змiнюється на протилежний. Це дає можливiсть локально узго-
дити внутрiшню орiєнтацiю на кривiй з орiєнтацiєю площини, що призводить до на-
ступного визначення.

Означення 1.6.2 Внутрiшня локальна орiєнтацiя на регулярнiй кривiй називає-
ться iндукованою, якщо орiєнтацiя репера (τ⃗ , ν⃗) додатна.

Iндукована орiєнтацiя завжди iснує i, в разi вибору на кривiй iндукованої орiєнта-
цiї, можна не розрiзняти кривину i орiєнтовану кривину. На кривiй з iндукованою
орiєнтацiєю kor = k ≥ 0.

5Функцiя α є багатозначною, оскiльки орiєнтований кут мiж напрямами визначається з точнi-
стю до цiлого кратного кута 2π. Вибором початкового значення визначається неперервна гiлка цiєї
функцiї, яка i бере участь в подальших розглядах.
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Iнтегральна кривина плоскої кривої.

Означення 1.6.3 Нехай γ – регулярна плоска крива класу C2. Величина

ω(γ) =

∫
γ

kor ds,

називається орiєнтованою (або вiдносною) iнтегральною кривиною γ, а величина

|ω|(γ) =
∫
γ

k ds,

називається абсолютною iнтегральною кривиною γ.

Геометричний змiст iнтегральної кривини проясняє наступне твердження.

Твердження 1.6.3 Нехай γ – крива на площинi, причому A – початкова точка
кривої, B – кiнцева точка. Тодi

ω(γ) = α(B)− α(A).

Доведення. Нехай γ параметризована натурально так, що A↔ (s = 0), B ↔ (s = l),
де l – довжина кривої (на заданому промiжку). Тодi

ω(γ) =

∫
γ

kor ds =

l∫
0

dα

ds
ds =

l∫
0

dα = α(l)− α(0) = α(B)− α(A).

Геометрично, це означає, що вiдносна iнтегральна кривина плоскої кривої дорiвнює
сумарному орiєнтованому куту повороту дотичнiй при обходi даної дiлянки кривої.

Що ж стосується абсолютної iнтегральної кривини, то вона може бути виражена
через вiдносну в наступному виглядi.

Твердження 1.6.4 Нехай γ – регулярна плоска крива класу C2 з заданим напрям-
ком обходу (внутрiшньою орiєнтацiєю). Тодi

γ =

(∪
i

γ+i

) ∪ (∪
k

γ−k

)
,

де γ+i – дуги з iндукованою орiєнтацiєю, а γ−k – дуги з орiєнтацiєю, що протилежна
до iндукованї. Абсолютна iнтегральна кривина кривої γ дорiвнює

|ω|(γ) =
∑
i

ω(γ+i )−
∑
i

ω(γ−k ).

Доведення тривiальне. Геометрично, абсолютна iнтегральна кривина кривої дорiвнює
сумарному куту повороту дотичнiй при обходi кривої без урахування орiєнтацiї,
тобто знака приросту кутової функцiї.

Зазначенi геометричнi iнтерпретацiї iнтегральної кривини дозволяють визначити
iнтегральну кривину плоскої кривої навiть для кусково-регулярної кривої.
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Означення 1.6.4 Нехай γ =
∪
i
γi кусково-регулярна крива на площинi з фiксованим

напрямом обходу. Iнтегральною вiдносною кривиною γ називається величина

ω(γ) =
∑
i

ω(γi) +
∑
i

(π − αi),

де ω(γi)— iнтегральнi кривини регулярних частин кривої, а αi – орiєнтованi кути
мiж пiвдотичними в кутових точках.

Наприклад, якщо γ є трикутник, то ω(γ) = 3π − π = 2π.

1.6.2 Основна теорема теорiї кривих на площинi.

Теорема iснування 1.5.1 допускає спрощення та уточнення для випадку плоскої кривої
та використання орiєнтованої кривини.

Твердження 1.6.5 Нехай k(s) – неперервна функцiя параметру s ∈ [a, b]. Тодi на
площинi iснує єдина, з точнiстю до руху, крива для якої k – функцiя її орiєнтованої
кривини, а s – її натуральний параметр.

Доведення. Нехай k(s) – задана функцiя. Введемо в розгляд функцiю

α(s) =

s∫
a

k(t)d t+ α0. (1.6)

Тодi, очевидно,
dα

ds
= k(s).

Будемо шукати на площинi криву для якої α(s) – то кутова функцiя для вектору
дотичної.

Нехай r⃗ = {x(s), y(s)} – радiус-вектор шуканої кривої. Тодi за постановкою завдчi{
x′ = cosα(s),
y′ = sinα(s).

Значить, функцiї x(s) i y(s) можуть бути легко знайденi iнтегруванням
x(s) =

s∫
0

cosα(s) ds+ x0,

y(s) =

s∫
0

sinα(s) ds+ y0.

(1.7)

При цьому, крива визначається з точнiстю до паралельного переносу на вектор r⃗ 0 =
{x0, y0} e формулi (1.7) i повороту на кут α0 у формулi (1.6), тобто власного руху.
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Радiусом кривини R плоскої кривої називається функцiя R =
1

k
, де k – кривина

цiєї кривої. Використовуючи радiус кривини, рiвняння (1.7) можуть бути переписанi
вiдносно параметра α у виглядi

x(α) =

α∫
0

R(α) cosαdα+ x0,

x(α) =

α∫
0

R(α) sinαdα+ y0,

Для цього достатньо зауважити, що ds = ds
dα dα = Rdα. Наприклад, якщо R(α) =

R0 = const, то крива зi сталою кривиною k = 1/R0 є колом радiуса R0.

1.6.3 Овали.

Локальна опуклiсть кривої не гарантує її опуклостi. Тобто локальна опуклiсть не
гарантує того, що дана крива обмежує опуклу фiгуру на площинi. Але при додатковiй
вимозi до кривої, бути гомеоморфної до кола, опуклiсть кривої можна забезпечити.
Такi кривi називаються овалами.

Означення 1.6.5 Овалом називається плоска регулярна замкнута крива без само-
перетинiв, з кривиною k > 0.

Вправа 1.6.1 Покажiть, що овал обмежує опуклу фiгуру, тобто є опуклою кривою
"в цiлому".

Найпростiшим прикладом овалу є елiпс. Овали мають ряд характерних глобальних
геометричних властивостей, тобто властивостей "в цiлому" . Деякi з них ми розгля-
немо в цьому роздiлi.

Означення 1.6.6 Вершиною овалу класу C3 називається точка локального екстре-
муму функцiї k(s).

Теорема 1.6.1 Нехай γ – овал класу C3, тодi вiн має принаймнi чотири вершини.

Доведення. Нехай γ – овал, r⃗ = r⃗ (s) його натуральна параметризацiя. Тодi k(s) –
неперервна функцiя на колi k : S1 → IR. Коло компактне i за теоремою Вейерштрасса
функцiя k(s) досягає свого найбiльшого i найменшого значень. Нехай M1,M2 ∈ S1

такi, що
k(M1) = min k(s), k(M2) = max k(s).

Оскiльки γ ∈ C3, то k(s) ∈ C1, а значить в точках екстремуму

k ′(M1) = 0, k ′(M2) = 0.

Так що на овалi маємо принаймнi двi вершини.
Якщо точки локального максимуму i локального мiнiмуму не є iзольованими, то

k′ = 0 на деякому iнтервалi. Отже, вершин нескiнченно багато i доводити нiчого. Тому
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будемо вважати, що вершини овалу iзольованi, тобто в точках M1 i M2 вiдбувається
змiна знаку похiдної.

Нехай в точцi M1 вiдбувається змiна знаку похiдної з(−) на (+), а в точцi M2 з
(+) на (−). Припустимо, що iнших точок зi змiною знаку немає. Тодi на вiдповiдних
дугах

k ′(
y

M1M2) ≥ 0, k ′(
y

M2M1) ≤ 0.

Розглянемо пряму M1M2. Оскiльки овал обмежує опуклу фiгуру, то ця пряма пере-

тинає овал тiльки в точках M1 i M2. Отже, точки дуг (
y

M1M2) i (
y

M2M1) знаходяться
в рiзних пiвплощинах вiдносно прямої M1M2. Запишемо рiвняння прямої M1M2 у
виглядi ⟨

ρ⃗ , a⃗
⟩
+D = 0 (| a⃗ | = 1, ρ⃗ = {x, y}).

Тодi функцiя вiдхилення точок овалу вiд цiєї прямої буде мати вигляд

h(s) =
⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩
+D.

Припустимо, що для всiх точок дуги (
y

M1M2) вiдхилення h(s) > 0. Тодi для точок

дуги (
y

M2M1) вiдхилення h(s) < 0.
Розглянемо функцiю

f(s) = k ′(s)h(s).

Тодi f(s) ≥ 0 для усiх точок овалу, причому f(s) = 0 тiльки в iзольованих точках, а
значить

l∫
0

f(s) ds > 0,

де l — довжина овалу.
З iншого боку,

l∫
0

f(s) ds =

l∫
0

(⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩
+D

)
k ′(s) ds =

l∫
0

⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩
k ′(s) ds+D

l∫
0

k ′(s) ds =

l∫
0

⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩
k ′(s) ds+ k(s)

∣∣∣l
0
=

k
⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩∣∣∣l
0
−

l∫
0

k
⟨
τ⃗ , a⃗

⟩
ds =

l∫
0

⟨
− kτ⃗ , a⃗

⟩
ds =

l∫
0

⟨
ν⃗ ′, a⃗

⟩
ds =

l∫
0

⟨
ν⃗, a⃗

⟩′
ds =

⟨
ν⃗, a⃗

⟩∣∣∣l
0
= 0.

У цих обчисленнях ми використовували перiодичнiсть (з перiодом l) функцiй k(s),⟨
r⃗ (s), a⃗

⟩
,
⟨
ν⃗, a⃗

⟩
i другу формулу Френе.
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Ми прийшли до суперечностi припустивши, що у функцiї k ′(s) немає iншик точок
змiни знаку. Отже, на якiйсь дузi iснує як мiнiмум двi точки зi змiною знаку k ′(s),
тобто є ще двi вершини.

Наслiдок 1.6.1 Якщо число вершин овалу скiнченне, то воно парне.

Позначимо через α(s) – кут мiж дотичною до овалу i вiссю Ox. Тодi, обравши на овалi
iндуковану орiєнтацiю, отримаємо

k =
dα

ds
> 0

для усiх точок овалу. Це означає, що овал може бути параметризований в цiлому
параметром α.

Опорною функцiєю овалу називається вiдхилення початку координат вiдносно до-
тичної до овалу. Справедлива наступна лема.

Лема 1.6.1 Нехай h(α) – опорна функцiя овалу класу C4, параметризованого куто-
вим параметром α. Тодi для радiуса кривини овалу R(α) справедлива формула

R(α) = h(α) + h′′(α),

де похiдна обчислюється за параметром α.

Доведення. Оберемо на овалi iндуковану орiєнтацiю. Нехай r⃗ = r⃗ (α) – параметри-
зацiя овалу кутовим параметром α. За формулами Френе,

τ⃗ ′
s = kν⃗ =

dα

ds
ν⃗, ν⃗ ′

s = kτ⃗ = −dα
ds
τ⃗ .

Вiдносно параметру α формули Френе набувають простiшого вигляду, а саме,

τ⃗ ′
α = ν⃗, ν⃗ ′

α = −τ⃗ .

Для опорної функцiї h отримаємо вираз h(α) = −
⟨
r⃗ , ν⃗

⟩
. Тодi

h′ = −
⟨
r⃗ ′
α, ν⃗

⟩
−
⟨
r⃗ , ν⃗ ′

α

⟩
=
⟨
r⃗ , τ⃗

⟩
,

h ′′ =
⟨
r⃗ ′
α, τ⃗

⟩
+
⟨
r⃗ , τ⃗ ′

α

⟩
=
⟨
r⃗ ′
s

ds

dα
, τ⃗
⟩
+
⟨
r⃗ , ν⃗

⟩
= R+

⟨
r⃗ , ν⃗

⟩
= R− h.

Звiдки h ′′ + h = R.

Шириною овалу називається вiдстань мiж його паралельними дотичними. Нехай γ
– натурально параметризований овал i нехай ω(α) — ширина овалу, подана як функцiя
параметру α.

Твердження 1.6.6 Якщо γ – овал класу C4, то його довжина може бути знайдена
за формулою

l =

π∫
0

ω(α) dα.



36 РОЗДIЛ 1. ТЕОРIЯ КРИВИХ

Доведення. Нехай γ – овал i l – його довжина. Для спрощення мiркувань, роз-
мiстимо овал так, щоб вiн охоплював початок координат i оберемо на ньому iнду-
ковану орiєнтацiю. Тодi початок координат виявиться у "верхнiй" пiвплощинi вiд-
носно кожною дотичною, а значить h(α) > 0 для усiх точок овалу i бiльш того,
ω(α) = h(α) + h(α+ π). Виконаємо наступне нескладне обчислення.

l =

l∫
0

ds =

2π∫
0

ds

dα
dα =

2π∫
0

R(α) dα =

2π∫
0

(
h(α) + h′′(α)

)
dα =

2π∫
0

h(α) dα+

2π∫
0

h′′(α) dα =

2π∫
0

h(α) dα+ h′(α)
∣∣∣2π
0

=

π∫
0

h(α) dα+

2π∫
π

h(α) dα =

π∫
0

h(α) dα+

π∫
0

h(α+ π) dα =

π∫
0

(
h(α) + h(α+ π)

)
dα =

π∫
0

ω(α) dα.

Задачi.

• Довести, що регулярна крива класу C2 яка гомеоморфна колу i має кривину
k > 0 є опуклою кривою.

• Доведiть теорему про довжину овалу для овалiв класу C2.

Вказiвка: Покажiть, що ω(α) =
⟨
ρ⃗ (α+ π)− ρ⃗ (α), ν⃗ (α

⟩
.

• Точки овалу, в яких дотичнi до овалу паралельнi називаються протилежними.
Доведiть, що вiдрiзок, що з’єднує протилежнi точки на овалi сталої ширини
ортогональний вiдносно дотичних в цих точках.

• Нехай γ — овал i τ⃗ — одиничне дотичне векторне поле на γ. Доведiть, що τ⃗ ′′ ∥ τ⃗
принаймнi в 4-х точках.

• Нехай γ – плоска крива яка гомеоморфна колу. Нехай L(γ ) – її довжина, Q(γ )
– площа областi, що обмежена кривою γ . Тодi L2 ≥ 4πQ.

1.6.4 Обгортка сiмейства плоских кривих.

З наочної точки зору, обгортка сiмейства кривих на площинi — це крива, що в кожнiй
своїй точцi є дотичною хоча б до однiєї кривої сiмейства i кожним своїм вiдрiзком
дотична до нескiнченної кiлькостi кривих сiмейства. Таке означення потребує певної
формалiзацiї i уточнення об’єкту що розглядається.

Означення 1.6.7 Регулярним параметризованим сiмейством плоских регулярних
неявно заданих кривих називається множина

{γ α}α∈IR =
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ F (x, y;α) = 0, F 2
x + F 2

y ̸= 0
}
α∈IR

, (1.8)

де F : IR2(x, y) × IR1(α) → IR1 – гладка функцiя класу Ck(k ≥ 1) на своїй областi
визначення. Змiнна α називається параметром сiмейства.
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Тлумачення означення полягає в тому, що при кожному фiксованому значеннi пара-
метру α = α0 рiвняння F (x, y;α0) = 0 визначає неявно задану регулярну криву на
площинi.

Означення 1.6.8 Нехай
{
γ α

}
α∈IR – регулярне сiмейство регулярних кривих на

площинi, що задане рiвнянням F (x, y;α) = 0. Регулярна крива Γ =
{
x(t), y(t)

}
нази-

вається локальною обгорткою сiмейства
{
γ α

}
, якщо iснує функцiя α = α(t) така,

що виконуються наступнi умови:

(1) F (x(t), y(t), α(t)) ≡ 0;

(2) grad F ⊥ Γ′ в кожнiй точцi, що задовольняє (1);

(3) α′
t ̸= 0 на всьому iнтервалi змiни параметру t.

Умова (1) означає, що обгортка i певна крива сiмейства мають спiльну точку, умова (2)
означає, що в спiльнiй точцi обгортка i крива сiмейства мають спiльну дотичну, умова
(3) означає, що обгортка має єдину спiльну точку з кожною з кривих сiмейства. Умоiва
(3) означає також, що обгортку можна параметризувати параметром сiмейства.

Означення 1.6.9 Дискримiнантною множиною сiмейства плоских регулярних
кривих називається множина

D =
{
(x, y) ∈ IR2

∣∣ F (x, y;α) = 0, Fα(x, y;α) = 0
}
,

де F (x, y;α) – функцiя, що визначає сiмейство.

Твердження 1.6.7 Якщо обгортка Γ(t) = {x(t), y(t)} регулярного сiмейства регу-
лярних кривих iснує, то з необхiднiстю Γ ⊂ D.

Доведення. Дiйсно, нехай обгортка iснує. Тодi з умови (1) означення 1.6.8 випливає,
що Fxx

′
t + Fyy

′
t + Fαα

′
t = 0. З умови (2) означення випливає, що Fxx

′
t + Fyy

′
t = 0. А з

умови (3) означення випливає, що Fα = 0. Значить Γ ⊂ D.

На загал, дискримiнантна множина не спiвпадає з обгорткою. Має мiсце наступна
достатня умова iснування обгортки.

Твердження 1.6.8 Нехай F (x, y;α) = 0 – рiвняння щонайменше C2 - регулярно-
го сiмейства регулярних кривих. Вiдкрита пiдмножина дискримiнантної множини,
що визначається умовою

det

(
Fx Fy

Fxα Fyα

)
̸= 0

є локальною обгорткою сiмейства.

Доведення. Система рiвнянь {
F (x, y;α) = 0,
Fα(x, y;α) = 0,
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що визначає дискримiнантну множину, визначає вiдображення ϕ : IR3 → IR2 з матри-
цею Якобi (

Fx Fy Fα

Fxα Fyα Fαα

)
За умовою, ранг цiєї матрицi досягається на перших стовпцях. Тож за теоремою про
неявне вiдображення, iснує локальний розв’язок системи у виглядi гладких функцiй

x = x(t),
y = y(t),
α = t.

Очевидно, що в цьому випадку функцiя прикрiплення α(t), має вигляд α = t, а зна-
чить α′

t = 1 > 0 i розв’язок системи задовольняє умовам (1) – (3) означення обгортки.

Ремарка 1.6.2 Назагал, означення сiмейства плоских кривих не включає умови ре-
гулярностi кожної кривої сiмейства. Тож у дискримiнантнiй множинi можуть
мiстиися i особливi точки кривих сiмейства. Сiмейства плоских кривих виника-
ють також як iнтегральнi траекторiї розв’язку диверенцiального рiвняння виду
F (x, y(x), y′(x)) = 0. В такому разi обгортка сiмейства складається з точок, в яких
порушуються умови единостi розв’язку задачi Кошi. В дискримiнантну множину
входять i точки нерегулярностi iнтегральних траекторiй, тобто точки в яких по-
хiдна вiд вектор-функцiї, що парметризує траекторiю, дорiвнює нульовому вектору.
Докладнiше про обгортки6 та їх зв’язок з теорiїю катастроф7.

Дискримiнантна множина (i обгортка, якщо iснує) мiстить точки перетину нескiн-
ченно близьких кривих сiмейства. Дiйсно, розглянемо систему рiвнянь для знаходже-
ння точок перетину кривих γα i γα+∆α, а саме,{

F (x, y, α+∆α) = 0,
F (x, y, α) = 0.

Припустимо, що (x, y) є розв’язком системи. Тодi, як наслiдо системи

F (x, y, α+∆α)− F (x, y, α) = 0.

Перейшовши до границi

0 = lim
∆α→0

F (x, y, α+∆α)− F (x, y, α)
∆α

= Fα(x, y, α)

приходимо до висновку, що граничний розв’язок (x, y) задовольняє двом рiвянням, а
саме {F (x, y, α) = 0, Fα(x, y, α) = 0}. Це означає, що (x, y) ∈ D.

6Залгаллер А.А. Теория огибающих. М.: Наука, 1975.
7Брус Дж., Джиблин П. Кривые и особенности: Геометрическое введение в теорию особенностей.

М.: Мир, 1988.
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Обгортка однопараметричного сiмейства прямих.

Твердження 1.6.9 Сiмейство прямих на площинi

x cosα+ y sinα− h(α) = 0,

що параметризоване параметром α, має регулярну обгортку на всiх iнтервалах де
її радiус кривини R(α) = h+ h′′ ̸= 0. Параметричне рiвняння обгортки має вигляд

r⃗(α) = hn⃗(α) + h′t⃗(α),

де n⃗(α) = {cosα, sinα} поле одиничних нормалей сiмейства, t⃗(α) = {− sinα, cosα}.

Доведення.
Покладемо r⃗ = {x, y}. Тодi рiвняння сiмейства запишеться у виглядi

F (x, y;α) =
⟨
r⃗ , n⃗(α)

⟩
− h(α) = 0.

Задане сiмейство задовольняє достатнiй умовi з Твердження 1.6.8, тому обортку зна-
йдемо з системи {

F (x, y;α) =
⟨
r⃗ , n⃗

⟩
− h(α) = 0,

Fα(x, y;α) =
⟨
r⃗ , t⃗
⟩
− h′(α) = 0.

Оскiльки
⟨
n⃗, t⃗
⟩
= 0, то r⃗ легко знаходиться з отриманої системи, а саме

r⃗ (α) = hn⃗+ h′t⃗.

Вектор швидкостi обгортки

r⃗ ′
α = h′n⃗+ ht⃗− h′n⃗+ h′′t⃗ = (h+ h′′)⃗t.

Якщо позначити через s натуральний параметр на обгортцi, то ми маємо

τ⃗ (s)
ds

dα
= (h+ h′′)⃗t.

Зауважимо, що h(α) не що iнше як опорна функцiя обгортки, а з геометричного
тлумвчення параметру α випливає, що |dαds | = k, де k – кривина обгортки. Звiдси

R(α) = |h+ h′′|

Всюди де R(α) ̸= 0 параметризацiя обгортки параметром α є регулярною.

Твердження 1.6.10 Обгортка сiмейства прямих, що задана рiвнянням

A(α)x+B(α)y + C(α) = 0.

iснує на кожному промiжку змiни параметру α де вектор-функцiї N⃗ = {A,B} i
N⃗ ′ = {A′, B′} не колiнеарнi. Параметричне рiвняння обгортки має вигляд:

x(α) = −
(
C

B

)′/(A
B

)′

y(α) = −
(
C

A

)′/(B
A

)′
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Доведення. Задане сiмейство задовольняє достатнiй умовi з Твердження 1.6.8, тому
обортку знайдемо з системи{

A(α)x+B(α)y = −C(α),
A′(α)x+B′(α)y = −C ′(α).

Розв’язок цiєї системи можна подати у виглядi x(α) = −CB′−C′B
AB′−A′B = −

(
C
B

)′/(A
B

)′
,

y(α) = −AC′−A′C
AB′−A′B = −

(
C
A

)′/(B
A

)′
,

що i завершує доведення.

Каустiка, еволюта i евольвента.

Поняття каустики виникло в оптицi i означає мiсце згущення свiтлових променiв.
Нехай γ – плоска регулярна крива. Тодi t-еквiдистантою кривої γ називється крива
γ∗, точки якої знаходяться на вiдстанi t вiд точок γ вздовж нормалей до γ. Якщо
r⃗ = r⃗ (s) натуральна параметризацiя γ, то параметризацiя γ∗ запишеться у виглядi

ρ⃗ = r⃗ (s) + tν⃗(s), (1.9)

де ν⃗(s) – поле одиничних векторiв головних нормалей кривої γ. В оптицi t-
еквiдистанта iнтерпретується як хвильовий фронт в момент часу t, що був згенеро-
ваний джерелом γ. Вектор-функцiю 1.9 можна iнтерпретувати як сiмейство прямих
(променiв), що виходять з точок заданої кривої у напрямку нормалi до ней. Дискри-
мiнiнтна множина цоьго сiмейства (або обгортка, якщо iснує) мiстить точки перетину
нескiнченно близьких променiв, тобто каустiку. В геометрiї обгортка сiмейства нор-
малей плоскої кривої називається еволютою.

Твердження 1.6.11 На кожнiй дiльницi регулярної кривої де кривина k ̸= 0 iснує
еволюта. Параметричне рiвняння еволюти має вигляд

• ρ⃗ = r⃗ (s) + 1
k ν⃗(s) для натурально параметризованої кривої;

• ρ⃗ = r⃗ (t) + 1
kor
n⃗(t), де kor – орiєнтована кривина кривої i n⃗(t) = {−y′(t),x′(t)}√

(x′
t)

2+(y′t)
2

одиничний додатно орiєнтований вектор нормалi кривої r⃗ (t);

• в координатному виразi r⃗ (t) = {x(t), y(t)} рiвняння еволюти запишеться у
виглядi 

x̃ = x(t)− (x ′)2 + (y ′)2

x ′y ′′ − x ′′y ′ y
′,

ỹ = y(t) +
(x ′)2 + (y ′)2

x ′y ′′ − x ′′y ′ x
′,
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Доведення. Запишемо рiвняння сiмейства нормалей кривої у виглядi:

F (x, y; s) =
⟨
ρ⃗ − r⃗ (s), τ⃗ (s)

⟩
= 0,

де ρ⃗ =
{
x, y
}

радiус-вектор точки на нормалi. Зауважимо, що grad F = τ⃗ , а
d
ds grad F = kν⃗, де k – кривина кривої. Це означає, що на промiжках де k ̸= 0 виконанi
умови Твердження 1.6.8. Тож дискримiнiнтна множина збiгається з дискримiнантною
i може бути знайдена з системи{ ⟨

ρ⃗ − r⃗ (s), τ⃗ (s)
⟩
= 0,

−1 + k
⟨
ρ⃗ − r⃗ (s), ν⃗(s)

⟩
= 0.

З огляду на те, що вектори τ⃗ i ν⃗ одиничнi i взаємно ортогональнi, знаходимо

ρ⃗ = r⃗ (s) +
1

k
ν⃗(s).

Нехай тепер r⃗ = r⃗ (t) довiльна регулярна параметризацiя кривої. Позначимо

T⃗ = {x′t, y′t}, N⃗ = {−y′t, x′t}

додатно орiєнтований рухливий репер вздовж кривої. Тодi

• N⃗ � ν⃗ якщо репер (T⃗ , N⃗) орiєнтований однаково з репером (τ⃗ , ν⃗);

• N⃗ ↑↓ ν⃗ якщо репер (T⃗ , N⃗) орiєнтований протилежно до реперу (τ⃗ , ν⃗).

У першому випадку kor = k, у другому kor = −k. Але тодi в будь-якому випадку
1

kor
N⃗ � 1

k
ν⃗. Нормуючи вектор N⃗ , отримаємо

1

kor
n⃗ =

1

k
ν⃗, що i було потрiбно.

Для виводу координатного виразу рiвняння еволюти лостатньо скористатися ви-
разом для орiєнтованої кривини кривої у випадку не натуральної регулярної параме-
тризацiї.

Вектор-функцiю (1.9) ще можна розглядати як вiдображення

ρ⃗ : IR2(s, t)→ IR2(x, y).

В такiй iнтерпретпцiїї рiвняння (1.9) задають так зване нормальне експоненцiальне
вiдображення. Критичною точкою нормального експоненцiального вiдображення на-
зивається точка, в якiй ранг цього вiдображення не є максимальним. Матриця Якобi
вiдображення (1.9) складається iз стовбчикiв (ρ⃗ s, ρ⃗ t). Докладнiше,(

(1− kt)τ⃗ , ν⃗
)
.

Це вiдображення є локальним дифеоморфiзмом якщо t <
1

k
, а значить для t <

1

k
параметри (s, t) визначають локальну систему координат на площинi, яка називається
локальною напiвгеодезичною системою координат на площинi з базовою кривою γ .
Якщо ж t = 1

k , то настає падiння рангу цього вiдображення. Отже, множина точок
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нерегулярностi нормального експоненцiального вiдображення описується рiвнянням

ρ⃗ (s) = r⃗ (s) +
1

k
ν⃗(s) i спiвпадає з еволютою.

Поставимо зворотне запитання: яким має бути джерело випромiнювання, щоб
задана крива була каустiкою сiмейства мипромiнених променiв? Геометрично ця за-
дача полягає у знаходженнi кривої еволютою якої є задана крива.

Означення 1.6.10 Евольвентою8 плоскої кривої γ называється крива Γ для якої
γ є її еволютою.

Твердження 1.6.12 Для даної регулярної кривої γ , параметризованої вектор-
функцiєю r⃗ , iснує однопараметричне сiмейство її евольвент, що параметризуються
вектор-функцiєю

• ρ⃗ (s, c) = r⃗ (s) + (c− s)τ⃗ (s), якщо r⃗ = r⃗ (s) – натуральна параметризацiя;

• ρ⃗ (t, c) = r⃗ (t) +

(
c−

∫ t

t0

|r⃗ ′(θ)| dθ
)
r⃗ ′(t)

|r⃗ ′(t)|
, якщо r⃗ = r⃗ (t) – довiльна регулярна

параметризацiя,

c – довiльний параметр.

Доведення. Позначимо через ρ⃗ (s) радiус-вектор евольвенти, прийнявши в якостi
параметру натуральний параметр кривої γ . За означенням евольвенти,

ρ⃗ (s) = r⃗ (s) + λ(s)τ⃗ (s),

де τ⃗ (s) — одиничний вектор дотичної до γ i λ(s) – деяка функцiя. Диференцiюючи,
знаходимо

ρ⃗ ′ = τ⃗ + λ′τ⃗ + λkν⃗ = (1 + λ′)τ⃗ + λkν⃗.

Оскiльки напрямний вектор дотичної до Γ колiнеарний до вектору нормалi кривої γ ,
то функцiя λ(s) має задовольняти рiвнянню

λ′ + 1 = 0.

Звiдси знаходимо λ(s) = c−s, где c – константа iнтегрування. Аналiз випадку довiль-
ної регулярної параметризацiї кривої γ є легкою вправою.

Катакаустiкою9 кривої на площинi називається обгортка сiмейства променiв, вiд-
дзеркалених вiд кривої за законом геометричної оптики: кут падiння дорiвнює куту
вiддзеркалення.

8В англомовнiй лiтературi евольвенту називають iнволютою (involute).
9Термiн "катакаустiка" ймовiрно походить вiд назви працi Евклiда "Катоптрика де вiн вперше

сформулював вiдомий принцип: кут падiння дорiвнює куту вiддзеркалення. Геометрична оптика
отримала подальший розвиток в працях Аполлонiя з Перги, Дiокла, Птолемея i Анфемiя.
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Твердження 1.6.13 На плоску регулярну криву γ с кривиною k > 0, падає жмуток
паралельних променiв, якi мають напрямок вектора a⃗ (|⃗a| = 1). Якщо r⃗ = r⃗ (s)
натуральна параметризацiя γ , то параметричне рiвняння катакаустiки має вигляд

ρ⃗ = r⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗

⟩
2k

(
−
⟨
a⃗, τ⃗

⟩
τ⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗

⟩
ν⃗
)
, (1.10)

де τ⃗ , ν⃗ – вектори реперу Френе кривої γ .

Доведення. Позначимо кут мiж падаючим променем i вектором головної нормалi
через φ. Тодi

cosφ =
⟨
− a⃗, ν⃗

⟩
, sinφ =

⟨
− a⃗, τ⃗

⟩
,

тобто напрямний вектор сiмейства падаючих променiв розкладеться по векторах ре-
пера Френе у виглядi

−a⃗ = sinφτ⃗ + cosφν⃗.

За законами оптики, вiдбитий промiнь має напрямок

b⃗ = − sinφτ⃗ + cosφν⃗.

Вектори нормалi сiмейства вiдбитих променiв запишуться у виглядi

n⃗ = cosφτ⃗ + sinφν⃗,

а саме сiм’ю буде задано рiвнянням

F (x, y; s) =
⟨
ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)

⟩
= 0,

де ρ⃗ = {x, y} – радiус-вектор точок на вiдбитому променi. Обгортку будемо шукати з
системи { ⟨

ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)
⟩
= 0,

d
ds

⟨
ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)

⟩
= 0.

Маємо:
d

ds

⟨
ρ⃗− r⃗(s), n⃗(s)

⟩
= −

⟨
τ⃗ , n⃗

⟩
+
⟨
ρ⃗− r⃗(s), dn⃗(s)

ds

⟩
.

В свою чергу,

dn⃗(s)

ds
=
dφ

ds
b⃗+ cosφ(kν⃗) + sinφ(−kτ⃗) =

(
k +

dφ

ds

)
b⃗.

Таким чином знаходимо, що(
k +

dφ

ds

)⟨
ρ⃗− r⃗(s), b⃗

⟩
= cosφ

Оскiльки n⃗ i b⃗ одиничнi i взаємно ортогональнi, то рiвняння обгортки знаходиться в
виглядi

ρ⃗ = r⃗ +
cosφ(
k + dφ

ds

) b⃗ = r⃗ +
cosφ(
k + dφ

ds

) (− sinφτ⃗ + cosφν⃗). (1.11)
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Зауважимо тепер, що φ – це кут мiж головною нормаллю i фiксованим напрямком a⃗,
а значить dφ

ds = k. Тодi

ρ⃗ = r⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗
⟩

2k
(−
⟨
a⃗, τ⃗
⟩
τ⃗ +

⟨
a⃗, ν⃗
⟩
ν⃗),

що i було потрiбно довести.

Твердження 1.6.14 З початку координат на плоску регулярну криву γ с кривиною
k > 0 падає жмуток променiв. Якщо r⃗ = r⃗ (s) натуральна параметризацiя γ , то
параметричне рiвняння катакаустiки має вигляд

ρ⃗ = r⃗ +
r
⟨
a⃗, ν⃗

⟩
2kr +

⟨
a⃗, ν⃗

⟩(− ⟨ a⃗, τ⃗ ⟩τ⃗ +
⟨
a⃗, ν⃗

⟩
ν⃗
)
, (1.12)

де r = |r⃗ |, a⃗ = r⃗
r , а τ⃗ та ν⃗ – вектори репера Френе кривої γ .

Доведення. Позначимо r = |r⃗ |. Тодi напрям променiв, що виходять з початку коор-
динат визначатиметься ортом a⃗ = r⃗

r . Подальша логiка i обчислення iдентичнi логiцi
i обчисленням в доведеннi Твердження 1.10 до формули (1.11). Для обчислення dφ

ds
зауважимо, що − cosφ =

⟨
a⃗, ν⃗

⟩
, а тому

sinφ
dφ

ds
=
⟨ da⃗
ds
, ν⃗
⟩
− k
⟨
a⃗, τ⃗

⟩
=
⟨ da⃗
ds
, ν⃗
⟩
+ k sinφ.

Пiсля нескладного обчислення, знаходимо, що
da⃗

ds
= 1

r

(
τ⃗ + sinφ a⃗

)
. Як наслiдок,

dφ

ds
= k +

⟨
a⃗, ν⃗

⟩
r

,

що i завершує доведення.

Задачi.

• Запишiть рiвняння каустик (1.10) та (1.12) для довiльної регулярної параметри-
зацiї кривої.

• Нехай
{
γ α

}
– сiмейство плоских кривих. Позначимо через G – пiдмножину на

площинi, що покривається сiмейством
{
γ α

}
. Тодi ∂G ⊂ D.

• Нехай сiмейство плоских кривих задано рiвнянням{
f(x, y, α, β) = 0,

φ(α, β) = 0.

Покажiть, що точки дискримiнантної множини цього сiмейства задовольняють
системi рiвнянь 

f(x, y, α, β) = 0,

φ(α, β) = 0,

D(f, φ)

D(α, β)
= 0.
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• Нехай γ – регулярна крива, γ ∗ – її еволюта. Знайти кривi, що задовольняють
властивостi (γ ∗)∗ = γ .

1.7 Дотик кривих i поверхонь.

Нехай γ1 i γ2 – двi регулярнi плоскi кривi, якi мають загальну точку, тобто γ1∩γ2 = P .
В силу регулярностi, в околицi точки P мають мiсце локальнi завдання кривих γ1 i
γ2 у виглядi

γ1 : r⃗ = r⃗ (t) = {x(t), y(t)} P ↔ t = t0,

γ2 : φ(x, y) = 0 P ↔ (x0, y0).

Розглянемо функцiю
f(t) = φ(x(t), y(t)),

Тодi, очевидно, f(t0) = 0.

Означення 1.7.1 Кривi γ1 ∈ C∞ i γ2 ∈ C∞ мають в точцi P дотик порядку m,
якщо для функцiї f(t) = φ(x(t), y(t)) мають мiсце рiвностi

f(t0) = f ′(t0) = . . . = f (m)(t0) = 0, f (m+1)(t0) ̸= 0.

Вправа 1.7.1 Покажiть, що регулярна крива має зi своєю дотичною дотик порядку
m ≥ 1.

Вправа 1.7.2 Покажiть, що регулярна крива має зi своєю дотичною площиною до-
тик порядку m ≥ 2.

Вид регулярної плоскої кривої в околицi точки з ненульовою кривиною моделюється
певною параболою в наступному виглядi.

Твердження 1.7.1 Нехай γ — C2 регулярна плоска крива i P ∈ γ, причому кривина
k(P ) > 0. Тодi iснує парабола з вершиною в точцi P , яка має з γ дотик порядку
m ≥ 2.

Доведення. В околицi точки P введемо наступну систему координат. Нехай r⃗ (s)
натуральна параметризацiя кривої. Виберемо її так, що P ↔ s = 0. Паралельним
перенесенням початку координат можна добитися виконання умови r⃗ (0) = 0⃗. Спецi-
алiзуємо додатково систему координат так, що вiсь Ox направимо уздовж τ⃗ (0) , вiсь
Oy уздовж ν⃗(0). Тодi параметричне рiвняння{

x = x(s),

y = y(s)

кривої γ, будуть вiдповiдати умовам

x(0) = 0, y(0) = 0,

x′(0) = 1, y′(0) = 0,

x′′(0) = 0, y′′(0) = k(0).
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Розглянемо параболу γ̃ яка задана параметрично у виглядi

γ̃ :


x = t,

y =
1

2
k(0) t2.

Запишемо її рiвняння в неявнiй формi

y =
1

2
k(0)x2

та складемо функцiю f(s) = y(s)− 1
2 k(0)x

2(s). Тодi, очевидно,

f(0) = 0,

f ′(0) = (y′ − kxx′)|s=0 = 0,

f ′′(0) = (y′′ − k(x′)2 − kxx′′)|s=0 = 0,

що i означає дотик порядку m ≥ 2

Дотична коло плоскої кривої

Нехай γ – плоска крива i r⃗ = r⃗ (s) її натуральна параметризацiя.

Означення 1.7.2 коло, яка проходить через точку P на кривiй, i яка має з кривою
в точцi P дотик порядку m ≥ 2 називається дотичною колом кривої в точцi P . Її
центр називаеться центром кривини кривої, а радiус — радiусом кривини кривої в
точцi P .

Твердження 1.7.2 Геометричне мiсце центрiв кривини плоскої кривої збiгається
з еволютою.

Доведення. Рiвняння кола на площинi має вигляд⟨
r⃗ − r⃗ 0, r⃗ − r⃗ 0

⟩
= a2,

де r0 – координати центру кола i a – її радiус.
Нехай точцi P на кривiй вiдповiдає значення параметра s = s0. Розглянемо фун-

кцiю
f(s) =

⟨
r⃗ (s)− r⃗ 0, r⃗ (s)− r⃗ 0

⟩
− a2

Умова дотику нульового порядку запишеться у виглядi

f(s0) = 0

i означає, що коло проходить через точку P . Положення центру i радiус такої кола не
визначенi.

Умова дотику першого порядку запишеться у виглядi{
f(s0) = 0,

1
2f

′
s(s0) =

⟨
τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0
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означає, що коло, що має дотик з кривою порядку m ≥ 1 розташована так, що її центр
знаходиться на головнiй нормалi кривої в точцi P , але її радiус не визначений.

Умова дотику другого порядку запишеться у виглядi
f(s0) = 0,

1
2f

′
s(s0) =

⟨
τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0,

1
2f

′′
s (s0) = k(s0)

⟨
ν⃗(s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
+ 1 = 0.

Звiдси випливає, що коло, що має з кривою дотик порядку m ≥ 2 визначається одно-
значно. ЇЇ центр розташований на головнiй нормалi, а радiус дорiвнює 1

k . Бiльш того,
r⃗ (s0)− r⃗ 0 = − 1

k ν⃗(s0) або

r⃗ 0 = r⃗ (s0) +
1

k(s0)
ν⃗(s0).

Це означає, що центр кривини лежить на еволютi кривої яку ми розглядаємо. В силу
довiльного вибору точки P , значення s0 можна замiнити на довiльний параметр s
точок кривої i ми отримаємо рiвняння всiєї еволюти, а саме,

ρ⃗ (s) = r⃗ (s) +
1

k(s)
ν⃗(s),

де ρ⃗ (s) – координата центру дотичної кола для поточного значення параметра s.

Дотична сфера.

Означення 1.7.3 Нехай γ – регулярна крива. Сфера S2 називаеться дотичною сфе-
рою γ в точцi P ∈ γ , якщо S2 i γ мають в точцi P дотик порядку m ≥ 3.

Твердження 1.7.3 Якщо в декiй точцi P ∈ γ кривина k(P ) > 0 i крутiння κ ̸= 0,
то дотична сфера iснує i єдина. ЇЇ центр знаходиться в точцi

r⃗ 0 = r⃗ (P ) +
1

k
ν⃗(P )− k′

k2κ
β(P ),

а радiус дорiвнює

R =

√(
1

k

)2

+

(
k′

k2κ

)2

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗ (s) – натуральна параметризацiя кривої γ , а сфера задана
у такому виглядi: ⟨

r⃗ − r⃗ 0, r⃗ − r⃗ 0

⟩
= R2.

Припустимо, що точцi P ∈ γ вiдповiдає значення параметру s = s0. Складемо фун-
кцiю

f(s) =
⟨
r⃗ (s)− r⃗ 0, r⃗ (s)− r⃗ 0

⟩
−R2.

Крива i сфера мають в точцi P дотик порядку m ≥ 0, якщо

f(s0) = 0,
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тобто P = γ ∩ S2.
Крива i сфера мають в точцi P дотик порядку m ≥ 1, якщо


f(s0) = 0;

1

2
f ′(s0) = 0

∼

{ ⟨
r⃗ (s0)− r⃗ 0, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
−R2 = 0⟨

τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0.

Це означає, що сфера проходить через точку P i її центр лежить в нормальнiй
площинi.

Крива i сфера мають в точцi P дотик порядку m ≥ 2, якщо


f(s0) = 0,

f ′(s0) = 0,

1
2f

′′(s0) = 0,

∼


⟨
r⃗ (s0)− r⃗ 0, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
−R2 = 0⟨

τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0

1 +
1

k

⟨
ν⃗(s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0.

або 
⟨
r⃗ (s0)− r⃗ 0, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
−R2 = 0⟨

τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0⟨

ν⃗, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= −1

k
.

Це значить, що центр сфери знаходиться на прямiй, перпендикулярнiй до дотичної
площини, i яка проходить через точку на головнiй нормалi кривої, яка знаходиться

на вiдстанi
1

k
вiд точки P .

Нарештi, в разi дотика порядку m ≥ 3, маємо


f(s0) = 0,

1
2f

′(s0) = 0,

1
2f

′′(s0) = 0,

1
2f

′′′(s0) = 0.

∼



⟨
r⃗ (s0)− r⃗ 0, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
−R2 = 0,⟨

τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0,⟨

ν⃗, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= −1

k
,⟨

− kτ⃗ + κβ, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
+
⟨
ν⃗, τ⃗

⟩
− k ′

k2
= 0.

або, остаточно, 

⟨
r⃗ (s0)− r⃗ 0, r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
−R2 = 0,⟨

τ⃗ (s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= 0,⟨

ν⃗(s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
= −1

k
,⟨

β(s0), r⃗ (s0)− r⃗ 0

⟩
=

k ′

k2κ
.
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Ми отримали розкладання вектора r⃗ (s0)− r⃗ 0 за трьома векторами τ⃗ , ν⃗, β з коефiцi-

єнтами 0, −1

k
,
k ′

k2κ
, тобто ми можемо записати

r⃗ (s0)− r⃗ 0 = −
1

k
ν⃗(s0) +

k ′

k2κ
β(s0),

r⃗ 0 = r⃗ (s0) +
1

k
ν⃗(s0)−

k ′

k2κ
β(s0),

R =

√(
1

k

)2

+

(
k′

k2κ

)2

.

Вправа 1.7.3 Доказати, що крива, у якої k ̸= 0,κ ̸= 0 лежить на сферi тодi i
тiльки тодi, коли

κ
k

=

(
k ′

k2κ

)′
.

Як наслiдок, для будь-якої замкнутої кривої на сферi∫
κ
k
ds = 0.

Вправа 1.7.4 Геометричне мiсце центрiв дотичних сфер називається еволютою
просторової кривої. Запишiть рiвняння еволюти просторової кривої для випадку до-
вiльної регулярної параметризацiї.

1.8 Формулы Френе для кривой у En.

Репер Френе i формули Френе для кривої на площинi i в просторi мають природне
узагальнення на випадок достатньо регулярної кривої в En.

Теорема 1.8.1 Нехай γ – крива у En класу C∞. Нехай r⃗ = r⃗ (s) – її натуральна
параметризацiя. Тодi уздовж γ iснує поле ортонормованих векторiв (ξ⃗1, . . . , ξ⃗n), яке
задовольняє формулам виду

ξ⃗1
′ = k1ξ⃗2,

ξ⃗i
′ = −ki−1 ξ⃗i−1 + ki ξ⃗i+1, i = 2, . . . , n− 1;

ξ⃗n
′ = −kn−1ξ⃗n−1.

Функцiї ki називаються кривинами кривої, а вектори ξ⃗1, . . . , ξ⃗n називаються векто-
рами реперу Френе.

Доведення. Розглянемо на кривiй γ одиничне векторне поле дотичних векторiв r⃗ ′
s

i покладемо ξ1 = r⃗ ′
s. Обчислимо ξ⃗1 ′ i припустимо, що ξ⃗1 ′ ̸= 0 . Тодi покладемо

k1 = |ξ⃗1 ′|; ξ2 =
1

k1
ξ⃗1

′.
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Отримаємо першу формулу Френе, а саме

ξ⃗1
′ = k1ξ⃗2.

Здiйснимо подальшу побудову реперу Френе iндуктивно. Обчислимо ξ⃗2 ′. В силу оди-
ничностi вектору ξ⃗2, маємо

ξ⃗2
′ = a ξ⃗1 + η⃗,

де η⃗ ⊥ Lin(ξ⃗1, ξ⃗2). Легко побачити, що

a =
⟨
ξ⃗2

′, ξ⃗1
⟩
= −

⟨
ξ⃗2, ξ⃗2

′ ⟩ = −k1.
Припустимо, що η⃗ ̸= 0. Тодi покладемо

|η⃗| = k2; ξ⃗3 =
1

k2
η⃗.

Отже,
ξ⃗2

′ = −k1ξ⃗1 + k2ξ⃗3.

Обчислимо ξ⃗3 ′.
ξ⃗3

′ = a1ξ⃗1 + a2ξ⃗2 + η⃗,

де η⃗ ⊥ Lin(ξ⃗1, ξ⃗2, ξ⃗3). Тодi

a1 =
⟨
ξ⃗3

′, ξ⃗1
⟩
= −

⟨
ξ⃗3, ξ⃗1

′ ⟩ = −k⟨ ξ⃗3, ξ⃗2 ⟩ = 0,

a2 =
⟨
ξ⃗3

′, ξ⃗2
⟩
= −

⟨
ξ⃗3, ξ⃗2

′ ⟩ = −k2,
ξ⃗3

′ = −k2ξ⃗2 + η⃗.

Покладемо,

k3 = |η⃗|, ξ⃗4 =
1

k3
η⃗.

Тодi
ξ⃗3

′ = −k2ξ⃗2 + k3ξ⃗4.

Продовжуючи цей процес, ми знайдемо всi вектори реперу Френе. Остання формула
буде мати вигляд

ξ⃗n
′ = −kn−1ξ⃗n−1 + η⃗,

де η⃗ ⊥ Lin(ξ⃗1, . . . , ξ⃗n), а значить η = 0.

Ремарка 1.8.1 Крива у En не зобов’язана мати всi кривини нерiвнi 0. Можна по-
казати, що якщо деяка кривина km = 0 (m ≤ n), то крива лежить у площинi Em.
Так само, зауважимо, що кривина k1 вiдповiдає кривинi кривої у E3, а кривина k2
вiдповiдає крутiнню кривої у E3.

Вправа 1.8.1 Покажiть, що вищi кривини кривої, параметризованi довiльним ре-
гулярним параметром t, обчислюються за формулою

ki =
1

|r⃗ ′(t)|
Bi−1Bi+1

B2
i

,

де Bi =

√
Gram (r⃗ ′(t), . . . , r⃗ (i)(t)) – квадратний корiнь з визначника матрицi Грама,

яка побудована за похiдними вектор-функцiї r⃗ (t) до порядку i ≥ 1, а B0 := 1 за
визначенням.



Роздiл 2

Локальна теорiя поверхонь
Евклiдова простору E3.

2.1 Способи задання поверхонь. Дотична площина.

Позначимо через IR3(x, y, z) – афiнний простiр з Декартовими афiнними координа-
тами (x, y, z). Через E3(x, y, z) будемо позначати Евклiдiв простiр з зафiксованим
ортонормованим базисом. Нехай D ⊂ IR область (вiдкрита зв’язна пiдмножина) на
площинi IR2 з Декартовими координатами (u, v), що в подальшму називаються па-
раметрами. Вектор-функцiєю параметрiв (u, v) називається неперервне вiдображення
r⃗ : D(u, v)→ IR3, що задане у виглядi

r⃗ = {x(u, v), y(u, v), z(u, v)}. (2.1)

Функцiї x(u, v), y(u, v) i z(u, v) називаються координатними функцiями. Область
D(u, v) що мiститься в областi визначення координатних функцiй, називається обла-
стю параметрiв. Вектор-функцiя є неперервною тодi i тiльки тодi, коли неперервнi її
координатнi функцiї. Вектор-функцiя r⃗ (u, v) називається регулярною класу Ck, C∞

або Cω, якщо координатнi функцiї є регулярними класу Cm (m ≥ k), C∞ або ана-
лiтичними, вiдповiдно. Частинними похiдними вiд регулярної вектор-функцiї (2.1)
називаються вектор-функцiї

∂ur⃗ =

{
∂x

∂u
,
∂y

∂u
,
∂z

∂u

}
, ∂v r⃗ =

{
∂x

∂v
,
∂y

∂v
,
∂z

∂v

}
.

Для скорочення, частиннi похiднi вектор-функцiї також позначають як r⃗u та r⃗v.
Розглянемо неперервне вiдображення f : D → IR3, що задане неперервною вектор-

функцiєю (2.1). Образ f(D) = F ⊂ IR3 називається параметризованою поверхнею в
IR3 i спiвпадає з годографом вектор-функцiї r⃗ (u, v), а сама вектор-функцiя r⃗ (u, v)
називається параметризацiєю поверхнi. Рiзнi вектор-функцiї можуть мати один i той
же годограф. Наприклад, r⃗ = {u, v, uv} i r⃗ = {u, v, u2 − v2} є вiдображеннями IR2 →
IR3, що мають годографом поверхню гiперболiчного параболоїду. Тож параметризацiя
поверхнi визначена неоднозначно.

Подiбно до кривих, поверхнi роздiляються на елементарнi, простi i загальнi.
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Означення 2.1.1 Елементарною параметризованою поверхнею в IR3 називається
гомеоморфний образ вiдкритого диcку в IR2.

Оскiльки йдеться про гомеоорфiзм, то замiсть вiдкритого диску в означеннi можна
взяти будь-яку гомеоморфну диску пiдмножину. Наприклад, всю площину IR2.

Означення 2.1.2 Простою поверхнею в IR3 зв’язна пiдмножина в IR3, кожна то-
чна якої має окiл (в iндукованiй з IR3 топологiї), що гомеоморiфний до вiдкритого
диcку в IR2.

Таким чином, проста поверхня є локально елементарною.

Означення 2.1.3 Загальною поверхнею в IR3 називається неперервний образ про-
стої поверхнi, що є локальним гомеоморфiзмом.

Наведена класифiкацiя має топологiчну природу i потребує звуження для можливостi
застосування методiв математичного аналiзу. Головним об’єктом дослiджень диферен-
цiальної геометрiї поверхонь є регулярнi параметризованi поверхнi.

Означення 2.1.4 Регулярною параметризованою поверхнею в IR3 класу регулярно-
стi Ck називається зв’язна пiдмножина F ⊂ IR3, для кожної точки якої

(1) iснує окiл U = W ∩ F 2 в iндукованiй топологiї, що гомеоморфний вiдкритому
диску в D ⊂ IR2;

(2) iснує Ck (k ≥ 1) регулярна параметризацiя r⃗ : D → W , така що r⃗ (D) = U i
вектори r⃗u та r⃗v лiнiйно незалежнi для всiх (u, v) ∈ D.

Умова (2) в означеннi регулярної поверхнi еквiвалентна тому, що ранг матрицi Якобi

∂r⃗ = (r⃗ u, r⃗ v) =

 xu xv
yu yv
zu zv

 (2.2)

вiдображення (2.1) є максимальним i дорiвнює 2 на всiй областi визначення. В Евклi-
довому просторi E3 з Декартовими прямокутними координатами умова (2) регуляр-
ностi може бути записана у виглядi r⃗u × r⃗v ̸= 0⃗.

Регулярна парметризована поверхня має безлiч регулярних параметризацiй. Для
доведення ми скористаємося нерiвнiстю Сiльвестра.

Твердження 2.1.1 Якщо матриця A має розмiр m × k, а матриця B має розмiр
k × p, тодi для рангу їх добутку має мiсце нерiвнiсть

rg(A) + rg(B)− k ≤ rg(AB) ≤ min(rg(A), rg(B)). (2.3)

Твердження 2.1.2 Нехай r⃗ : D(u, v) → IR3 регулярна парметризацiя регулярної
поверхнi. Нехай φ : D(α, β)→ D(u, v) – дифеоморфiзм.1 Тодi вектор-функцiя ρ⃗ = r⃗ ◦φ
є регулярним вiдображенням ρ⃗ : D(α, β) → IR3, причому годографи вектор -функцiй
r⃗ i ρ⃗ спiвпадають.

1гладку сю’єктивне вiдображення зi всюди невиродженою матрицею Якобi.
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Доведення. З огляду на те, що φ – дифеоморфiзм, вектор-функцiї r⃗ i ρ⃗ мають одна-
ковi годографи. Згiдно з правилами диференцiювання складеної функцiї, матриця
Якобi ∂ρ⃗ вектор-функцiї ρ⃗ пов’язана з матрицями Якобi ∂r⃗ i ∂φ вектор-функцiї r⃗ i
вiдображення φ формулою2

∂ρ⃗ = ∂(r⃗ ◦ φ) = ∂r⃗ · ∂φ. (2.4)

Оскiльки rgφ = 2, то з нерiвностi Сiльвестна (2.3) негайно випливає, що rg ρ⃗ = rg r⃗ ,
що i завершує доведення.

Явно заданою поверхнею називається графiк функцiї z = f(x, y). Явно задана
поверхня параметризується вектор-функцiєю

r⃗ = {x, y, f(x, y)}

i є регулярною параметризованою поверхнею, клас регулярностi якої дорiвнює класу
регулярностi функцiї f(x, y). Вiдповiдна параметризацiя називається явною.

Твердження 2.1.3 В околi будь-якої своєї точки регулярна параметризована по-
верхня може бути параметризована явно.

Доведення. Нехай q – довiльна точка регулярної параметризованої поверхнi F ⊂ IR3

i r⃗ = {x(u, v), y(u, v), z(u, v)} – регулярна параметризацiя її околу Uq. Оскiльки ранг
матрицi (2.2) дорiвнює 2, то не зменшуючи загальностi будемо вважати, що

det

(
xu xv
yu yv

)
(q) ̸= 0.

За неперервнiстю, iснує певний окiл Vq ⊂ Uq такий, що

det

(
xu xv
yu yv

)
(Vq) ̸= 0.

За цiєї умови, за теоремою про обернене вiдображення, вiдображення

h :

{
x = x(u, v),
y = y(u, v)

має на околi Vq обернене того ж класу регулярностi. Пiсля пiдстановки обернено-
го вiдображення (u = u(x, y), v = v(x, y)) до початкової параметризацiї, отримаємо
вектор-функцiю

r⃗ = {x, y, z(u(x, y), v(x, y)} = {x, y, f(x, y)},

визначену на областi значень3 E(h) вiдображення h, яка визначає явну параметриза-
цiю поверхнi над областю E(h).

2Так званим, цiпним правилом диференцiювання складеної функцiї.
3Зауважимо, що вiдображення f є дифеоморфiзмом Vq

f
≈ E(h), де E(f) – область значень вiд-

ображення f . Тож E(h) дiйсно є областю, тобто вiдкритою i зв’язною множиною.
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Поверхнею в IR3(x, y, z), що задана неявно називається множина точок, координа-
ти яких задовольняють рiвнянню

Φ(x, y, z) = 0

для де-якої функцiї змiнних (x, y, z). Сформульоване означення є зашироким в то-
му розумiннi, що без додаткових обмежень навiть для аналiтичної функцiї рiвняння
Φ(x, y, z) = 0 не визначає поверхню в IR3. Наприклад, множина розв’язкiв рiвняння
x2+y2+z2+1 = 0 є порожньою, хоча сама функцiя є полiномом. Вiдповiдне уточнення
мiститься в означеннi регулярної неявно заданої поверхнi.

Означення 2.1.5 Регулярною класу Ck неявно заданою поверхнею в IR3(x, y, z) на-
зивається кожна зв’язна компонента множини точок, координати яких задоволь-
няють рiвнянню Φ(x, y, z) = 0, де функцiя Φ задовольняє умовам

(1) Φ(x, y, z) є регулярною функцiєю класу Ck;

(2) grad Φ = {Φx,Φy,Φz} ̸= {0, 0, 0} для всiх точок розв’язку.

В iнших термiнах, умова (2) означення 2.1.5 означає, що для всiх точок повного про-
образу Φ−1(0) ранг матрицi Якобi вiдображення Φ : IR3 → IR1, що задається функцiєю
Φ(x, y, z), є максимальним i дорiвнює 1. Точка 0 ∈ IR1 при цьому називається регу-
лярним значенням вiдображення Φ.

Твердження 2.1.4 Для будь-якої точки регулярної неявно заданої поверхнi класу
Ck iснує окiл, що є годографом Ck – регулярної явної параметризацiї.

Доведення. Позначимо F = Φ−1(0) i нехай q ∈ F – довiльна точка з F . Позначио
через Fq зв’язну компоненту точки q. Тодi iснує окiл Wq ⊂ IR3 такий, що4

Wq ∩ F =Wq ∩ Fq.

Обмеження Φ|q : Wq → IR1 вiдображення Φ на окiл Wq є Ck - гладкою функцiєю,
що задовольняє умовам iснування неявної функцiї. Позначимо через (xq, yq, zq) ∈ IR3

координати точки q. Оскiльки (grad Φ|q)(q) ̸= 0⃗, то не зменшуючи загальностi будемо
вважати, що (Φ|q)z(q) ̸= 0. За теоремою по неявну функцiю, iснують околи U(xq ,yq) ⊂
IR2 i Vzq ⊂ IR1 i функцiя φ : U(xq ,yq) → Vzq такi, що U(xq ,yq) × Vzq ⊂Wq i

Φ|q(x, y, φ(x, y)) ≡ 0

для всiх (x, y) ∈ U(xq ,yq). Причому φ ∈ Ck. Отже, множина розв’язкiв рiвняння
Φ|q(x, y, z) = 0 спiвпадає з годографом Ck- регулярної вектор-функцiї

r⃗ : U(xq ,yq) → U(xq ,yq) × Vzq ⊂ IR
3

виду r⃗ = {x, y, φ(x, y)}, що i завершує доведення.

Як висновок, дослiдження локальної геометрiї регулярних поверхонь зводиться до
дослiдження геометрiї елементарних параметризованих поверхонь, бiльше того –
явно заданих.

4Якщо будь-який окiл точки q має непустий перетин з iншою зв’язною компонентою, то q є для
неї межовою. Але зв’язнi компоненти замкненi. Отже точка q є спiльною для двох рiзних зв’язних
компонент, що неможливо.
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Ремарка 2.1.1 Аналогiчно випадку регулярних кривих, регулярнi поверхнi в IR3 за-
даються регулярними вiдображеннями. Так, регулярна параметризована поверхня
задається вiдображенням r⃗ : IR2 → IR3 ранг матрицi Якобi якого дорiвнює 2 (умо-
ва r⃗ u × r⃗ v ̸= 0⃗). А регулярна неявно задана поверхня задається вiдображенням
Φ : IR3 → IR1, ранг матрицi якого дорiвнює 1 (умова grad Φ = {Φx,Φy,Φz} ̸= 0⃗)

Означення 2.1.6 Нехай F ⊂ IR3 регулярна параметризована поверхня i r⃗ :
D(u, v) → IR3(x, y, z) її локальна параметризацiя. Параметризованою кривою на по-
верхнi називається годограф складеної вектор-функцiї γ⃗ : I → IR3, а саме

γ⃗ = r⃗ ◦ γ = {x(u(t), v(t)), y(u(t), v(t)), z(u(t), v(t))} (2.5)

де γ : I → D(u, v) парметризацiя кривої в областi параметрiв, а саме

γ = {u(t), v(t)} (t ∈ I). (2.6)

Будемо говорити, що вектор-функцiя (2.5) визначає зовнiшню парметризацiю кривої
на поверхнi, а вектор-функцiя (2.6) визначає внутрiшню параметризацiю цiєї кривої.
За цiпним правилом

γ⃗ ′ = ∂r⃗ · γ ′

i з нерiвностi Сiльвестра (2.3) випливає, що γ⃗ ′ ̸= {0, 0, 0} за умови γ ′ ̸= {0, 0}. Тож
регулярним кривим в областi параметрiв вiдповiдають регулярнi кривi на поверхнi i
навпаки.

Означення 2.1.7 Нехай F ⊂ IR3 – регулярна параметризована поверхня i q ∈ F
– фiксована точка. Дотичною площиною до поверхнi F в точцi q називається пло-
щина, що мiстить всi дотичнi вектори до всiх регулярних кривих якi лежать на
поверхнi i проходять через точку q.

Дотична площина до поверхнi F в точцi q ∈ F позначається як TqF . Коректнiсть
означення дотичної площини мiститься в наступному твердженнi.

Твердження 2.1.5 В кожнiй точцi регулярної параметризованої поверхнi дотична
площина iснує. Базис дотичної площини складають вектори r⃗u(q) та r⃗v(q), де r⃗ =
r⃗ (u, v) будь-яка регулярна параметризацiя поверхнi.

Доведення. Нехай q – точка на поверхнi F i нехай точцi q вiдповiдають параметри
(u0, v0) ∈ D(u, v) при регулярнiй параметризацiї r⃗ : D(u, v) → IR3. Нехай γ : I →
D(u, v) – регулярна крива в областi параметрiв, що походить через точку (u0, v0).
Припустимо, γ (t0) = (u0, v0). Для вiдповiдної кривої на поверхнi γ⃗ = r⃗ ◦ γ маємо

γ⃗ ′(t0) = (∂r⃗ · γ ′)|t=t0 =
(
r⃗u(u0, v0), r⃗v(u0, v0)

)( u′t(t0)
v′t(t0)

)
= r⃗u(q)u

′(t0) + r⃗v(q)v
′(t0).

Це означає, що дотичний вектор до кривої на поверхнi в точцi q ∈ F є лiнiйною
комбiнацiєю векторiв r⃗u(q) i r⃗v(q).

Тепер покажимо, що будь-який вектор, що є лiнiйною комбiнацiєю векторiв r⃗u(q) i
r⃗v(q) є дотичним до де-якої регулярної кривої на поверхнi. Нехай a⃗ = a1r⃗u(q)+a

2r⃗v(q).
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Розглянемо в областi параметрiв криву γ = {u0+a1t, v0+a2t}. Тодi крива на поверхнi
γ⃗ = r⃗ (u0 + a1t, v0 + a2t) проходить через точку q при t = 0, причому

γ⃗ ′(q) = a1r⃗u(q) + a2r⃗v(q) = a⃗.

Таким чином, TqF iснує її напрямний простiр спiвпадає з лiнiйною оболонкою
векторiв r⃗u(q) та r⃗v(q).

Наслiдок 2.1.1 Нехай r⃗ = r⃗ (u, v) регулярна параметризацiя поверхнi F ⊂ IR3. В
точцi з параметрами (u, v)

• параметричне рiвняння дотичної площини має вигляд

ρ⃗ = r⃗ (u, v) + λr⃗u(u, v) + µr⃗v(u, v);

• загальне рiвняння дотичної площини має вигляд

det
(
ρ⃗ − r⃗ (u, v), r⃗u(u, v), r⃗v(u, v)

)
,

де ρ⃗ = {x, y, z} – радiус-вектор точок на дотичнiй площинi.

В Евклiдовому просторi E3 вектор N⃗ = r⃗u × r⃗v є вектором нормалi до дотичної пло-
щин. Тому загальне рiвняння дотичної площини можна записати у виглядi мiшаного
добутку (

ρ⃗ − r⃗ (u, v), r⃗u(u, v), r⃗v(u, v)
)
= 0.

Замiна параметризацiї поверхнi в околi точки призводить до лiнiйного перетворе-
ння базису дотичної площини, матрицею якого є матриця Якобi перетворення коор-
динат.

Твердження 2.1.6 Нехай r⃗ = D(u, v) → IR3 – регулярна параметризацiя поверхнi
F ⊂ IR3. Тодi

(1) якщо φ : D(α, β) → D(u, v) дифеоморфiзм замiни параметрiв i ρ⃗ = r⃗ ◦ φ –
вектор-функцiя нової параметризацiї, то в кожнiй точцi поверхнi базиснi ве-
ктори дотичної площини TqF пов’язнанi перетворенням

(ρ⃗ α, ρ⃗ β
) = (r⃗u, r⃗v) · ∂φ,

де ∂φ – матрицi Якобi перетворення координат;

(2) для будь-якої точки q ∈ F i пари лiнiйно незалежних векторiв a⃗, b⃗ ⊂ TqF iснує
така регулярна парметризацiя ρ⃗ : D(α, β)→ IR3 в околi точки q, що

r⃗α(q) = a⃗, r⃗
β
(q) = b⃗.
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Доведення. Твердження (1) є геометричною iнтерпретацiєю формули (2.4). Нехай
тепер q – довiльна точка поверхнi F i нехай (u0, v0) – парметри, що вiдповiдають
цiй точцi. Нехай a⃗ = a1r⃗u(q) + a2r⃗v(q) i b⃗ = b1r⃗u(q) + b2r⃗v(q) два лiнiйно незалежних
вектори на TqF . Розглянемо лiнiйне перетворення координат φ : D(α, β) → D(u, v)
виду

φ :

{
u = αa1 + βb1 + u0,
v = αa2 + βb2 + v0.

Тож маємо φ(0, 0) = (u0, v0) i

∂φ =

(
∂u
∂α

∂u
∂β

∂v
∂α

∂v
∂β

)
=

(
a1 b1

a2 b2

)
, det ∂φ = det

(
a1 b1

a2 b2

)
̸= 0

з огляду на лiнiйну незалежнiсть векторiв a⃗ i b⃗. Як висновок, в точцi q

(ρ⃗ α, ρ⃗ β
)(q) = (r⃗u, r⃗v)(q)

(
a1 b1

a2 b2

)
=
(
r⃗u(q)a

1 + r⃗v(q)a
2, r⃗u(q)b

1 + r⃗v(q)b
2
)
=
(
a⃗, b⃗
)
.

Наслiдок 2.1.2 В околi будь-якої точки q ∈ F регулярної поверхнi F ⊂ E3 iснує
така регулярна параметризацiя r⃗ : D(u, v)→ E3, що

|r⃗u(q)| = 1, |r⃗v(q)| = 1,
⟨
r⃗u, r⃗v

⟩
(q) = 0.

Твердження 2.1.7 Нехай F ⊂ E3 – регулярна неявно задана поверхня в Евклiдово-
му просторi i Φ(x, y, z) = 0 її рiвняння. Тодi

• вектор grad Φ є вектором нормалi до дотичної площини в кожнiй точцi F ;

• рiвняння дотичної площини в точцi (x0, y0, z0) ∈ F має вигляд⟨
ρ⃗ − r⃗0, grad Φ

⟩
= 0,

де r⃗0 = {x0, y0, z0} – радiус-вектор точки на поверхнi i ρ⃗ = {x, y, z} – радiус-
вектор точок на дотичнiй площинi.

Доведення. Нехай q(x0, y0, z0) – довiльна точка на F i нехай γ⃗ (t) = {x(t), y(t), z(t)}
– довiльна регулярна крива, що проходить через точку q. Нехай точцi q вiдповiдає
значення параметру t = t0. Тодi маємо

Φ(x(t), y(t), z(t)) ≡ 0,

а значить
Φxx

′
t +Φyy

′
t +Φzz

′
t ≡ 0.

Тож в точцi q ⟨
grad Φ(q), γ⃗ ′(t0)

⟩
= 0.

З огляду на довiльнiсть кривої, вектор grad Φ(q) ортогональний до дотичної площини
поверхнi, що проходить через точку q.

Згiдно з висновками роздiлу 2.1, в подальшому переважно будемо розглядати ре-
гулярнi параметризованi поверхнi в Евклiдовому просторi E3 з фiксованим ортонор-
мованим базисом e⃗1, e⃗2, e⃗3 i декартовою прямокутною системою координат.
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Деякi вiдомостi з лiнiйної алгебри.

Нехай два вектори a⃗ i b⃗ в E3 розкладенi за ортонормованим базисом

a⃗ = a1e⃗1 + a2e⃗2 + a3e⃗3, b⃗ = b1e⃗1 + b2e⃗2 + b3e⃗3. (2.7)

Тодi їх скалярний добуток обчислиться за формулою
⟨
a⃗, b⃗
⟩

= a1b1 + a2b2 + a3b3.

Поставимо у вiдповiднiсть векторам a⃗ i b⃗ матрицi-стовбчики

a⃗→

 a1

a2

a3

 = a, b⃗→

 b1

b2

b3

 = b.

Тодi скалярний добуток векторiв a⃗ i b⃗ може бути записаний у виглядi матричного
добутку, а саме ⟨

a⃗, b⃗
⟩
= (b1, b2, b3) ·

 a1

a2

a3

 = bta = atb,

де (·)t означає транспонування.
Матрицею Грама пари векторiв a⃗ i b⃗ називається матриця, що складається з по-

парних скалярних добуткiв векторiв a⃗ i b⃗, тобто матриця

g =

(
|⃗a|2

⟨
a⃗, b⃗
⟩⟨

a⃗, b⃗
⟩
|⃗b |2

)
.

Визначник матрицi Грама

det

(
|⃗a|2

⟨
a⃗, b⃗
⟩⟨

a⃗, b⃗
⟩
|⃗b |2

)
= |⃗a|2 |⃗b |2 −

⟨
a⃗, b⃗
⟩2

= |⃗a× b⃗ |2.

Тому вектори a⃗ i b⃗ лiнiйно незалежнi тодi i тiльки тодi, коли їх матриця Грама неви-
роджена.

Нехай a⃗ i b⃗ лiнiйно незалежнi. Складемо матрицю

Q =

 a1 b1

a2 b2

a3 b3

 ,

стовбчики якої складаються з координат векторiв a⃗ i b⃗ у розкладаннi (2.7). З очеви-
днiстю,

QtQ =

(
a1 a1 a3

b2 b2 b3

) a1 b1

a2 b2

a3 b3

 =

(
|⃗a|2

⟨
a⃗, b⃗
⟩⟨

a⃗, b⃗
⟩
|⃗b |2

)
= g.

Нехай
X⃗ = X1a⃗+X 2⃗b, Y⃗ = Y 1a⃗+ Y 2⃗b (2.8)
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два вектори, що розкладенi за базисом (⃗a, b⃗). Введемо в розгляд матрицi-стовбчики

X =

(
X1

X2

)
, Y =

(
Y 1

Y 2

)
,

що утворенi з "внутрiшнiх" координат векторiв X⃗ та Y⃗ в площинi векторiв a⃗ i b⃗. Тодi
розкладання (2.8) вiдносно базису (e⃗1, e⃗2 e3) можна записати у виглядi

X⃗ = (QX)1e⃗1+(QX)2e⃗2+(QX)3e⃗3 :=
−−→
QX, Y⃗ = (QY )1e⃗1+(QY )2e⃗2+(QY )3e⃗3 :=

−−→
QY .

Як наслiдок ⟨
X⃗, Y⃗

⟩
=
⟨−−→
QX,

−−→
QY

⟩
= (QY )t(QX) = Y t(QtQ)X = Y tgX. (2.9)

Скалярний добуток
⟨
X⃗, Y⃗

⟩
векторiв, що компланарнi лiнiйно незалежним векторам a⃗

i b⃗, у розкладаннi за базисом в E3 будемо називати зовнiшнiм, а у розкладаннi за бази-
сом (⃗a, b⃗) – внутрiшнiм, або iндукованим. Iз формули (2.9) випливає, що внутрiшнiй
скалярний добуток визначається симетричною бiлiнiйною формою

g(X,Y ) = Y tgX = g11X
1Y 1 + g12(X

1Y 2 +X2Y 1) + g22X
2Y 2,

де g – матриця Грама векторiв базису (⃗a, b⃗). За формулою (2.9),⟨
X⃗, Y⃗

⟩
= g(X,Y ).

Вiдповiдна симетрична квадратична форма g(X,X) визначає квадрат довжини ве-
ктора X⃗, а саме

|X⃗|2 = g(X,X) = g11(X
1)2 + 2g12X

1X2 + g22(X
2)2.

Iнодi для позначення внутрiшнього скалярного добутку замiсть g(X,Y ) використову-
ють позначення

⟨
X,Y

⟩
g
.

2.2 Перша фундаментальна форма поверхнi

Угода про позначення. В подпльшому будемо використовувати поряд з позначення-
ми Гауса для параметрiв на поверхнi (u, v) iндексованi параметри (u1, u2), шо пов’язанi
з позначеннями Гауса угодою u1 = u, u2 = v. Замiсть r⃗u та r⃗v будемо використовува-
ти позначення ∂1r⃗ та ∂2r⃗ в розумiннi частинної похiдної вiд r⃗ за першим та другим
параметром, вiдповiдно.

Правило Ейнштейна запису суми добуткiв полягає в розумiннi за замовчуванням
суми за однаковими нижнiми i верхнiми iндексами за всiм дiапазоном змiни iндексiв

без використання традицiйного символу суми
∑

. Наприклад, замiсть
n∑

i=1
aibi пише-

ться aibi, замiсть
n∑

i=1

n∑
k=1

gika
ibk пишеться gika

ibk i тому подiбне. Правило Ейнштйна

значно спрощує запис громiздких виразiв, що мiстить велику кiлькiсть символiв
∑

.
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Нехай F ⊂ E3 поверхня i нехай r⃗ : D(u1, u2) → E3 її локальна регулярна пар-
метризацiя. Розглянемо дотичну площину TqF до поверхнi в точцi q ∈ F . Базис TqF
складають частиннi похiднi ∂1r⃗ (q) та ∂2r⃗ (q).

Нехай X⃗, Y⃗ ∈ TqF – дотичнi вектори до F з внутрiшнiми координатами

X =

(
X1

X2

)
, Y =

(
Y 1

Y 2

)
,

вiдповiдно. Тобто X⃗ = (Xi∂ir⃗ )(q), Y⃗ = (Y i∂ir⃗ )(q). За формулою (2.9) отримаємо⟨
X⃗, Y⃗

⟩
= Y tgqX,

де

gq =

(
|∂1r⃗ |2

⟨
∂1r⃗ , ∂2r⃗

⟩⟨
∂1r⃗ , ∂2r⃗

⟩
|∂2r⃗ |2

)
(q)

матриця Грама системи базисних векторiв TqF . Симетрична бiлiнiйна форма g : TqF×
TqF → R що визначає скалярний добуток векторiв X⃗, Y⃗ ∈ TqF формулою

gq(X,Y ) = Y tgqX = gij(q)X
iY j = g11(q)X

1Y 1 + g12(q)(X
1Y 2 +X2Y 1) + g22(q)X

2Y 2,

в кожнiй точцi q ∈ F через їх внутрiшнi координати називається першою фундамен-
тальною формою поверхнi в точцi q. З огляду на довiльнiсть обраної точки, перша
фундаментальна форма поверхнi визначається наступним чином.

Означення 2.2.1 Нехай F ⊂ E3 регулярна параметризована поверхня i r⃗ :
D(u1, u2) → E3 її регулярна парметризацiя. Першою фундаментальною формою по-
верхнi на областi парметрiв D(u1, u2) називається симетрична бiлiнiйна форма, що
визначена на внутрiшнiх координатах дотичних векторних полiв на поверхнi фор-
мулою

g(X,Y ) = Y tgX = gijX
iY j = g11X

1Y 1 + g12(X
1Y 2 +X2Y 1) + g22X

2Y 2.

Матриця

g =

(
|∂1r⃗ |2

⟨
∂1r⃗ , ∂2r⃗

⟩⟨
∂1r⃗ , ∂2r⃗

⟩
|∂2r⃗ |2

)
= (∂r⃗ )t(∂r⃗ ), (2.10)

де ∂r⃗ – матриця Якобi параметризацїї поверхнi F , називається матрицею першої
фундаментальної форми поверхнi.

Нехай γ : I(t) → D(u1, u2) регулярна крива в областi параметрiв i γ⃗ = r⃗ ◦ γ
ї ї образ на поверхнi при параметризацiї r⃗ : D(u1, u2) → E3. Тодi γ⃗ – регурярна
параметризована крива в E3 i для її натурального параметру має мiсце формула

s(t) =

t∫
t0

|γ⃗ ′(θ)|dθ.

З iншого боку γ⃗ ′ = (r⃗ ◦ γ )′ = ∂r⃗ · γ ′. Тому

|γ⃗ ′|2 =
⟨
γ⃗ ′, γ⃗ ′ ⟩ = (∂r⃗ ·γ ′)t(∂r⃗ ·γ ′) = (γ ′)t(∂r⃗ )t(∂r⃗ )γ ′ = (γ ′)t(g◦γ )γ ′ = (g◦γ )(γ ′, γ ′).
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Отже уздовж кривої γ⃗ натуральний i довiльний регулярний параметри пов’язанi фор-
мулою (

ds

dt

)2

= gij(u
1(t), u2(t))

dui

dt

duj

dt
. (2.11)

Означення 2.2.2 Симетрична додатно визначена диференцiальна форма, що ви-
значається на областi параметрiв D(u1, u2) формулою

ds2 = gij(u
1, u2) dui duj , (2.12)

називається диференцiальною першою фундаментальною формою поверхнi в областi
D(u1, u2).

Ремарка 2.2.1 З виразу (2.12) очевидно, що диференцiальну першу фундаментальну
форму можна задавати без використання параметризацiї поверхнi. Образно кажу-
чи, перша фундаментальна форма "живе" на областi параметрiв D(u1, u2) i ви-
ражає квадрат диференцiалу натурального паметру довiльної регулярної кривої на
поверхнi за умови iснування парметризацiїї r⃗ : D(u1, u2) → E3 для якої наперед за-
дана матриця g пов’язана з параметризацiєю r⃗ формулою (2.10). Умови iснування
вiдповiдної параметризацiї мiстяться в основнiй теоремi теорiї поверхонь, а саме
в теоремi Бонне.

Коефiцiєнти першої фундаментальної форми залежать вiд вибору параметризацiї.
Нехай φ : G2(v1, v2) → D2(u1, u2) дифеоморфiзм перепараметризацiї, заданий систе-
мою функцiй

φ :

{
u1 = ui(v1, v2),

u2 = ui(v1, v2).

З iнварiантностi натурального парметру i формули (2.12) випливає

ds2 = gij du
iduj = (g ◦ φ)ij

∂ui

∂vk
∂uj

∂vm
dvk dvm

Отже, матриця першої фундаментальної форми g вiдносно параметрiв (u1, u2) по-
в’язана з матрицею першої фундаментальної форми g̃ вiдносно параметрiв (v1, v2)
формулою

g̃km = (g ◦ φ)ij
∂ui

∂vk
∂uj

∂vm
. (2.13)

Матричний вираз для перетворення (2.13) можна також з формул (2.1.6) та (2.10). А
саме, при замiнi параметризацiї ρ⃗ = r⃗ ◦ φ маємо

g̃ = (∂ρ⃗ )t(∂ρ⃗ ) = (∂r⃗ ∂φ)t(∂r⃗ ∂φ) = (∂φ)t(∂r⃗ )t(∂r⃗ )∂φ = (∂φ)t(g ◦ φ)∂φ, (2.14)

де ∂φ =
(
∂u
∂v

)
– матриця Якобi перетворення координат.

Ремарка 2.2.2 З формули (2.14) випливає, що додатна визначенiсть першої фун-
даментальної форми зберiгається при перетвореннi координат, адже

det g̃ =

(
det
(∂u
∂v

))2

det(g ◦ φ) =
(
det
(∂u
∂v

))2

(det g) ◦ φ. (2.15)
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2.2.1 Першi фундаментальнi форми деяких поверхонь.

Площина E2 ⊂ E3. Розглянемо площину у E3, яка задана у параметричнiй формi

r⃗ = r⃗ 0 + ua⃗+ v⃗b,

де a⃗ i b⃗ – сталi вектори, над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ −∞ < u < +∞,−∞ < v < +∞}.

Тодi ∂1r⃗ = a⃗, ∂2r⃗ = b⃗. Тому

g11 =
⟨
a⃗, a⃗

⟩
= |⃗a |2, g12 =

⟨
a⃗, b⃗
⟩

g22 =
⟨
b⃗, b⃗
⟩
= |⃗b |2

є сталими величинами. Якщо вектори a⃗ i b⃗ одиничнi i взаємно ортогональнi, то перша
фундаментальна форма площини запишеться у виглядi

ds2 = du2 + dv2.

Явно задана поверхня. Її параметриpацiя записується у виглядi

r⃗ = {x, y, f(x, y)}

над областю параметрiв D(x, y) = D(f) i тому ∂1r⃗ = {1, 0, fx}, ∂2r⃗ = {0, 1, fy} Тож
перша квадратична форма явно заданої поверхнi набуде вигляду

ds2 = (1 + f2x)dx
2 + 2fxfy dxdy + (1 + f2y )dy

2.

Сфера S2(R) ⊂ E3. Параметризуємо сферу вектор-функцiєю

r⃗ = R
{
sinu cos v, sinu sin v, cosu

}
над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ 0 < u < π, 0 < v < 2π}.

Тодi
∂1r⃗ = R{cosu cos v, cosu sin v,− sinu},
∂2r⃗ = R{− sinu sin v, sinu cos v, 0}.

Для матрицi першої фундаментальної форми отримаємо вираз

g =

(
R2 0
0 R2 sin2 u

)
.

Таким чином,
ds2 = R2(du2 + sin2 u dv2).

Пiсля змiни параметризацiї за допомогою дифеоморфiзму φ : G(u∗, v∗)→ D(u, v) виду

φ :

{
u = u∗/R,

v = v∗,
G = {(u∗, v∗) ∈ IR2

∣∣ 0 < u∗ < πR, 0 < v∗ < 2π}
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маємо Rdu = du∗, dv = dv∗. Тому над областю параметрiв G(u∗, v∗)

ds2 = (du∗)2 +R2 sin2(u∗/R)(dv∗)2.

Гiперболiчна площина H2. Однiєю з моделей гiперболiчної площини є модель на
двопорожнистому гiперболоїдi. Позначимо через E3,1 векторний простiр в якому ска-
лярний добуток векторiв a⃗ = {a1, a2, a3}, b⃗ = {b1, b2, b3} обчислюється за формулою⟨
a⃗, b⃗
⟩
= a1b1+a2b2−a3b3. Такий простiр зветься псевдоевклiдовим. У цьому псевдоев-

клiдовому просторi розглянемо поверхню, утворену обертанням кривої x2− z2 = −R2

(гiперболiчного кола уявного радiусу R) навколо вiсi Oz. Параметризацiя вiдкритого
напiвкола має вигляд {

x = R shu,
z = R chu,

(0 < u < +∞),

а параметризацiя вiдповiдної поверхнi (яка зветься сферою уявного радiусу R) над
областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ 0 < u < +∞, 0 < v < 2π}.

має вигляд
r⃗ = {R shu cos v,R shu sin v,R chu}

Ця поверхня називаеться гiперболiчною площиною H2(R). Гiперболiчна площина не
компактна i iнтерпретується як одна з порожнин двопорожнинного гiперболоїда обер-
тання x2 + y2 − z2 = −R2 евклiдового простору. Отже

∂1r⃗ = R{chu cos v, chu sin v, shu},
∂2r⃗ = R shu{− cos v, sin v, 0}.

Звiдси знаходимо

g11 =
⟨
∂1r⃗ , ∂1r⃗

⟩
= R2(ch2 u− sh2 u) = R2, g12 = 0, g22 = R2 sh2 u.

Отже, перша фундаментальна форма гiперболiчної площини, як поверхнi у псевдоев-
клiдовому просторi з обраною параметризацiєю, має вигляд

ds2 = R2du2 +R2 sh2 u dv2.

Аналогiчно до випадку сфери в Евклiдовому просторi, дифеоморфiзм φ : G(u∗, v∗)→
D(u, v) виду

φ :

{
u = u∗/R,

v = v∗,
G = {(u∗, v∗) ∈ IR2

∣∣ 0 < u∗ < +∞, 0 < v∗ < 2π}

приводить першу фундаментальну форму H2(R) до вигляду

ds2 = (du∗)2 +R2 sh2(u∗/R) (dv∗)2.
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Рис. 2.1: Тор.

Тор T 2 = S1 × S1 ⊂ E3, як поверхня обертання. Розглянемо поверхню, утворену
обертанням кола, радiусу b, що лежить в площинi (x, z), центр якого знаходиться в
точцi (a, 0) (a > b) навколо вiсi Oz. Параметризацiя такого тору має вигляд

r⃗ = {(a+ b sinu) cos v, (a+ b sinu) sin v, b cosu}

над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ 0 < u < 2π, 0 < v < 2π}.

Обчислимо
∂1r⃗ = {b cos v cosu, b sin v cosu, −b sinu},
∂2r⃗ = {− sin v(a+ b sinu), cos v(a+ b sinu), 0}.

Тодi

g =

(
b2 0
0 (a+ b sinu)2

)
Таким чином,

ds2 = b2du2 + (a+ b sinu)2dv2.

Дифеоморфiзм φ : G(u∗, v∗)→ D(u, v) виду

φ :

{
u = u∗/b,

v = v∗,
G = {(u∗, v∗) ∈ IR2

∣∣ 0 < u∗ < πb, 0 < v∗ < 2π}

зводить першу квадратичну форму тору до виразу

ds2 = (du∗)2 + (a+ b sin(u∗/b))2(dv∗)2.

Загальна поверхня обертання. Нехай l – пряма на площинi i γ крива, яка ле-
жить у цiй же площинi i не перетинає пряму l. Поверхня, яка утворена кривою γ
при обертаннi площини навколо прямої l називається поверхнею обертання з вiссю
обертання l i профiльною кривою γ .
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Запишемо рiвняння поверхнi обертання у спецiальнiй системi координат. Вiсь Oz
спрямуємо уздовж вiсi обертання, а вiсь Ox Декартової прямокутної системи коор-
динат розташуємо в площинi кривої γ. Нарештi, вiсь Oy спрямуємо перпендикулярно
площинi кривої γ.

Нехай параметричне рiвняння кривої γ має вигляд

γ :

{
x = f(u) > 0,
z = g(u)

на певному iнтервалi u ∈ (a, b) де визначенi обидвi функцiї f i g. Тодi параметризацiя
поверхнi обертання запишеться у виглядi

r⃗ =
{
f(u) cos v, f(u) sin v, g(u)

}
над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ a < u < b, 0 < v < 2π}.

Обчислимо похiднi
∂1r⃗ =

{
f ′ cos v, f ′ sin v, g′

}
,

∂2r⃗ =
{
− f sin v, f cos v, 0

}
.

Тодi
g11 = (x′)2 + (z′)2, g12 = 0, g22 = f2(u).

I отже,
ds2 = [(f ′)2 + (g′)2]du2 + f2(u)dv2.

Якщо u – натуральний параметр на профiльнiй кривiй, то

(f ′)2 + (g′)2 = 1

i тодi
ds2 = du2 + f2(u) dv2.

Поверхня перенесення. Нехай γ1 i γ2 двi плоскi кривi, розташованi у двох пересi-
чних площинах Π1 i Π2. Нехай O = γ2 ∩ Π1. Поверхня, яка утворена кривою γ1 при
паралельному змiщеннi площини Π1 уздовж кривої γ2 (точка O рухається по кривiй
γ2 i визначає змiщення площини Π1 як твердого тiла) називається поверхнею перене-
сення.

Якщо ρ⃗ 1(u) i ρ⃗ 2(v) регулярнi параметризацiї кривих γ1 i γ2 на iнтервалах u ∈ (a, b)
та v ∈ (c, d) вiдповiдно, то поверхня перенесення парметризується вектор-функцiєю

r⃗ = ρ⃗1(u) + ρ⃗2(v)

над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ a < u < b, c < v < d}.

Очевидно, що ∂1r⃗ = (ρ⃗1)
′
u; ∂2r⃗ = (ρ⃗2)

′
v. Тодi I фундаментальна форма має вигляд

ds2 = |(ρ⃗1)′u|2du2 + 2
⟨
(ρ⃗1)

′
u, (ρ⃗2)

′
v

⟩
dudv + |(ρ⃗2)′v|2dv2.
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Якщо u i v натуральнi параметри на вiдповiдних кривих, то

|ρ⃗ ′
1| = |ρ⃗ ′

2| = 1,
⟨
ρ⃗ ′
1, ρ⃗

′
2

⟩
= cosω(u, v),

де ω(u, v) – кут мiж дотичними векторами координатних лiнiй. В цьому випадку I
фундаментальна форма поверхнi перенесення запишеться у виглядi

ds2 = du2 + 2 cosω dudv + dv2.

Координатна сiтка з I фундаментальною формою такого вигляду називається Чеби-
шовською а функцiя ω = ω(u, v) називається сiтковим кутом.

Загальна лiнiйчаcта поверхня. Нехая γ – крива у просторi i a⃗ – одиничне вектор-
не поле на γ. Поверхня, яка утворена сiмейством прямих, що проходять через точки
кривої γ в напрямку вiдповiдного вектору a⃗ називається загальною лiнiйчастою по-
верхнею. При цьому крива γ називається направляючою, а самi прямi – твiрними
лiнiйчастої поверхнi.

LinSurf.eps

Лiнiйчаста поверхня.

Нехай вектор-функцiя
ρ⃗ = ρ⃗ (v), v ∈ (a, b)

задає натуральну параметризацiю направляючої. Тодi параметризацiя лiнiйчаcтої по-
верхнi запишеться у виглядi

r⃗ = ρ⃗ (v) + u a⃗(v)

над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ −∞ < u < +∞, a < v < b}.

Отже,
∂1r⃗ = a⃗, ∂2r⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′.

Тодi коефiцiєнти першої фундаментальної форми набудуть вигляду

g11 = 1, g12 =
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
= cosω(v), g22 = 1 + 2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗ ′ ⟩v + v2 |⃗a ′|2,

а значить

ds2 = du2 + 2 cosω(v) dudv + (1 + 2
⟨
ρ⃗ ′, a⃗′

⟩
v + v2 |⃗a ′|2)dv2.
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Торс. У точках направляючої поверхня не регулярна.

Торс (поверхня дотичних). Ця поверхня є окремим випадком лiнiйчаcтої поверхнi
при a⃗ = ρ⃗ ′. Тодi a⃗′ = kν⃗, ω = 0 i I фундаментальна форма торсу набуде вигляду

ds2 = du2 + 2 dudv + (1 + k2v2)dv2.

Цилiндрична поверхня. Ця поверхня є окремим випадком лiнiйчатої поверхнi при
a⃗′ = 0 i, одночасно, окремим випадком поверхнi перенесення, якщо γ2 є прямою лiнiєю.
Параметризацiя цилiндричної поверхнi можне бути обрана у виглядi

r⃗ = ρ⃗ (v) + ua⃗, a⃗ = const, |⃗a| = 1.

Тому I фундаментальна форма цилiндричної поверхнi набуде вигляду

ds2 = du2 + 2 cosω dudv + dv2, ω = ω(v).

2.3 Внутрiшнi обчислення на поверхнi.

Як вiдзначалося в зауваженнi 2.2.1, для визначення першої фундаментальної форми
не обов’язково треба знати парметризацiю поверхнi, що несе цю форму. Достатньо
лише задати додатно визначену квадратичну диференцiальну форму на областi па-
раметрiв. Всi обчислення на поверхнi, що включають лише першу фундаментальну
форму називаються внутрiшнiми, а геометричнi властивостi, що залежать лише вiд
першої фундаментальної форми, називаються внутрiшньо-геометричними. До базо-
вих внутрiшнiх обчислень вiдносяться обчислення довжини кривої, кута мiж кривими
та площi областi.

2.3.1 Довжина вiдрiзку кривої.

Твердження 2.3.1 Нехай r⃗ : D2(u1, u2)→ E3 – регулярна параметризацiя поверхнi
F , γ : [t1, t2] → D2(u1, u2) – регулярна параметризацiя регулярної кривої в областi
параметрiв i γ⃗ = r⃗ ◦ γ : [t1, t2] → F ⊂ E3 її образ на F . Позначимо через γ ′ –
дотичне векторне поле γ . Тодi довжина кривої γ⃗ на промiжку [t1, t2] обчислюється
за формулою

l(γ⃗) =

t2∫
t1

√
(g ◦ γ )(γ ′, γ ′)dt =

t2∫
t1

√
gik(u1(t), u2(t))

dui

dt

duk

dt
dt,
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де g = (gik) – матриця першої фундаментальної форми, {u1(t), u2(t)} – координатнi
функцiї параметризацiї γ .

Це твердження є простим наслiдком формули (2.11). Розглянемо декiлька прикладiв.

Довжина кола на сферi. Нехай S2(R) ⊂ E3 – сфера радiусу R. Перерiз сфери пло-
щиною, що проходить через її центр називається великим колом на сферi, а її перерiз
iншою площиною називається малим колом. Радiус кола як кола в площинi перерiзу
називається зовнiшнiм радiусом кола на сферi. Площина перерiзу видтинає вiд сфери
два сферичних сегменти, що називаються також сферичними кругами. Кiнцевi точки
дiаметру сфери, що перпендикулярний перерiзу, називаються центрами сферичних
кругiв. Довжина дуги великого кола, що з’єднує центр сферичного кругу з точкою на
колi називається внутрiшнiм радiусом кола на сферi.

Оскiльки довжина кривої не залежить вiд параметризацiї поверхнi, то виберемо
параметризацiю, зручну для обчислень. Початок координат розташуємо в центрi сфе-
ри, вiсь Oz спрямуємо з центру сфери до центру сферичного кола, а площину xOy
розташуємо в площинi, що перпендикулярна до обраної вiсi Oz i проходить через
центр сфери. Вiдносно такої Декартової системи координат, сфера радiусу R отримає
неявне рiвняння

x2 + y2 + z2 = R2.

Параметризуємо сферу (без двох точок) вектор-функцiєю

r⃗ = {R sinu cos v,R sinu sin v,R cosu}

над областю параметрiв

D = {(u, v) | 0 < u < π, 0 < v < 2π}.

Геометрично, параметр u – це кут мiж радiусом-вектором точки на сферi i вiссю Oz,
в параметр v – кут мiж прекцiєю радiус-вектору на площину xOy i вiссю Ox.

За такої параметризацiї перша фундаментальна форма сфери отримає вираз

ds2 = R2(du2 + sin2 u dv2).

При цьому коло (без однiєї точки), з центром в точцi (0, 0, 1) внутрiшнього радiусу r,
отримає в областi параметрiв параметризацiю вигляду

γ :
{
u =

r

R
, v = t

}
(0 < t < 2π).

Уздовж кривої γ маємо du = 0, dv = dt. Тож елемент довжини кола на сферi

ds = R sin(r/R)dt

i значить5

l =

2π∫
0

R sin(r/R) dt = 2πR sin(r/R).

5З огляду на область параметрiв, iнтеграл слiд розумiти як невласний другого роду.
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У порiвняннi з довжиною кола того ж радiусу на Евклiдовiй площинi зауважимо

l

2πr
=

sin(r/R)

r/R
< 1

Зауважимо, так само, що якщо r
R ≪ 1, то l ≈ 2πr.

Довжина кола на гiперболiчнiй площинi. Розглянемо модель гiперболiчної пло-
щини на однопорожнинному гiперболоїдi

x2 + y2 − z2 = −R2.

Параметризуємо гiперболiчну площину вектор-функцiєю

r⃗ = {R shu cos v,R shu sin v,R chu}

Перша фундаментальна форма H2(R) запишеться у виглядi

ds2 = R2(du2 + sh2 u dv2).

над областю параметрiв

D(u, v) = {(u, v) ∈ IR2
∣∣ 0 < u < +∞, 0 < v < 2π}.

Розглянемо коло на гiперболiчнiй площинi, що є перерiзом двопорожнинного гiпербо-
лоїду площиною z = const > R. Така площина вiдтинає вiд порожнини двопорожнин-
ного гiперболоїду гiперболiчний сегмент, що зветься гiперболiчним кругом з центром
в точцi (0, 0, R). Перерiзи гiперболiчного кругу площинами, що проходять через вiсь
Oz, утворюють його радiуси. Вiдносно заданої параметризацiї, внутрiшнє рiвняння
радiусу має вигляд γ : {u = t, v = v0} (0 < t < u0)}. Уздовж радiусу {du = dt, tv = 0}
тому зв’язок мiж параметром u i радiусом кола є таким, як i на звичайнiй сферi, а
саме r = Ru.

З огляду на це, внутрiшнє рiвняння кола (без однiєї точки) радiусу r на гiпербо-
лiчнiй площинi отримає вигляд

γ : {u = r/R, v = t} (0 < t < 2π).

Обчислюючи, подiбно як для сфери, знаходимо

l = 2πR sh(r/R).

У порiвняннi з довжиною кола того ж радiусу на Евклiдовiй площинi зауважимо

l(γ )

2πr
=

sh(r/R)

r/R
> 1

Зауважимо, аналогiчно, що якщо r
R ≪ 1, то l(γ ) ≈ 2πr.

Довжина кривої на гiперболiчнiй площинi в моделi Пуанкаре у напiвпло-
щинi. Гiперболiчну площину ще називають площиною Лобачевського на честь ви-
датного математика М.I. Лобачевського, що першим вiдкрив iснування неевклiдової
геометрiї. Модель Пуанкаре має наступний опис.
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Нехай (x, y) – декартовi координати на площинi. Напiвплощина y > 0 з додатно
визначеною диференцiальною формою

ds2 =
dx2 + dy2

y2

називається моделлю Пуанкаре площини Лобачевського L2. Область параметрiв

D2(x, y) = {(x, y) ∈ IR2
∣∣ y > 0}

збiгається з напiвплощиною y > 0. Координатними лiнiями на L2 є прямi x = t, y =
const та x = const, y = t. Координатнi лiнiї на L2 взаємно ортогональнi. Пряма y = 0
називається абсолютом.

Нехай γ : I → D2(x, y) регулярна крива в областi параметрiв i {x = x(t), y = y(t)}
ї ї парметризацiя. На площинi L2 диференцiал натурального параметру цiєї кривої
буде мати вигляд

ds =

√
(x′)2 + (y′)2

y
dt.

Тому довжина кривої на промiжку [t1, t2] ⊂ I обчислиться за формулою

l =

t2∫
t1

√
(x′)2 + (y′)2

y
dt.

Наприклад, обчислимо довжину образу кола областi параметрiв на площинi Лобачев-
ського. Параметричне рiвняння кола в D2(x, y) запишемо у виглядi

{x = a+ r cos t, y = b+ r sin t} (0 ≤ t ≤ 2π, y0 > r).

Тодi на L2 отримаємо

l =

2π∫
0

r

b+ r sin t
dt.

Напiвколо з центром на осi Ox отримає в D2(x, y) параметричне рiвняння

{x = a+ r cos t, y = r sin t} (0 ≤ t ≤ π).

Тож на площинi Лобачевського отримаємо розбiжний невласний iнтеграл

l =

π∫
0

1

sin t
dt = +∞.

Зауважимо, що на будь-якому вiдрiзку [t1, t2] ⊂ (0, π) довжина дуги кола не залежить
вiд його радiусу.
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2.3.2 Кут мiж кривими на поверхнi

Кутом мiж кривими на поверхнi називається менший з кутiв мiж дотичними до
кривих в їх спiльнiй точцi. Нехай r⃗ : D2(u1, u2) → E3 – регулярна параметризацiя
поверхнi F . Нехай γ 1 : [a, b]→ D2 i γ 2 : [c, d]→ D2 – внутрiшнi рiвняння двох кривих
γ⃗ 1 = r⃗ ◦ γ 1 i γ⃗ 2 = r⃗ ◦ γ 2 на поверхнi. Припустимо, що γ 1 ∩ γ 2 = (u0, v0) ∈ D2. Тодi
γ⃗1 ∩ γ⃗2 = r⃗ (u0, v0) := q ∈ F . За означенням,

cos(γ⃗1̂ γ⃗2)(q) = | cos(γ⃗′1̂ γ⃗′2)| (q) = |⟨ γ⃗1 ′, γ⃗2
′ ⟩|

|γ⃗1 ′| |γ⃗2 ′|
(q) =

|g(γ ′
1, γ

′
2)|√

g(γ ′
1, γ

′
1) g(γ

′
2, γ

′
2)
(u0, v0)

Отже, для обчислення кута мiж кривими на поверхнi достатньо знати їх параметриза-
цiї в областi параметрiв, спiльну точку в областi параметрiв i першу фундаментальну
форму.

Координатна сiтка на поверхнi називається ортогональною, якщо координатнi лi-
нiї в точках перетину взаємно ортогональнi. Вiдповiдна параметризацiя називається
ортогональною.

Твердження 2.3.2 Для того, щоб координатна сiтка на поверхнi була ортогональ-
ною необхiдно i достатньо, щоб матриця першої фундаментальної форми була дiа-
гональною.

Доведення. Розглянемо двi координатнi кривi, тобто кривi з внутрiшнiми рiвняння-
ми

γ 1 : {u = t, v = v0}, γ 2 : {u = u0, v = θ}.

Тодi γ 1 ∩ γ 2 = (u0, v0), γ ′
1 = {1, 0}, γ ′

2 = {0, 1} i ми маємо

g(γ ′
1, γ

′
1) = g11, g(γ ′

2, γ
′
2) = g22, g(γ ′

1, γ
′
2) = g12.

Отже, для кута φ мiж координатними кривими маємо вираз

cosφ =
g12√
g11 g22

,

що i завершує доведення.

Вправа 2.3.1 Лiнiї, що дiлять навпiл кути мiж координатними лiнiями, можуть
бути знайденi з рiвнянь √

g11 du = ±
√
g22 dv.

Ортогональними траекторiями сiмейства регулярних кривих називається сiмейство
лiнiй, ортогональних заданому в кожнiй спiльнiй точцi. Параметризацiя, координатнi
лiнiї якої взвємно ортогональнi, називається ортогональною. Ортогональна параме-
тризацiя поверхнi завжди iснує. Це твердження є наслiдком бiльш загального резуль-
тату.6

6Погорелов А.В. Дифференциальная геометрия. М. Наука, 1974. стор. 80
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Твердження 2.3.3 Нехай F – регулярна поверхня i r⃗ : D2(u, v) → F ⊂ E3 її регу-
лярна парметризацiя. Нехай в околi точки (u0, v0) задано два диференцiальних рiв-
няння {

A1(u, v)du+B1(u, v)dv = 0,

A2(u, v)du+B2(u, v)dv = 0
(2.16)

коефiцiєнти яких в точцi (u0, v0) задовольняють умовi∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ ̸= 0. (2.17)

Тодi в околi точки (u0, v0) iснує параметризацiя, координатними лiнiями якої є iн-
тегральнi кривi рiвнянь (2.16).

Доведення. Нехай (u0, v0) точка, i якiй виконується умова (2.17). За неперервнiстю,
iснує певний окiл цiєї точки U , в якому виконується умова (2.17). Не зменшуючи
загальностi, будемо вважати, що в цьому околi A2 ̸= 0 та B1 ̸= 0. Задача Кошi{

dv
du = −A1

B1
,

v(u0) = α

має в околi U єдиний розв’язок для кожного α. За теоремою про неперервну за-
лежнiсть розв’язку диференцiального рiвняння вiд параметру, отримаємо сiмейство
розв’язкiв v = φ(u, α), що задовольняють умовi φ(u0, α) = α. Аналогiчно, для другого
рiвняння сiмейство розв’язкiв запишеться у виглядi u = ψ(v, β) з умовою ψ(v0, β) = β.
Система {

u = ψ(v, β),

v = φ(u, α)

розв’язувана вiдносно (α, β) в деякому околi точки (u0, v0), бо в самiй точцi визначник
матрицi Якобi ∣∣∣∣∂(ψ,φ)∂(β, α)

∣∣∣∣
(u0,v0)

=

∣∣∣∣ 1 0
0 1

∣∣∣∣ = 1.

Нехай α = α(u, v) та β = β(u, v) вiдповiднi розв’язки. При кожному фiксованому
значеннi параметру α функцiя v = φ(u, α) є розв’язком рiвняння (2.16)1. Тому якщо

dα = αudu+ αvdv = 0,

то диференцiали параметрiв {du, dv} пов’язанi рiвнянням (2.16)1 i значить dv
du = −A1

B1
.

В такому разi (αu − αv
A1
B1

)du = 0, тобто

αuB1 − αvA1 =

∣∣∣∣∣ αu αv

A1 B1

∣∣∣∣∣ = 0.

Аналогiчно, ∣∣∣∣∣ βu βv

A2 B2

∣∣∣∣∣ = 0.
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Поруч з тим, ∣∣∣∣∣ αu αv

βu βv

∣∣∣∣∣ ̸= 0,

бо в протилежному випадку рядки всiх визначникiв пропорцiйнi i, значить,∣∣∣∣∣ A1 B1

A2 B2

∣∣∣∣∣ = 0, що суперечить умовi. Тож (α, β) можуть бути прийняти в якостi

нових параметрiв на поверхнi, причому лiнiї α = const i β = const є iнтегральними
кривими рiвнянь (2.16).

Твердження 2.3.4 Нехай r⃗ : D2(u, v) :→ F ⊂ E3 параметризацiя поверхнi F з
першою фундаментальною формою ds2 = g11du

2 + 2g12dudv + g22dv
2.

(1) Нехай {γα} сiмейство лiнiй, що визначається диференцiальним рiвнянням

A(u, v)du+B(u, v)dv = 0 (A2 +B2 ̸= 0). (2.18)

Сiмейство ортогональних траекторiй для {γα} завжди iснує i визначається
диференцiальним рiвнянням

(g11B − g12A)du+ (g12B − g22A)dv = 0. (2.19)

(2) Сiмейство {γα} та сiмейство його ортогональних траекторiй {γβ} парметри-
зують поверхню. Вiдносно нової параметризацiї

ds2 = g11(α, β)dα
2 + g22(α, β)dβ

2. (2.20)

Доведення. Не зменшуючи загальностi, припустимо, що на областi параметризацiї
A ̸= 0 (за необхiдностi, область параметризацiї можна звузити). Тодi iснує розв’язок
диференцiального рiвняння

du

dv
= −B

A
.

Дотичне векторне поле кривих сiмейства {γα} складається з векторiв

Xα = {−B/A, 1} ∼ {B,−A}.

Сiмейство ортогональних траекторiй будемо шукати у виглядi кривої γ = {u(t), v(t)}
з умови

g11Bu
′ + g12(Bv

′ −Au′)− g22Av′ = 0,

або
(g11B − g12A)u′ + (g12B − g22A)v′ = 0.

Перейшовши до диференцiалiв парметрiв, отримаємо рiвняння (2.19). Коефiцiєнти
при du i dv не можуть бути нулями одночасно, бо визначник системи{

g11B − g12A = 0,

g12B − g22A = 0
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дорiвнює det g ̸= 0. Покажемо, що два диференцiальних рiвняння

Adu+Bdv = 0,

(−g11B + g12A)du+ (−g12B + g22A)v = 0
(2.21)

задовольняють умовам твердження 2.3.3. Дiйсно,∣∣∣∣ A B
−g11B + g12A −g12B + g22A

∣∣∣∣ = g22A
2 − 2g12AB + g11B

2 = |Xα|2g ̸= 0.

Iнтегральнi траекторiї системи (2.21) утворюють ортогональну координатну сiтку.
Вiдносно нових параметрiв перша фундаментальна форма набуває вигляду (2.20).

Наслiдок 2.3.1 Нехай сiмейство регулярних кривих на поверхнi задане внутрiшнiм
рiвнянням φ(u, v) = α (φ2

u + φ2
v ̸= 0). Лiнiї заданого сiмейства та їх ортогональнi

траекторiї можна прийняти в якостi координатних лiнiй на поверхнi.

Доведення. Лiнiї φ = const є розв’язками рiвняння dφ = 0, тобто,

φudu+ φvdv = 0.

Таке сiмейство задовольняє умовам твердження 2.3.4.

2.3.3 Площа областi на поверхнi

Нехай F ⊂ E3 поверхня i r⃗ : D2(u1, u2) → E3 – її регулярна параметризацiя. Еле-
ментом площi поверхнi dS називається площа нескiнченно малого паралелограму в
дотичнiй площинi зi сторонами du1∂1r⃗ та du2∂2r⃗ . За означенням,

dS =
∣∣∂1r⃗ × ∂2r⃗ ∣∣ du1du2.

Нехай Ω ⊂ D2(u1, u2) пiдобласть така, що Ω̄ ⊆ D2. Площею областi r⃗ (Ω) ⊂ F назива-
ється в величина

S =

∫∫
Ω̄

dS.

Ремарка 2.3.1 Якщо межа областi ∂Ω має мiру нуль, то
∫∫
Ω

dS =
∫∫̄
Ω

dS Якщо Ω

не компактна, то iнтеграл слiд розумiти як невласний.

Площа поверхнi належить до внутрiшньо-геометричної властивостi, оскiльки∣∣∂1r⃗ × ∂2r⃗ ∣∣ =√|∂1r⃗ |2 |∂2r⃗ |2 − ⟨ ∂1r⃗ , ∂2r⃗ ⟩2 =√g11g22 − g212 =√det g.

Таким чином, площа областi r⃗ (Ω) обчислюється за формулою

S(Ω) =

∫∫
Ω̄

√
det g du1du2.

Означення площi мiстить параметризацiю, тож потребує доведення коректностi.
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Твердження 2.3.5 Об’єм областi на поверхнi не залежить вiд параметризацiї по-
верхнi.

Доведення. При перетвореннi параметрiв u : G(v)→ D(u) виду u1 = u1(v1, v2), u2 =
u2(v1, v2) визначник першої фундаментальної форми змiнюється за формулою (2.15),
тобто

det g(v) = det g(u(v)) det2
(
∂u

∂v

)
.

А отже,∫
G(v)

√
det g(v) dv1dv2 =

∫
G(v)

√
det g(u(v))

∣∣∣∣det(∂u∂v
)∣∣∣∣ dv1dv2 =

∫
D(u)

√
det g(u) du1du2.

Остання рiвнiсть є формулою замiни змiнних у кратному iнтегралi.

Площа кола на сферi. Розглянемо сферу S2(R) ⊂ E3 параметризовану сферичними
координатами

r⃗ = R{sinu cos v, sinu sin v, cosu}.

Перша фундаментальна форма сфери в такiй параметризацiї має вигляд

ds2 = R2(du2 + sin2 u dv2).

Тодi елемент площi сфери
dS = R2 sinu dudv.

Круг внутрiшнього радiусу r з центром в точцi (0, 0, R) в межах параметризацiї зада-
ється системою нерiвностей

D :

{
0 < u ≤ r/R;
0 < v < 2π.

Площа всього кругу на сферi буде дорiвнювати (див. Ремарку 2.3.1)

S(D) =

∫∫
D̄

R2 sinu dudv = R2

2π∫
0

dv

r/R∫
0

sin(u) du =

− 2πR2 cosu
∣∣∣r/2
0

= 4πR2 sin2(r/2R).

У порiвняннi з площею кругу радiусу r на площинi маємо

S(D)

πr2
=

4πR2 sin2(r/2R)

πr2
=

[
sin(r/2R)

(r/2R)

]2
< 1,

бо
sinx

x
< 1 для усiх x > 0. Якщо r

R ≪ 1, то S(Ω) ≈ πr2.
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Площа кола на гiперболiчнiй площинi. Розглянемо гiперболiчну площину
H2(R) ⊂ E3,1 параметризовану гiперболiчними координатами

r⃗ = R{shu cos v, shu sin v, chu}.

Перша фундаментальна форма гiперболiчної площини у такiй параметризацiї має
вигляд

ds2 = R2(du2 + sh2(u) dv2.

Тодi елемент площi гiперболiчної площини має вигляд

dS = R2 sh(u) dudv.

Круг внутрiшнього радiусу r, з центром в точцi (0, 0, R), задається в межах параме-
тризацiї системою нерiвностей

D :

{
0 < u ≤ r/R;
0 < v < 2π.

Площа кругу на гiперболiчнiй площинi буде дорiвнювати

S(D) =

∫∫
D̄

R2 shu dudv = R2

2π∫
0

dv

r/R∫
0

sh(u) du = 2πR2 chu
∣∣∣r/R
0

= 4πR2 sh2(r/2R).

У порiвняннi з площою кругу на площинi маємо

S(D)

πr2
=

4πR2 sh2(r/2R)

πr2
=

[
sh(r/2R)

(r/2R)

]2
> 1,

бо
shx

x
> 1 для усiх x > 0. Якщо r

R ≪ 1, то S(D) ≈ πr2.

2.4 Iзометрiя та конформна еквiвалентнiсть.

Означення 2.4.1 Нехай F1 i F2 двi елементарнi поверхнi в IR2. Кажуть, що задано
вiдображення

Φ: F1 → F2

однiєї поверхнi на iншу, якщо визначена однозначна вiдповiднiсть

F1 ∋ q 7−→ Φ(q) ∈ F2.

Вiдображення Φ називається неперервним, якщо Φ неперервно щодо iндукованих
топологiй на F1 i F2. Якщо Φ – гомеоморфiзм, то поверхнi F1 i F2 називаються
гомеоморфними.
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Нехай D1 ⊂ IR2(v1, v2) i D2 ⊂ IR2(u1, u2) областi параметрiв поверхнонь F1 и F2 вiд-
повiдно. Тодi визначенi гомеоморфiзми

h1 : D1 → h1(D1) = F1,

h2 : D2 → h2(D2) = F2.

i має мiсце комутативна дiаграма

F1
Φ−→ F2

↑ h1 ↑ h2
D1

φ−→ D2.

з замикаючим вiдображенням

φ = h−1
2 ◦ Φ ◦ h1 : D1 → D2.

Якщо Φ – неперервне (або гомеоморфiзм), то φ неперервне (або також гомеоморфiзм)
як композицiя неперервных вiдображень (вiдповiдно, гомеоморфiзмiв). З iншого боку,
якщо

φ : D1 → D2

неперервне, то i вiдображення Φ = h2 ◦ φ ◦ h1−1 буде неперервним вiдображенням

Φ: F1 → F2.

Якщо φ гомеоморфiзм, то i Φ – гомеоморфiзм. Вiдображення φ називається координа-
тним (або параметричним) виразом вiдображення Φ: F1 → F2 i задається функцiями{

u1 = u1(v1, v2),

u2 = u2(v1, v2).

Гомеоморфiзм Φ називається дифеоморфiзмом, якщо матриця Якобi вiдображення φ
невироджена над всiєю областю визначення7. Клас регулярностi дифеоморфiзму Φ
визначається класом регулярностi координатного дифеоморфiзму φ.

Означення 2.4.2 Вiдображення Φ: F1 → F2 двох елементарних поверхонь класу
Ck називається Ck-дифеоморфiзмом, якщо його координатний вираз φ = h−1

2 ◦Φ◦h1 :
D1 → D2 є дифеоморфiзмом класу Ck. Двi поверхнi називаються Ck-дифеоморфними,
якщо iснує Ck-дифеоморфiзм Φ: F1 → F2.

Двi елементарнi дифеоморфнi поверхнi можна параметризувати спiльною областю па-
раметрiв, бо фактично дифеоморфiзм φ є перетворенням координат. Якщо двi елемен-
тарнi поверхнi зведенi до спiльної областi параметрiв, то говорять, що дифеоморфiзм
Φ дiє за рiвнiстю координат.

Нехай тепер F1 i F2 двi елементарнi регулярнi класу Ck поверхнi в евклидовому
просторiE3. Нехай iснує дифеоморфiзм Φ: F1 → F2 – дифеоморфiзм. Двi кривi γ ⊂ F1

i γ̃ ⊂ F2 називаються Φ-вiдповiдними, якщо γ̃ = Φ ◦ γ.
7За необхiдностi, область визначення може бути зменшеною для забезпечення умови на Якобiан.
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Вiдображення Φ: F1 → F2 двох елементарних поверхонь в E3 називається iзоме-
трiею, якщо Φ – дифеоморфiзм, щозберiгає довжини всiх Φ-вiдповiдних кривих. Двi
елементарнi поверхнi називаються iзометричними, якщо icнyє iзометрiя Φ: F1 → F2 .
Вiдношення iзометрiї є вiдношенням екiвiвалентностi. Тому всi елементарнi поверх-
нi подiляються на класи еквiвалентних мiж собою поверхонь.

Твердження 2.4.1 Двi елементарнi поверхнi Fm
1 i Fm

2 iзометричнi тодi i тiльки
тодi, коли при дифеоморфiзмi, що дiє за рiвностi координат, матрицi їх перших
квадратичних форм спiвпадають.

Доведення. Якщо поверхнi iзометричнi, то пiсля переходу до спiльної областi па-
раметрiв D(u2, u2) їх парметризацiї задаються вектор-функцiями r⃗ 1 = r⃗ 1(u

1, u2) та
r⃗ 2 = r⃗ 2(u

1, u2). Позначимо через g i g̃ матрицi перших фундаментальних форм по-
верхонь F1 i F2 вiдповiдно.

Нехай γ : I → D(u1, u2) довiльна регулярна крива в областi параметрiв. Тодi γ⃗ 1 =
r⃗ 1 ◦ γ i γ⃗ 2 = r⃗ 2 ◦ γ є вiдповiдними регулярними кривими на поверхнях. З означення
iзометричностi випливає, що на будь-якому промiжку [t0, t] ⊂ I

t∫
t0

√
g(γ ′, γ ′)dt ≡

t∫
t0

√
g̃(γ ′, γ ′)dt.

Отже, g(γ ′, γ ′) = g̃(γ ′, γ ′) для довiльної кривої. Отже, в довiльнiй точцi для довiль-
ного вектору X маємо g(X,X) = g̃(X,X), а значить g = g̃.

Оберненне твердження є очевидним.

Торс i площина локально iзометричнi. Параметризуємо торс вектор-функцiєй

r⃗ = ρ⃗ (v) + uτ⃗ (v),

де ρ⃗ = ρ⃗ (v) – натуральна параметризацiя просторової кривої γ , над областю параме-
трiв

D =
{
0 < u < +∞, 0 < v < L

}
,

де L обрано так, щоб на дiлянцi [0, L] кривина кривої k > 0.
Тодi

∂1r⃗ = τ⃗ , ∂2r⃗ = τ⃗ + ukν⃗;

g11 = 1, g22 = 1 + u2k2, g12 = 1

i перша фундаментальна форма торса набуває вигляду

dσ2 = du2 + 2 dudv + (1 + u2k2)dv2.

Згiдно основної теореми теорiї кривих, для заданої функцiї k(v) довiльного параметру
v, на площинi iснує крива γ ∗, кривина якої k∗ = k i параметр v є натуральним параме-
тром на γ ∗. Нехай p⃗ = p⃗(v) її (натуральна) параметризацiя, (τ⃗ ∗, ν⃗ ∗) – її репер Френе.
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В околi кривої γ ∗ задамо вiдображення φ : D2(u, v) → E2(x, y) вектор-функцiєю
p⃗(v) + uτ⃗∗(v). Матриця Якобi цього вiдображення складена з стовбчикiв

∂φ

∂u
= τ⃗ ∗(v),

∂φ

∂v
= τ⃗ ∗(v) + k(v)ν⃗∗.

Оскiльки на промiжку [0, L] кривина k > 0, то цi стовбчики лiнiйно незалежнi, а
значить а значить в областi D вiдображення φ є дифеоморфiзмом. Вiдносно нових
параметрiв u i v перша фундаментальна форма площини має вигляд:

ds2 = du2 + 2 dudv + (1 + k2u2)dv2,

що i завершує доведення.

Для будь-якого прямого гелiкоїда iснує локально iзометричний йому кате-
ноїд. Прямий гелiкоїд— це поверхня, утворена рухом прямої вздовж перпендикуляр-
ної до неї нерухомої прямої з одночасним поворотом на кут, пропорцiйний швидкостi
руху. У системi координат з вiссю Oz, що спiвпадає з нерухомою прямою, параметри-
зацiя гелiкоїду має вигляд

r⃗ = {u cos v, u sin v, av}.

Область параметрiв обраної параметризацiї

G2 = (−∞,+∞)× (0, 2π).

Перша фундаментальна форма такої параметризацiї гелiкоїду

ds2 = du2 + (a2 + u2)dv2. (2.22)

Катеноїд— це поверхня обертання, утворена обертанням графiка гiперболiчного
косинуса x = ch z навколо осi Oz. Розглянемо катеноїд, що має параметризацiю виду

r⃗ = {a ch(t/a) cosα, a ch(t/a) sinα, t}.

Локальну область обраної параметризацiї

D2 = (−∞,+∞)× (0, 2π).

Перша фундаментальна форма такої парметризацiї катеноїду

ds2 = ch2(t/a) dt2 + a2 ch2(t/a) dα2.

Розглянемо вiдображення φ : D2 → G2 вигляду:{
u = a sh(t/a),
v = α.

Матриця Якобi цього вiдображення

∂(u, v)

∂(t, α)
=

(
ch(t/a) 0

0 1

)
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невирождена для усiх (t, α), тому φ : D2 → G2 є дифеоморфiзмом у всiй областi вiзна-
чення. При цьому

du = ch(t/a) dt, dv = dt.

Вiдносно нових параметрiв (над областю G ) перша фундаментальна форма катеноїда
набуває вигляду

ds2 = du2 + (a2 + u2)dv2 (2.23)

Порiвнюючи (2.22) i (2.23) помiчаємо, що над однiєю i тiєю ж областю параметрiв,
першi фундаментальнi форми катеноїда i гелiкоїда спiвпадають. Отже це локально
iзометричнi поверхнi.

Ремарка 2.4.1 Критерiй iзометричностi поверхонь є неефективним з огляду на
те, що вiн мiстить тезу про iснування iзометрiї. Побудова iзометрiї в загальному
випадку є нетривiальною задачею. Iнварiанти iзометрiї надають необхiднi умови
iснування iзометрiї. Одним з таких iнварiантiв є Гаусова кривина.

Означення 2.4.3 Вiдображення Φ: F1 → F2 мiж елементарними поверхнями на-
зивається конформним, якщо воно зберiгає кути мiж вiдповiдними кривими. Двi ди-
феоморфнi поверхнi називаються конформно еквiвалентними, якщо iснує конформ-
ний дифеоморфiзм.

Критерiєм iснування конформного дифеоморфiзму служить наступне твердження.

Твердження 2.4.2 Двi поверхнi (F1, g1) i (F2, g2) конформно еквiвалентнi тодi i
тiльки тодi, коли при дифеоморфiзмi, що дiє за рiвнiстю координат, матрицi їх
перших фундаментальних форм пропорцiйнi, тобто

g1 = λ g2,

де λ – додатна функцiя.

Вiдношення конформної еквiвалентностi також є вiдношенням еквiвалентностi, але
менш жорстким нiж iзометрiя. Будь-якi iзометричнi поверхнi конформно еквiвален-
тнi. Обернене твердження невiрне. В якостi прикладу покажемо, що двовимiрна
сфера i площина конформно еквiвалентнi.

Параметризуємо сферу вектор-функцiєю r⃗ = R{sinu cos v, sinu sin v, cosu} з пер-
шою фундаментальною формою

S2(R) : ds2сф = R2(du2 + sin2 u dv2)

над областю параметрiв
D2 = (0, π)× (0, 2π).

На площинi оберемо полярнi координати (r, φ). Тодi

E2 : ds2пл = dr2 + r2dα2

над областю параметрiв
G2 = (0,+∞)× (0, 2π).
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З елементарних мiркувань r = R ctg(u/2). Отже, маємо вiдображення D2 → G2 у
виглядi

φ :

{
r = R ctg(u/2),
α = v.

Матриця Якобi цього вiдображення

∂(r, α)

∂(u, v)
=

 − R

2sin2(u/2)
0

0 1


невироджена на всiй областi визначення i значить вiдображення φ є дифеоморфiзмом.
Вiдносно нових координат метрика площини

ds2пл =
(
− R

2sin2(u/2)

)2
du2 +

(
R ctg(u/2)

)2
dv2 =

1

4 sin4(u/2)
(du2 + sin2 u dv2).

Отже,

ds2пл =
1

4 sin4(u/2)
ds2сф

Обенене перетворення запишемо у виглядi

ds2сф = 4 sin4(u/2) ds2пл

i зауважимо, що з огляду на геометрiю параметризацiї

sin2(u/2) =
1

1 + ctg2(u/2)
=

R2

R2 + r2
.

Отже,

ds2сф =
4R4

(R2 + r2)2
(dr2 + r2dφ2).

Перейшовши до Декартових координат, отримаємо

ds2сф =
4R4

(R2 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2).

Виявляється, що клас локально конформно еквивалентних поверхонь складається
лише з однiєї поверхнi, а саме з площини.

Теорема 2.4.1 Будь-яка двовимiрна регулярна поверхня локально конформно еквi-
валентна площинi.

Це означає, що перша фундаментальна форма поверхнi може бути приведена до ви-
гляду ds2 = Λ(dx2 + dy2), де Λ > 0 або, еквiвалентно, ds2 = e2A(dx2 + dy2), де
A = A(x, y). Вiдповiдна парметризацiя поверхнi називається конформною, або iзо-
термiчною.
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2.5 Друга фундаментальна форма поверхнi.

Нехай F ⊂ E3 регулярна поверхня i r⃗ : D2(u1, u2)→ E3(x, y, z) – її регулярна параме-
тризацiя. Двi лiнiйно незалежнi вектор-функцiї ∂1r⃗ та ∂2r⃗ утворюють базис дотичної
площини до поверхнi в будь-який її точцi. Вектор нормалi дотичної називається ве-
ктором нормалi поверхнi в данiй точцi. Одиничний вектор нормалi поверхнi будемо
позначати через n⃗. У кожнiй точцi вектор n⃗ визначений з точнiстю до напрямку.
Однак в межах одного координатного околу напрямок вектору нормалi може бути
визначений однозначно як напрямок вектору ∂1r⃗ × ∂2r⃗ . Вектор-функцiя

n⃗ : D2(u1, u2)→ E3(x, y, z) вигляду n⃗ =
∂1r⃗ × ∂2r⃗
|∂1r⃗ × ∂2r⃗ |

(2.24)

називається одиничним нормальним векторним полем на поверхнi F над областю
парметрiв D2(u1, u2) або локальним одиничним нормальним векторним полем8.

Характер змiни поля нормалей вздовж поверхнi вiдображає характер розташува-
ння поверхi в просторi. Iнтуїтивно зрозумiло, що, наприклад, незмiннiсть поля оди-
ничних нормалей означає, що поверхня є частиною площини. Якщо ж розташувати
площину у виглядi, наприклад, цилiндру в просторi, то вздовж твiрної дотична пло-
щина одна та ж i тому вздовж твiрної поле одиничних нормалей незмiнне, але буде
змiнюватись у перпендикулярному напрямку. За поведiнкою поля нормалей можна
вiдрiзнити площину вiд цилiндру. Це просте спостереження є мотивацiєю для де-
тального аналiзу поведiнки поля одиничних нормалей поверхнi. Вiдповiдний аналiз
приводить до поняття другої фундаментальної форми i її лiнiйного оператора, що
називається оператором Вейнгартена.9

Вiдображення (2.24) називається (локальним10) нормальним сферичним вiдобра-
женням. Годограф вектор-функцiї n⃗ лежить на одиничнiй сферi S2(1) з центром
в початку координат i називається нормальним сферичним образом повернi. Якщо
r⃗ ∈ Ck, тодi n⃗ ∈ Ck−1.

Нехай тепер r⃗ : D2(u1, u2)→ E3(x, y, z) щонайменше C2-регулярна параметризацiя
поверхнi F ⊂ E3. З огляду на те що |n⃗| = 1, частиннi похiднi ∂in⃗ ⊥ n⃗ (i = 1, 2). Тож
має мiсце розкладання {

∂1n⃗ = −a11∂1r⃗ − a21∂2r⃗ ,
∂2n⃗ = −a12∂1r⃗ − a22∂2r⃗ .

(2.25)

Матриця

A =

(
a11 a12

a21 a22

)
(2.26)

що складається з коефiцiєнтiв розкладання Вейнгартена, називається матрицею Вейн-
гартена.

Позначимо через ∂n⃗ = (∂1n⃗, ∂2n⃗) матрицю Якобi сферичного вiдображення n⃗. Тодi
розкладання Вейнгартена можна записати у виглядi матричного добутку

(∂1n⃗, ∂2n⃗) = −(∂1r⃗ , ∂2r⃗ )

(
a11 a12

a21 a22

)
8Якщо F – орiєнтовувана, то векторне поле n⃗ може бути обраним глобально.
9В англомовнiй лiтературi для оператора Вейнгартена використовують термiн shape operator.

10Тобто визначеним в межах областi параметрiв параметризацiї.
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Рис. 2.2: Гiперболiчний параболоїд z = x2 − y2 i його сферичний образ в областi
−1 ≤ x ≤ 1,−1 ≤ y ≤ 1

або
∂n⃗ = −∂r⃗ A, (2.27)

де ∂r⃗ = (∂1r⃗, ∂2r⃗)-матриця Якобi параметризацiї поверхнi. Нехай

X⃗ = X1∂1r⃗ +X2∂2r⃗ = (∂1r⃗ , ∂2r⃗ )

(
X1

X2

)
= ∂r⃗ X (2.28)

дотичне векторне поле на поверхнi з внутрiшнiми координатами {X1, X2}. Похiдною
вектор-функцiї n⃗ за напрямком векторного поля X⃗ називається лiнiйна комбiнацiя
X1∂1n⃗+X2∂2n⃗ i позначається ∂X n⃗. Отже за означенням

∂X n⃗ = X1∂1n⃗+X2∂2n⃗ = (∂1n⃗, ∂2n⃗)

(
X1

X2

)
= ∂n⃗X.

Iз розкладання Вейнгартена (2.27) випливає, що

∂X n⃗ = ∂n⃗X = −(∂r⃗ A)X = −∂r⃗ (AX).

Отже, матриця Вейнгартена є матрицею лiнiйного оператора Вейнгартена

X → AX,

що в кожнiй точцi q ∈ F переводить дотичний вектор X⃗ ∈ TqF з внутрiшнi-
ми координатами {X2, X2} в вектор

−−→
AX ∈ TqF з внутрiшнiми координатами

{(AX)1, (AX)2}. Геометричне тлумачення оператора Вейнкартена полягає в тому,
що вiн визначає напрямок миттєвого повороту одиничної нормалi при нескiнченно
малому змiщеннi цiєї нормалi в дотичному напрямку. Оскiльки оператор Вейнгарте-
на визначений в кожнiй точцi поверхнi, то тим самим визначається поле операторiв
Вейтгартена. Матриця поля A складається з функцiй aik : D2(u1, u2)→ IR (i, k = 1, 2).
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Означення 2.5.1 Другою фундаментальною формою C2 регулярної поверхнi F ⊂
E3 в точцi q ∈ F називається бiлiнiйна форма Bq : RqF × TqF оператором якої є
оператор Вейнгартена в точцi q.

Оскiльки друга фундаментальна форма визначений в кожнiй точцi поверхнi, то тим
самим також визначається поле других фундаментальних форм. Матриця поля форм
B також складається з функцiй bik : D2(u1, u2)→ IR.

Твердження 2.5.1 Нехай r⃗ : D2(u1, u2) → E3(x, y, z) щонайменше класу C2 регу-
лярна параметризацiя поверхнi F ⊂ E3 i n⃗ – поле одиничних нормалей. Матриця
другої фундаменальної форми B = (bik) є симетричною матрицею

B = −(∂r⃗ )t∂n⃗ (2.29)

з компонентами
bik =

⟨
∂ikr⃗ , n⃗

⟩
= −

⟨
∂ir⃗ , ∂kn⃗

⟩
. (2.30)

Оператор Вейнгартена є симетричним лiнiйним оператором

g(AX,Y ) = g(X,AY )

вiдносно скалярного добутку, що визначає перша фундаментальна форма. Матрицi
оператору Вейнгартена A та другої фундаментальної форми B пов’занi спiввiдно-
шенням

A = g−1B,

де g−1 – матриця, обернена до матрицi першої фундаментальної форми.

Доведення. Позначимо через B = (bik) симетричну матрицю з елементами

bik =
⟨
∂ikr⃗ , n⃗

⟩
.

i пов’яжемо з нею cиметричну бiлiнiйну форму B(X,Y ) = bikX
iY k, що в кожнiй

точцi q ∈ F визначена на внутрiшнiх координатах дотичних векторiв X⃗ = Xi∂ir⃗ i
Y⃗ = Y k∂kr⃗ площини TqF . Оскiльки n⃗ – поле одиничних нормалей, а векторнi поля
∂1r⃗ i ∂2r⃗ дотичнi до поверхнi, то мають мiсце тотожностi

⟨
∂ir⃗ , n⃗

⟩
= 0. В такому разi⟨

∂kir⃗ , n⃗
⟩
+
⟨
∂ir⃗ , ∂kn⃗

⟩
= 0.

Отже,
bik =

⟨
∂kir⃗ , n⃗

⟩
= −

⟨
∂ir⃗ , ∂kn⃗

⟩
= −

⟨
∂kn⃗, ∂ir⃗

⟩
Матрицi Якобi вiдображень r⃗ i n⃗ мають вигляд

(∂r⃗ ) =


∂x
∂u1

∂x
∂u2

∂y
∂u1

∂y
∂u2

∂z
∂u1

∂z
∂u2

 (∂n⃗) =


∂n1

∂u1
∂n1

∂u2

∂n2

∂u1
∂n2

∂u2

∂n3

∂u1
∂n3

∂u2


Тодi з очевиднiстю знаходимо, що bik є елементами матрицi

B = −(∂r⃗ )t(∂n⃗ ). (2.31)
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Iз розкладання Вейнгартена (2.27) знаходимо, що

−(∂r⃗ )t (∂n⃗ ) = −(∂r⃗ )t(∂r⃗ )A = −gA.

Отже B = gA i A = g−1B. Форма лiнiйного оператора вiдносно скалярного добутку,
що визначається першою фундаментальною формою, має вигляд

g(AX,Y ) = Y tg(AX) = Y t(gA)Y = Y tBX = B(X,Y ).

Отже форма з матрицею B є за означенням другою фундаментальною формою по-
верхнi. Її матриця складається з елементiв (2.30). Iз симетричностi форми B негайно
випливає, що g(AX,Y ) = g(X,AY ).

Означення 2.5.2 Диференцiальна форма, що визначається на областi параметрiв
D(u1, u2) формулою

II = bikdu
iduk =

⟨
d2r⃗ , n⃗

⟩
= −

⟨
dr⃗ , dn⃗

⟩
, (2.32)

називається диференцiальною другою фундаментальною формою поверхнi.

Ремарка 2.5.1 Диференцiальну першу фундаментальну форму часто записують у
подiбному виглядi, а саме

I = gikdu
iduk = |dr⃗ |2 =

⟨
dr⃗ , dr⃗

⟩
. (2.33)

Друга фундаментальна форма з точнiстю до малих другого порядку визначає
вiдхилення точок поверхнi вiд дотичної площини в малому околi точки. Дiйсно, нехай
r⃗ = r⃗ (u1, u2) – регулярна параметризацiя поверхнi F . Розглянемо двi близькi точки
q i q + ∆q на цiй поверхнi з координатами (u1, u2) i (u1 + du1, u2 + du2). В силу C2

регулярностi вектор-функцiї r⃗ , можна скористатися розкладанням Тейлора вектор-
функцiї r⃗ в околi точки q до другого порядку, а саме

r⃗ = r⃗ (q) + ∂1r⃗ (q)du
1 + ∂2r⃗ (q)du

2 +
1

2
[∂11r⃗ (q)(du

1)2 + 2∂12r⃗ (q)du
1du2+

∂22r⃗ (q)(du
2)2] + o⃗

(
(du1)2 + (du2)2

)
.

Величина

h(du1, du2) = ⟨r⃗ − r⃗ (q), n⃗(q)⟩ =
1

2

[
b11(q)(du

1)2 + 2b12(q)du
1du2 + b22(q)(du

2)2
]
+ o
(
(du1)2 + (du2)2

)
,

де bik(q) = ⟨∂ikr⃗ , n⃗⟩(q) – елементи матрицi другої фундаментальної форми в точцi q,
визначає вiдхилення точки q +∆q вiд дотичної площини до F в точцi q.

Коефiцiєнти другої фундаментальної також форми залежать вiд вибору параме-
тризацiї. Нехай φ : G2(v1, v2)→ D2(u1, u2) дифеоморфiзм перепараметризацiї, заданий
системою функцiй

φ :

{
u1 = ui(v1, v2),

u2 = ui(v1, v2).
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Iз формули (2.32) випливає, що

II = bik du
iduj = (B ◦ φ)ik

∂ui

∂vj
∂uk

∂vm
dvj dvm

Отже, матриця другої фундаментальної форми B вiдносно параметрiв (u1, u2) по-
в’язана з матрицею першої фундаментальної форми B̃ вiдносно параметрiв (v1, v2)
формулою

b̃jm = (B ◦ φ)ik
∂ui

∂vj
∂uk

∂vm
, (2.34)

або в матричннiй формi
B̃ = (∂φ)t(B ◦ φ)∂φ, (2.35)

де ∂φ =
(
∂u
∂v

)
– матриця Якобi перетворення координат.

З формули (2.35) i нерiвностi Сiльвестра (2.3) випливає наступне твердження.

Твердження 2.5.2 Ранг матрицi другої фундаментальної форми не залежить вiд
вибору параметризацiї.

Скористаємось твердженням 2.5.2 у доведеннi наступної теореми.

Теорема 2.5.1 Якщо F регулярна поверхня класу C2 i B ≡ 0, тодi F – частина
площини.

Доведення. Нехай F – регулярна поверхня. Тодi в околi будь-якої своєї точки по-
верхню можна параметризувати явно

r⃗ =
{
x, y, f(x, y))

}
(x, y) ∈ D ⊂ IR2.

Проведемо необхiднi обчислення

∂1r⃗ =
{
1, 0, fx

}
, ∂2r⃗ =

{
0, 1, fy

}
,

∂11r⃗ =
{
0, 0, fxy

}
, ∂22r⃗ =

{
0, 0, fyy

}
, ∂12r⃗ =

{
0, 0, fyy

}
.

∂1r⃗ × ∂2r⃗ =
{
− fx,−fy, 1

}
, n⃗ =

1√
1 + f2x + f2y

{
− fx,−fy, 1

}
.

Тодi

b11 =
⟨
∂11r⃗ , n⃗

⟩
=

fxx√
1 + f2x + f2y

,

b12 =
⟨
∂12r⃗ , n⃗

⟩
=

fxy√
1 + f2x + f2y

,

b22 =
⟨
∂22r⃗ , n⃗

⟩
=

fyy√
1 + f2x + f2y

.

(2.36)

Звiдки

B =
1√

1 + f2x + f2y

(
fxx fxy
fxy fyy

)
.
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Але якщо B ≡ 0, тодi fxx = fyy = fxy = 0, а отже f(x, y) = ax+by+c. Тобто, локальна
параметризацiя поверхнi з необхiднiстю має вигляд

z = ax+ by + c (x, y) ∈ D ⊂ IR2,

що й треба було довести.

2.5.1 Щiльно-дотичний параболоїд поверхнi i класфiкацiя точок.

Нехай F – регулярна поверхня i q ∈ F . Згiдно з твердженням 2.1.3, в околi точки q
поверхня може бути парметризована явно. При цьому вибiр координатної системи вE3

жодним чином не обмежувався. Тож скористаємося твердженням 2.1.3 розмiстивши
плошину xOy в TqF . Вiсь Ox направимо уздовж ∂1r⃗ , вiсь Oy вздовж ∂2r⃗ , а вiсь Oz
вздовж вектора нормалi в цiй точцi. Тодi наша поверхня буде параметризована як

r⃗ =
{
x, y, f(x, y).

Точцi q буде вiдповiдати початок координат (0, 0, 0). Зокрема, це означає що f(0, 0) =
0. Бiльше того,

∂1r⃗ (0, 0) = {1, 0, 0} ∂2r⃗ (0, 0) = {0, 1, 0}.

З огляду на те, що ∂1r⃗ = {1, 0, fx} i ∂2r⃗ = {1, 0, fy} приходимо до висновку, що

fx(0, 0) = 0, fy(0, 0) = 0.

Запишемо розкладання f(x, y) до другого порядку, в околi точки (0, 0) вважаючи x, y
малими. Тодi маємо

z =
1

2

[
fxx(0, 0)x

2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y
2
]
+ o(x2 + y2).

Поверхня другого порядку

z1 = fxx(0, 0)x
2 + 2fxy(0, 0)xy + fyy(0, 0)y

2 (2.37)

є параболоїдом що моделює поверхню F в околi точки q з точнiстю до малих другого
порядку i називається щiльно-дотичним параболоїдом поверхнi в точцi q.

Тип параболоїду (2.37) визначається знаком iнварiанту I2(0, 0) =
(
fxxfyy −

f2xy
)∣∣

(0,0)
. В обранiй точцi q(0, 0, 0) вiдносно обраної координатної системи щiльно-

дотичний параболоїд

• є елiптичним, якщо
(
fxxfyy − f2xy

)∣∣
(0,0)

> 0;

• є гiперболiчним, якщо
(
fxxfyy − f2xy

)∣∣
(0,0)

< 0;

• вироджується в параболiчний цилiндр, якщо
(
fxxfyy − f2xy

)∣∣
(0,0)

= 0 але f2xx +

f2xy + f2yy ̸= 0;

• вироджується в площину, якщо
(
fxxfyy − f2xy

)∣∣
(0,0)

= 0 i f2xx + f2xy + f2yy = 0.
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Рис. 2.3: Поверхня r = {x, y, cosx cos y} та її дотичний параболоїд в точцi (0,0)

Iнварiантнiсть рангу другої фундаментальної форми дозволяє позбутися залежностi
з’ясування типу щiльно-дотичного параболоїду вiд параметризацiїї поверхнi i, тим
самим, визначити тип точки поверхнi незалежно вiд параметризацiї.

Означення 2.5.3 Точка q регулярної поверхнi називається

• елiптичною, якщо в цiй точцi щiльно-дотичний параболоїд поверхнi є елi-
птичним;

• гiперболiчною, якщо в цiй точцi щiльно-дотичний параболоїд поверхнi є гi-
перболiчним;

• параболiчною, якщо в цiй тоцi щiльно-дотичний параболоїд поверхнi виро-
джується в параболiчний цилiндр;

• точкою сплощення, якщо в цiй точцi щiльно-дотичний параболоїд поверхнi
вироджується в площину.

Елiптичнi i гiперболiчнi називаються невиродженими точками поверхнi, а параболiчнi
i точки уплощiння — виродженими.

Коректнiсть класифiкацiї точок регулярної поверхнi мiститься у наступному твер-
дженi.

Твердження 2.5.3 У кожнiй точцi регулярної поверхнi тип дотичного параболоїду
повнiстю визначається рангом її другої фундаментальної форми в цiй точцi i не
залежить вiд параметризацiї поверхнi.

Доведення. Нехай q – точка на регулярнiй поверхнi. Параметризуємо поверхню у
деякому околi цiєї точки явно в виглядi z = f(x, y), спецiалiзуючи систему координат
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Рис. 2.4: Щiльно-дотичний параболоїд в елiптичнiй i гiперболiчнiй точках

як на початку цього роздiлу. Тодi друга фундаментальна форма поверхнi в точцi q
обчислиться за формулами (2.36) i отримає вигляд

B|(0,0) =

(
fxx fxy

fxy fyy

)∣∣∣∣∣
(0,0)

.

Отже, в точцi q iнварiант I2 = detB
∣∣
(0,0)

. Для завершення доведення досить помiти-
ти, що при замiнi параметризацiї φ : G2(v1, v2) → D2(u1, u2) матриця другої фунда-
ментальної змiнюється за формулою (2.35) i тому det B̃ = (det ∂φ)2 detB, а значить
знак визначника не залежить вiд параметризацiї. Бiльше того, за твердженням 2.5.2,
виродження щiльно-дотичного параболоїду в параболiчний цилiндр або площину ви-
значається рангом другої фундаментальної форми i також не залежить вiд вибору
параметризацiї.

2.6 Гауссова i середня кривина поверхнi.

В кожнiй точцi поверхнi оператор Вейнгартена є симетричним лiнiйним оператором.
Тому всй його власнi числа i власнi вектори є дiйсними. Тож наступне означення є
вмотивованим.

Означення 2.6.1 Головними кривинами в точцi поверхi називаються власнi числа
оператору Вейнгартена в цiй точцi. Вiдповiднi власнi вектори називаються голов-
ними напрямками в цiй точцi.

Головнi кривини поверхнi є функцiями точки, а головнi напрямки утворюють в
загальному випадку пару векторних полiв на поверхнi. Зазвичай, головнi кривини на
поверхнi позначаються k1 и k2.
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Рис. 2.5: Щiльно-дотичний параболоїд в параболiчнiй точцi i точцi сплощення

Твердження 2.6.1 Головнi кривини i головнi напрямки не залежать вiд параме-
тризацiї поверхнi.

Доведення. Нехай φ : G2(v1, v2)→ D(u1, u2) дифеоморфiзм перепараметризацiї. По-
значимо через J =

(
∂φ
∂v

)
матрицю Якобi цього перетворення. Тодi за формулами (2.14)

та (2.35)
B̃ = J t(B ◦ φ)J, g̃ = J t(g ◦ φ)J.

Тому, для матрицi Вейнгартена вiдповiдна формула перетворення запишеться як

Ã = J−1(g ◦ φ)−1(J t)−1J t(B ◦ φ)J = J−1(A ◦ φ)J,

а значить

det
(
Ã− λ̃E

)
= det

(
J−1(A ◦ φ)J − λ̃J−1J

)
= det

(
A ◦ φ− λ̃E

)
.

Отже, λ̃ є власним вислом матрицi A ◦ φ в точках, вiдповiдних за дифеоморфiзмом
φ. Це означає, що λ̃ = λ ◦ φ.

При замiнi параметризацiї ρ⃗ = r⃗ ◦ φ маємо два розкладання одного й того ж
дотичного вектору у виглядi

X⃗ = ∂ρ⃗ X̃ = ∂(r⃗ ◦ φ)X̃ = ∂r⃗ ∂φ X̃ = (∂r⃗ )JX̃, X⃗ = ∂r⃗ X.

Значить для дотичних векторiв формула перетворення внутрiшнiх координат запису-
ється у виглядi

X = JX̃.

Нехай X̃ власний вектор матрицi Ã, що вiдповiдає власному значенню λ̃. Тодi

(A ◦ φ− λ ◦ φ)X = (JÃJ−1 − λ̃JJ−1)JX̃ = J(Ã− λ̃E)X̃ = 0
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Iз невиродженостi матрицi Якобi випливає вектор X = JX̃ є власним вектором ма-
трицi A ◦ φ, що вiдповiдає власному значенню λ ◦ φ тодi i тiльки тодi, коли вектор X̃
є власним вектором матрицi Ã, що вiдповiдає власному значенню λ̃.

Означення 2.6.2 Гаусовою кривиною C2 регулярної поверхнi F ⊂ E3 називається
добуток головних кривин

K = k1k2;

cередньою кривиною поверхнi називається середнє арiфметичне гловних кривин

H =
k1 + k2

2

в кожнiй точцi поверхнi.

Iнварiантнiсть головних кривин означає iнварiантнiсть Гаусової i сердньої кривин
поверхнi. Обчислення Гаусової i середньої кривин поверхнi не потребує обчислення
головних кривин.

Твердження 2.6.2 Гауссова i середня кривини C2-регулярної поверхнi є неперерв-
ними функцiями на областi параметрiв поверхнi i обчислюються за формулами

K = detA =
detB

det g
=
b11b22 − b212
g11g22 − g212

,

H =
1

2
trace(A) =

1

2

g22b11 − 2g12b12 + g11b22
g11g22 − g212

,

де A = g−1B – матриця Вейнгартена.

Доведення. Характеристичний многочлен матрицi Вейнгартена має вигляд

χA(λ) = λ2 − trace(A)λ+ detA.

Тому k1k2 = K i 2H = k1 + k2. Неперервнiсть цих функцiй очевидна, як i формули
обчислення.

Порiвнюючи твердження 2.6.2 та 2.5.3 легко зрозумiти, що знак Гауссової кривини
в точцi поверхнi збiгається зi знаком визначника другої квадратичної форми в цiй
точцi. Отже, тип точки (рiвно як i тип щiльно-дотичного параболоїда) визначається
знаком Гауссової кривини. А саме, точка q на поверхнi є

• елiптичною, тодi i тiльки тодi, коли K(q) > 0;

• гiперболiчною, тодi i тiльки тодi, коли K(q) < 0;

• параболiчною або точкою спплощiння, тодi i тiльки тодi, коли K(q) = 0;

Розглянемо найпростiшi приклади.
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• Гаусова i середнi кривини площини K ≡ 0, H ≡ 0. Це є очевидним з огляду на
те, що A ≡ 0.

• Гауссова i середня кривини сфери радiусу R дорiвнть K = 1
R2 , H = 1

R . Нехай r⃗
радiус-вектор сфери радiусу R з центром на початку координат. Тодi її одиничне
нормальне векторне поле (спрямоване всередину сфери) легко знаходиться як
n⃗ = − 1

R r⃗ . А значить

∂n⃗ = − 1

R
∂r⃗ .

Домножимо злiва на (∂r⃗ )t i використовуючи (2.31), знаходимо B = 1
R g, а зна-

чить detB = 1
R2 det g. Отже, K = 1

R2 .

Геометричне тлумачення Гаусової кривини.

Нехай F 2 регулярна поверхня, яка параматризована вектор-функцiєю r⃗ : D(u1, u2)→
E3. Зауважимо, що в силу (2.5.1) ранг сферичного вiдображення rg(∂n⃗) = rg(B). От-
же сферичне вiдображення n⃗ : D2(u1, u2)→ S2 ⊂ E3 регулярне тодi i тiльки тодi, коли
detB ̸= 0 у всiх точках околу. Нехай в деякому околi Uq точки q ∈ D Гауссове вiд-
ображення регулярне. Позначимо через g̃ першу фундаментальну форму сферичного
образу поверхнi. Тодi, очевидно,

g̃ = (∂n⃗)t · (∂n⃗)

Позначимо через dS елемент площi поверхнi, а через dω – елемент площi сферичного
образу n⃗(F 2). Тодi

dS =
√

det g, dω =
√

det g̃.

Використовуючи розкладання Вейнгартена (2.27), знаходимо

g̃ = (∂n⃗)t · (∂n⃗) = (∂r⃗ A)t · (∂r⃗ A) = At (∂r⃗ )t · (∂r⃗ )A = AtgA.

Отже,
det g̃ = (detA)2 det g.

Тому,
dω = | detA| dS.

Таким чином, в околi Uq площа сферичного образу ω(n⃗(Uq)) обчислиться як

ω(n⃗(Uq)) =

∫
Uq

dω =

∫
Uq

| detA| dS.

Припишемо площi сферичного образу знак за таким правилом. Покладемо

ω̃(n⃗(Uq)) =

{
+ω(n⃗(Uq)) якщо detA > 0,

−ω(n⃗(Uq)) якщо detA < 0.

Порiвнюючи це визначення з розкладанням (2.27) зауважимо, що площi сферичного
образу приписується знак (+), якщо сферичне вiдображення узгоджується з орiєн-
тацiєю в дотичних площинах поверхнi i її сферичного образу, i знак (−) в iншому
випадку. Будемо називати ω̃ орiєнтованою площею сферичного образу.
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За теоремою про середнє для кратних iнтегралiв

ω̃(n⃗(Uq)) =

∫∫
Uq

detAdS =

∫∫
Uq

K dS = K(q′)

∫∫
Uq

dS = K(q′)S(r⃗ (Uq)) (2.38)

для деякої точки q′ ∈ Uq. Тодi

K(q) = lim
Uq→q

ω̃(n⃗(Uq))

S(r⃗ (Uq))
.

2.7 Лiнiї кривини

Точка на поверхнi називається омбiлiчною, якщо в цiй точцi k1 = k2. Якщо ж k1 ̸= k2,
то точка називається неомбiлiчною. В омбiлiчнiй точцi будь-який напрямок є голов-
ним. Множина омбiлiчних точок поверхнi замкнена, у той час як множина неомбiлi-
чних точок – вiдкрита.

В околi будь-якої неомбiлiчної точки власнi вектори оператору Вейнгартена вза-
ємно ортогональнi. Якщо X⃗1 = X1

1∂1r⃗ +X2
1∂2r⃗ – головний напрямок, що вiдповiдає

головнiй кривинi k1, то його координати є розв’язком системи

(A− k1E)X1 = 0 ∼

(
a11 − k1 a12

a21 a22 − k1

)(
X1

1

X2
1

)
=

(
0

0

)

Оскiльки матриця системи вироджена, то координати власного вектору з точнiстю до
колiнеарностi можуть бути знайденi як

X1 = {−a12, a11 − k1} ∼ {a22 − k1,−a21}.

Аналогiчно,
X2 = {−a12, a11 − k2} ∼ {a22 − k2,−a21}.

Головнi напрямки C2 регулярної поверхнi неперервнi. Цей факт мотивує наступне
означення.

Означення 2.7.1 Крива на поверхнi називається лiнiєю кривини, якщо її доти-
чний вектор збiгається з одним з головних напрямкiв.

З огляду на iнварiантнiсть головних напрямкiв, лiнii кривини iнварiантнi вiдносно
параметризацiї поверхнi.11

Твердження 2.7.1 В околi неомбiлiчної точки C2-регулярної поверхнi iснує два сi-
мейства лiнiй кривини що є взаємно ортогогальними в кожнiй спiльнiй точцi.

Доведення. Нехай r⃗ : D2(u1, u2)→ F ⊂ E3 регулярна парметризацiя поверхнi класу
регулярностi щонайменше C2. Нехай X⃗1 = ∂r⃗ X1 поле головних напрямкiв, що вiдпо-
вiдає головнiй кривинi k1, з внутрiшнiми координатами X1 = {X1

1 (u
1, u2), X2

1 (u
1, u2)}.

11Чого не можна, звичайно, сказати про їх рiвняння.
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Крива γ⃗ : I(t) → F ⊂ E3 є лiнiєю кривини, якщо iснує розв’язок векторного дифе-
ренцiального рiвняння

γ⃗′ = X⃗1 ∼ ∂r⃗ γ ′ = ∂r⃗ (X1 ◦ γ ) ∼ γ ′ = X1 ◦ γ .

Розписавши покоординатно, отримаємо сёистему звичайних диференцiальних рiвнянь{
du1

dt = X1
1 (u

1(t), u2(t)),

du2

dt = X2
1 (u

1(t), u2(t))

з щонайменше неперервними правими частинами. Розв’язок системи складається з
сiмейства щонайменше C1-регулярних функцiй

u1 = u1(t) + α, u2 = u2(t) + β,

якi визначають сiмейство щонайменше C1-регулярних лiнiй кривини. Розв’язок задачi
Кошi визначає єдину лiнiю кривини, що проходить через задану точку на поверхнi.

Iнше поле головних напрямкiв визначає iнше сiмейство лiнiй кривини. Напрямки
лiнiй кривини з рiзних сiмейств у спiльних точках взаємно ортогональнi, бо є доти-
чними до взвємно ортогональних векторiв.

Ремарка 2.7.1 Диференцiал параметризацiї dr⃗ = ∂1r⃗ du
1 + ∂2r⃗ du

2 можна роз-
глядати як дотичний вектор з нескiнченно малими внутрiшнiми координатами
du = {du1, du2}. Тодi диференцiальне рiвняння лiнiї кривини, що вiдповiдає головнiй
кривинi k має вигляд

(A− kE) du = 0 ∼

(
a11 − k1 a12

a21 a22 − k1

)(
du1

du2

)
=

(
0

0

)
.

Бiльше того, з невиродженостi матрицi g випливає, що лiнiї кривини можуть бути
знайденi як розв’язок системи

g
(
(A− kE)du

)
= 0 ∼ (B − kg)du = 0.

Для запису рiвняння лiнiї кривини не обов’язково знаходити головнi кривини. Цi
рiвняння можуть бути включенi в одне рiвняння другого ступеню вiдносно диферен-
цiалiв параметрiв.

Твердження 2.7.2 Диференцiальне рiвняння лiнiї кривини на двовимiрнiй поверхнi
може бути записано у виглядi∣∣∣∣∣∣∣∣

(du2)2 −du1du2 (du1)2

g11 g12 g22

b11 b12 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0,

де gik i bik — елементи матриць першої та другої фундаментальних форм.
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Доведення. Нехай k головна кривина i нехай du = {du1, du2} напрямок лiнiї кривини.
Тодi рiвняння вiдповiдної лiнiї кривини можна записати як(

b11 b12
b12 b22

)(
du1

du2

)
= k

(
g11 g12
g12 g22

)(
du1

du2

)
.

Розписуючи покоординатно, маємо

b11du
1 + b12du

2 = k(g11du
1 + g12du

2),

b12du
1 + b22du

2 = k(g12du
1 + g22du

2).

Виключимо k з рiвнянь складаючи пропорцiю

b11du
1 + b12du

2

b12du1 + b22du2
=
g11du

1 + g12du
2

g12du1 + g22du2
.

Розкривши пропорцiю i зiбравши коефiцiєнти при диференцiалах, отримаємо

(g11b12 − g12b11)(du1)2 + (g11b22 − g22b11)du1du2 + (g12b22 − g22b12)(du2)2 = 0. (2.39)

Це рiвняння можна згорнути в визначник∣∣∣∣∣∣∣∣
(du2)2 −du1du2 (du1)2

g11 g12 g22

b11 b12 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (2.40)

що й потрiбно було довести.

Твердження 2.7.3 В околi неомбiлiчної точки поверхню можна параметризувати
так, що координатнi лiнiї параметризацiї будуть лiнiями кривини поверхнi.

Доведення. Для спрощення позначень, покладемо u1 = u, u2 = v. Позначимо через
P , Q i R коефiцiєнти рiвняння (2.39) i перепишемо його у виглядi

Pdu2 +Qdudv +Rdv2 = 0. (2.41)

Нехай q не омбiлiчна точка поверхнi, тобто k2(q) ̸= k1(q). Тодi за неперервнiстю зна-
йдеться окiл Uq такий, що k2 ̸= k1 у всiх точках цього околу. Тодi через кожну точку
Uq проходить рiвно 2 лiнiї кривини, а значить рiвняння (2.41) може бути переписано
в виглядi двох рiвнянь першого порядку12

du

dv
=
−Q+

√
Q2 − 4PR

2P
,

du

dv
=
−Q−

√
Q2 − 4PR

2P
,

причому Q2 − 4PR > 0, бо розв’язки iснують i вони рiзнi. Запишемо рiвняння двох
сiмейств лiнiй кривини в диференцiальнiй формi

2Pdu+ (−Q−
√
Q2 − 4PR)dv = 0,

2Pdu+ (−Q+
√
Q2 − 4PR)dv = 0.

12Якщо P = 0, а Q ̸= 0, тодi рiвняння можна переписати вiдносно dv
du

. Якщо ж (P = Q = 0)|Uq тодi
координатнi лiнiї вже є лiнiями кривини
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LinesCurv.eps

Рис. 2.6: Гелiкоїд i лiнiї кривини на ньому

Визначник ∣∣∣∣∣ 2P (−Q−
√
Q2 − 4PR)

2P (−Q+
√
Q2 − 4PR)

∣∣∣∣∣ = 4P
√
Q2 − 4PR ̸= 0

i ми потрапляємо в умови твердження 2.3.4.

Наслiдок 2.7.1 Координатна сiтка на поверхнi складається з лiнiй кривини тодi
i тiльки тодi, коли у всiх точках даного координатного околу матрицi першої i
другої фундаментальних форм одночасно дiагональнi. Головнi кривини обчислюються
за формулами

k1 =
b11
g11

, k2 =
b22
g22

Доведення. Координатнi лiнiї такої параметризацiї взаємно ортогональнi. Значить
g12 ≡ 0. Координатнi напрямки мають внутрiшнi координати {1, 0} та {0, 1} i є голов-
ними, тобто є розв’язками систем(

b11 b12
b12 b22

)(
1
0

)
= k1

(
g11 0
0 g22

)(
1
0

)
,

(
b11 b12
b12 b22

)(
0
1

)
= k2

(
g11 0
0 g22

)(
0
1

)
.

Виконавши матричнi дiї, отримаємо(
b11
b12

)
=

(
k1g11
0

)
,

(
b12
b22

)
=

(
0

k2g22

)
,

що i завершує доведення.

Твердження 2.7.4 (Теорема Родрiга, формули Родрiга) Нехай γ⃗(t) — лiнiя кри-
вини на поверхнi F , що вiдповiдає головнiй кривинi k, n⃗(t) поле одиничних нормалей
поверхнi уздовж γ⃗. Тодi має мiсце формула

dn⃗

dt
= −k dγ⃗

dt
∼ dn⃗ = −k dγ⃗.
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Якщо поверхня пааметризована лiнiями кривини, то то мають мiсце формули

∂1n⃗ = −k1∂1r⃗ , ∂2n⃗ = −k2∂2r⃗ ,

де k1 i k2 головнi кривини.

Доведення. Теорема Родрiга є простим наслiдком розкладання Вейнгартена. Нехай
γ⃗ = r⃗ ◦ γ лiнiя кривини на поверхнi, що вiдповiдає головнiй кривинi k, i n⃗(t) = n⃗ ◦ γ
поле одиничних нормалей поверхнi уздовж γ⃗. Тодi

dn⃗

dt
= ∂n⃗ γ ′ = −(∂r⃗ A)γ ′ = −k ∂r⃗ γ ′ = −k dγ⃗

dt
.

Якщо поверхня парметризована лiнiями кривини, то можна застосувати теорему Ро-
дрiга для кожної з координатнiх лiнiй.

Твердженя 2.7.3 вiрне в околi неомбiлiчної точки. Якщо ж точка на поверхнi
омбiлiчна, то будь-який напрямок в цiй точцi є головним. Отже, система рiвнянь
(A− λE)X = 0 задовольняється при будь-якому X. Значить A = λE , або, що те ж
саме, B = λg. Отже, омбiлiчнi точки на поверхнi можуть бути знайденi з пропорцiї 13

b11
g11

=
b12
g12

=
b22
g22

.

На деяких поверхнях можуть бути присутнiми омбiлiчнi точки. Наприклад, на
поверхнi елiпсоїда обертання їх двi (вони розташованi на осi обертання). На загаль-
ному елiпсоїдi їх чотири (це граничнi точки кругових розрiзiв елiпсоїда). Аналогiчно
влаштованi омбiлiчнi точки на поверхнi двопорожнинного гiперболоїду.

Означення 2.7.2 Поверхня F 2 ⊂ E3 називається цiлком омбiлiчною, якщо кожна
її точка є омбiлiчною.

Поверхня F ⊂ E3 є цiлком омбiлiчною тодi i тiльки тодi, коли будь-яка гладка
крива на нiй є лiнiєю кривини. Дiйсно, на цiлком омбiлiчнiй поверхнi виконується
спiввiдношення B = λg, а значить другi два рядки визначника (2.40) пропорцiйнi. I
навпаки, обираючи послiдовно в якостi лiнiй кривини лiнiї u1 = const, u2 = const i
u1 = u2 отримаємо пропорцiйнiсть других двох рядкiв визначника (2.40), що i означає
цiлком омбiлiчнiсть поверхнi. Цiлком омбiлiчнi достатньо регулярнi поверхнi в E3

вичерпуються сферами i площиною.

Теорема 2.7.1 Цiлком омбiлiчна поверхня в E3 класу регулярностi C3 є частиною
площини або сфери.

Доведення. Якщо поверхня цiлком омбiлiчна, тодi в кожнiй точцi поверхнi k1 = k2 :=
k. Будь-який напрямок на поверхнi є головним. Отже, матриця Вейнгартена в кожнiй
точцi пропорцiйна до одиничної A = k E. З розкладання Вейнгартена отримуємо

∂n⃗ = −∂r⃗ A = −k∂r⃗ .
13 тобто, системи з двох рiвнянь на два параметри – координати точки.
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У покоординатному запису остання рiвнiсть перепишеться у виглядi

∂in⃗ = −k ∂ir⃗ . (2.42)

В силу вимоги на регулярнiсть поверхнi, другi похiднi вектор-функцiї n⃗ не зале-
жить вiд порядку диференцiювання. Тому

∂12n⃗ = −∂2k ∂1r⃗ + k∂12 r⃗ , ∂21n⃗ = −∂1k ∂2r⃗ + k ∂21r⃗ .

Вiднiмаючи, отримаємо −∂2k ∂1r⃗ + ∂1k ∂2r⃗ = 0. В силу лiнiйної незалежностi вектор-
функцiй ∂1r⃗ i ∂2r⃗ , отримуємо

∂1k = 0, ∂2k = 0.

Отже, k = const. Тодi рiвностi (2.42) можна переписати в виглядi ∂i(n⃗+ k r⃗ ) = 0 для
i = 1, 2. Це означає, що n⃗+ k r⃗ є сталим вектором, тобто

n⃗+ k r⃗ = c⃗.

Якщо k = 0, тодi нормалi до поверхнi утворюють сталу вектор-функцiю. Це означає,
що B ≡ 0 i наша поверхня є частиною площини. Якщо k ̸= 0, то позначимо c⃗0 = 1

k c⃗.
Тодi можемо записати r⃗ − c⃗0 = − 1

k n⃗. Отже,∣∣r⃗ − c⃗0∣∣ = 1

k

i наша поверхня є частиною сфери радiуса R = 1
k .

2.8 Геометрiя кривих на поверхнях. Нормальна кривина.

Нехай γ : I → D2(u1, u2) внутрiшнє рiвняння кривої на регулярнiй поверхнi F , що
параметризована вектор-функцiєю r⃗ : D2(u1, u2)→ E3(x, y, z). Тодi її зовнiшнє рiвня-
ння, як кривої у E3, запишеться як композицiя

γ⃗ = r⃗ ◦ γ : I → E3

Виберемо на кривiй натуральну параметризацiю. Тодi τ⃗ = γ⃗ ′ буде одиничним доти-
чним векторних полем уздовж γ⃗. Позначимо через n⃗ поле одиничних нормалей по-
верхнi. Тодi композицiя n⃗(s) = n⃗◦γ визначає обмеження поля n⃗ на криву γ⃗. Векторне
поле

ν⃗g(s) = n⃗(s)× τ⃗ (s)

називається полем геодезичних нормалей кривої γ⃗. Трiйка одиничних взаємно орто-
гональних векторних полiв

τ⃗ = γ⃗ ′(s), ν⃗g(s), n⃗(s)

в точках кривої γ⃗ на поверхнi називається репером Дарбу натурально парметризо-
ваної кривої γ⃗(s) ⊂ F .
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Розкладемо похiднi за натуральним параметром векторних полiв реперу Дарбу за
векторами цього ж реперу. В силу одиничностi розглянутих полiв, це розкладання
визначається кососиметричною матрицею. А саме, τ⃗

ν⃗g
n⃗

′

=

 0 kg kn
−kg 0 κg

−kn κg 0

 τ⃗
ν⃗g
n⃗


Функцiя kg(s) називається геодезичною кривиною кривої; функцiя kn(s) називається
нормальною кривиною кривої; функцiя κ(s) називається геодезичним крутiнням кри-
вої та позначається κg. У розгорнутiй формi розкладання Дарбу набуває вигляду

τ⃗ ′ = kg ν⃗g + kn n⃗,

ν ′
g = −kg τ⃗ + κg n⃗,

n⃗ ′ = −kn τ⃗ − κg ν⃗g.

(2.43)

Якщо kg(s) ≡ 0, то лiнiя на поверхнi називається геодезичною.
Якщо kn(s) ≡ 0, то лiнiя на поверхнi називається асимптотичною.
Якщо κg ≡ 0, то надалi буде встановлено, що лiнiя на поверхнi є лiнiєю кривины.

Вектор kgν⃗g називається вектором геодезичної кривины кривої, а вектор knn⃗ на-
зивається вектором нормальної кривини кривої.

Вектор τ⃗ ′ = γ⃗ ′′ = kν⃗ є вектором кривини кривої де k – її кривина. Тож розклада-
ння (2.43)1 можна переписати в виглядi

kν⃗(s) = kgν⃗g(s) + knn⃗(s), (2.44)

звiдки випливає, що кривина кривої, її геодезична i нормальна кривини пов’язанi мiж
собою очевидним спiввiдношенням

k2 = k2g + k2n. (2.45)

Позначимо через θ кут мiж векторами ν⃗(s) i n⃗(s). Тодi з розкладання (2.44) випливає,
що

kg = k sin θ, kn = k cos θ. (2.46)

З цих визначень i спiввiдношень (2.43), (2.44) i (2.45) маємо декiлька якiсних ре-
зультатiв:

• Якщо поверхня мiстить пряму, то ця пряма є одночасно i геодезичною i асим-
птотичною лiнiєю на поверхнi.

• Лiнiя на поверхнi з кривиною k ̸= 0 є геодезичною тодi i тiльки тодi, коли її
вектор кривини колiнеарний до вектору нормалi поверхнi вздовж кривої. На-
приклад, це означає, що великi кола на сферi є геодезичними.

• Лiнiя на поверхнi з кривиною k ̸= 0 є асимптотичною тодi i тiльки тодi, коли її
вектор кривини пролягає в дотичнiй площинi поверхнi вздовж кривої.
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• Лiнiя на поверхнi є лiнiєю кривини тодi i тiльки тодi, коли похiдна поля нормалей
поверхнi вздовж кривої колiнеарна дотичному до кривої векторному полю (див.
Теорему Родрiга).

• Будь-яка лiнiя на площинi є лiнiєю кривини, бо n⃗′ = 0. На сферi радiусу R

n⃗(s) = n⃗ ◦ γ =
1

R
r⃗ ◦ γ =

1

R
γ⃗,

а значить
n⃗ ′ = − 1

R
γ⃗ ′ = − 1

R
τ⃗ .

З розкладання Дарбу негайно отримуємо kn = 1
R , κg = 0. Значить будь-яка

регулярна лiнiя на сферi є лiнiєю кривини, а її нормальна кривина є сталою i
дорiвнює 1

R .

Легко помiтити, що репери Френе i Дарбу для кривої на поверхнi мають спiльний
вектор – вектор дотичної до кривої, а значить вектори ν⃗ i β⃗ лежать у площинi векторiв
n⃗ i ν⃗g. Позначимо через θ кут мiж векторами ν⃗ и n⃗. Отримуємо розкладання ν⃗ = cos θ n⃗+ sin θ ν⃗g,

β⃗ = sin θ n⃗− cos θ ν⃗g.

Диференцiювання i застосування формул Френе злiва i формул Дарбу справа призво-
дить до рiвностi −k τ⃗ + κ β⃗ = −(kn cos θ + kg sin θ)τ⃗ + (−θ′ + κg)β⃗,

−κ ν⃗ = (θ′ − κg)ν⃗ + (−kn sin θ + kg cos θ) τ⃗ .

Приймаючи до уваги (2.46), отримуємо єдине нетривiальне спiввiдношення

κg = κ +
dθ

ds
, (2.47)

що прояснює зв’язок геодезичного крутiння кривої та її крутiння як кривої в просто-
рi. Зокрема, якщо крива є геодезичною лiнiєю, тодi θ = 0, а значить κg = κ. Iншими
словами, геодезичне крутiння геодезичної лiнiї дорiвнює її просторовому кру-
тiнню. Ця обставина виправдовує термiн геодезичне крутiння.

Ремарка 2.8.1 Справедливостi заради, зауважимо, що таку ж властивiсть має
будь-яка крива, вектор кривини якої утворює сталий кут з вектором нормалi до
поверхнi. Зокрема, це є вiрним i для асимптотичних лiнiй ( θ = π

2 ). Неважко зрозу-
мiти, що якщо лiнiя, що лежить в перетинi площини i поверхнi, є геоде-
зичною, то вона є i лiнiєю кривини.

Вiдзначимо ще один якiсний результат, що належить Iоахiмсталю.

Теорема 2.8.1 (Iоахiмсталь) Нехай F1 i F2 двi поверхнi та γ⃗ = F1 ∩ F2 – лiнiя
їх перетину. У припущеннi регулярностi цiєї лiнiї, позначимо через α(s) кут мiж
полями нормалей n1(s) i n2(s) поверхонь F1 i F2 в точках цiєї лiнiї. Тодi



2.8. ГЕОМЕТРIЯ КРИВИХ НА ПОВЕРХНЯХ. НОРМАЛЬНА КРИВИНА. 101

• якщо α = const i лiнiя є лiнiєю кривини на однiй з поверхонь, тодi вона буде
лiнiєю кривини i на iншiй.

• якщо лiнiя є лiнiєю кривини на обох поверхнях, тодi α = const.

Теорема Iоахiмсталя є негайним наслiдком наступної леми.

Лема 2.8.1 Нехай F1 i F2 двi поверхнi та γ⃗ = F1 ∩ F2 – лiнiя їх перетину. У при-
пущеннi регулярностi цiєї лiнiї, позначимо через α(s) орiєнтований (в нормальнiй
площинi лiнiї) кут мiж полями нормалей n1(s) i n2(s) поверхонь F1 i F2 в точках
цiєї лiнiї. Геодезичнi крутiння лiнiї перетину κ(1) i κ(2) вiдносно поверхонь F1 i F2

вiдповiдно, пов’язанi спiввiдношенням:

κ(2)
g = κ(1)

g +
dα

ds

Доведення. Позначимо через θ(1)(s) i θ(2)(s) орiєнтованi кути мiж головною норма-
ллю кривої i полями нормалей n1(s) i n2(s) вiдповiдно. Тодi, за правилом складання
орiєнтованих кутiв,

θ(1) + α = θ(2).

Отже,
dθ(1)

ds
+
dα

ds
=
dθ(2)

ds
.

Просторове крутiння лiнiї перетину поверхонь пов’язано з крутiннями κ(1)
g i κ(2)

g спiв-
вiдношенням (2.47). Тому

κ = κ(1)
g −

dθ(1)

ds
= κ(2)

g −
dθ(2)

ds
.

Звiдси

κ(1)
g −

dθ(1)

ds
= κ(2)

g −
dθ(1)

ds
− dα

ds
,

а значить
κ(2)
g = κ(1)

g +
dα

ds
.

Ясно, що κ(2)
g = κ(1)

g тодi i тiльки тодi, коли α = const, що i завершує доведення
теореми Iоахiмсталя. Кут α може бути i нулем, тобто, теорема є вiрною i у випадку
дотику поверхонь уздовж кривої.

Найпростiше застосування теореми Iоахiмсталя таке: Якщо площина або сфера
перетинають поверхню пiд сталим кутом, то лiнiя перетину є лiнiєю кривини на
поверхнi.

2.8.1 Нормальна кривина кривої на поверхнi. Нормальна кривина
поверхнi.

Нехай B i g матрицi другої та першої фундаментальних форм поверхнi, вiдповiдно.
Обмеження цих матриць на криву γ⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E3 є матрицями (B ◦ γ) i
(g ◦ γ), вiдповiдно. Тодi (g ◦ γ)−1(B ◦ γ) = (A ◦ γ).
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Твердження 2.8.1 Нормальна кривина кривої γ⃗ = r⃗ ◦ γ на поверхнi F , що параме-
тризована вектор-функцiєю r⃗ : D2(u1, u2)→ F ⊂ E3, обчислюється за формулою

• kn(s) = (B ◦ γ)(γ ′, γ ′) для натурально параметризованої кривої;

• kn(t) =
(B ◦ γ)(γ ′

t, γ
′
t)

(g ◦ γ)(γ ′
t, γ

′
t)
, для випадку не натуральної параметризацiї кривої.

Доведення. Нехай γ (s) внутрiшнє рiвняння натурально параметризованої кривої
γ⃗(s). Зi спiввiдношення (2.44) випливає, що

kn(s) =
⟨
γ⃗ ′′, n⃗(s)

⟩
= −

⟨
γ⃗ ′, n⃗ ′(s)

⟩
.

Оскiльки
γ⃗(s) = (r⃗ ◦ γ )(s), n⃗(s) = (n⃗ ◦ γ )(s),

тодi, використовуючи правила диференцiювання i розкладання Вейнгартена (2.27),
знайдемо

γ⃗ ′ = (∂r⃗ ) γ ′, n⃗ ′ = (∂n⃗) γ ′ = −(∂r⃗ )(A ◦ γ)γ ′.

Тому,

kn(s) = −
⟨
γ⃗ ′, n⃗′

⟩
(s) = −(γ⃗ ′)t(n⃗ ′) = γ ′(∂r⃗ )t (∂r⃗ )(A ◦ γ)γ ′) =

(γ ′)t(gγ (A ◦ γ))γ ′ = (γ ′)t(B ◦ γ)γ ′ = (B ◦ γ)(γ ′, γ ′).

Якщо тепер t = t(s) довiльна регулярна параметризацiя кривої, тодi

γ ′ = γ ′
t

dt

ds
=

γ ′
t

|γ ′
t|g

= γ ′
t

1√
(g ◦ γ)(γ ′

t, γ
′
t)
.

Тому остаточно,

kn(t) =
(B ◦ γ)(γ ′

t, γ
′
t)

(g ◦ γ)(γ ′
t, γ

′
t)

Наслiдком знайденої формули є

Теорема 2.8.2 (Меньє) Нехай q – фiксована точка на поверхнi i X⃗ ∈ TqF деякий
фiксований дотичний вектор в точцi q. Позначимо через θ – кут мiж вектором
нормалi до поверхнi i вектором головної нормалi довiльної регулярної кривої γ⃗ = r⃗ ◦γ ,
що проходить через точку q в напрямку вектора X⃗ = ∂r⃗ ·X. Якщо k(q, γ⃗) кривина
кривої γ⃗ в точцi q, тодi

kn(q, γ⃗) = k(q, γ⃗) cos θ =
Bq(X,X)

gq(X,X)

Доведення. Дiйсно, якщо точка фiксована, тодi (B ◦ γ )(q) = B(q) незалежно вiд
вибору кривої γ . Якщо до того ж крива дотикається до вектораX, тодi γ⃗′(q) = λ(γ ) X⃗,
що еквiвалентно ∂r⃗ ·γ ′(q) = λ(γ )∂r⃗ ·X, а значить γ ′(q) = λ(γ )X Тому для довiльної
кривої розглянутого сiмейства

k cos θ = kn(γ (q)) =
λ2(γ)XtB(q)X

λ2(γ )Xtg(q)X
=
B(q)(X,X)

g(q)(X,X)
.
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Теорема Меньє показує, що нормальна кривина всiх кривих, що проходять через дану
точку в даному напрямку однакова, а значить, є характеристикою точки i напрямку
на поверхнi, а не кривої. Це дає пiдставу для наступного визначення.

Означення 2.8.1 Нормальною кривиною поверхнi в точцi q ∈ F 2 в напрямку ве-
ктора X⃗ = ∂r⃗ X ∈ TqF називається число

kn(q,X) =
B(q)(X,X)

g(q)(X,X)
=
B(X,X)

g(X,X)
(q),

де B(q)(X,X) i g(q)(X,X) значення другої i першої фундаментальних форм в точцi
q на внутрiшнiх координатах вектора X⃗.

Ремарка 2.8.2 Нормальна кривина поверхнi не залежить вiд її параметризацiї. Не-
хай u = u(v) дифеоморфiзм замiни параметрiв. Позначмо лiтерами з тiльдою компо-
ненти векторiв i матриць вiдносно параметризацii (u). Тодi координати дотичного
вектора перетворюються за формулою X = JX̃, а матрицi першої та другої ква-
дратичних форм перетворюються за формулами B̃ = J tBJ i g̃ = J tgJ , де J =

(
∂u
∂v

)
– матриця Якобi перетворення координат. Значить

kn(q, X̃) =
X̃tB̃X̃

X̃tg̃X̃
=
X̃tJ tBJX̃

X̃tJ tgJX̃
=

(JX̃)tB(JX̃)

(JX̃)tg(JX̃)
=
XtBX

XtgX
= kn(q,X).

Ясно, що за самим визначенням нормальна кривина поверхнi дорiвнює нормаль-
нiй кривинi довiльної кривої, що проходить через задану точку в заданому напрямку.
Найбiльш природною кривою такого сорту є нормальний перерiз поверхнi, що отри-
мується як перерiз поверхнi площиною, натягнутої на вектор нормалi в данiй точцi i
заданий напрямок.

Твердження 2.8.2 З точнiстю до знаку, нормальна кривина поверхнi в данiй то-
чцi i у даному напрямку дорiвнює кривинi нормального перерiзу поверхнi в цьому
напрямку.

Ремарка 2.8.3 При змiнi напрямку вектора нормалi поверхнi друга фундаменталь-
на форма змiнить знак. Тому завжди можна обрати нормаль так, що кривина нор-
мального перерiзу буде дорiвнювати нормальнiй кривинi поверхнi в обранiй точцi.

В елiптичнiй точцi друга фундаментальна форма додатно визначена. Тому нор-
мальна кривина в усiх напрямках додатна (або вiд’емна). У свою чергу, це означає,
що всi нормальнi перерiзи вiдхиляються вiд дотичної площини в один напiвпростiр.
В гiперболiчнiй точцi друга фундаментальна форма не визначена за знаком. Є на-
прямки як з додатною, так i з вiд’ємною нормальною кривиною. Значить, є перерiзи,
якi вiдхиляються вiд дотичної площини в рiзнi напiвпростори. В параболiчнiй то-
чцi в одному з напрямкiв вектор кривини нормального перерiзу зникає (є нульовим
вектором).
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2.8.2 Iндикатриса Дюпена.

Iндикатриса Дюпена дає наочне уявлення про розподiл нормальної кривини поверхнi
у заданiй точцi. Оскiльки нормальна кривина в точцi не залежить вiд параметризацiї
поверхнi, то для фiксованого вектора X⃗ = ∂r⃗ X ∈ TqF довжина вiдрiзка

d(X) =
1√

|kn(q,X)|

не залежить вiд параметризацiї. Вiдкладемо в дотичнiй площинi вiдрiзки довжиною
d(X) вiд точки q. Геометричне мiсце кiнцiв побудованих вiдрiзкiв називається iнди-
катрисою Дюпена.

Твердження 2.8.3 В данiй точцi q поверхнi, яка не є точкою сплощення, iндiкатрi-
са Дюпена є кривою другого порядку вiдносно координат дотичних векторiв, рiвняння
якої визначається другою фундаментальною формою поверхнi i має вигляд

|B(X,X)| = 1,

де B = B(q) матриця другої фундаментальної форми в точцi q. Iндикатриса Дюпе-
на не залежить вiд вибору параметризацiї i є елiпсом в елiптичнiй точцi, парою
спряжених гiпербол в гiперболiчнiй точцi, парою паралельних прямих в па-
раболiчнiй точцi.

Доведення. За означенням iндикатрису Дюпена опише вектор дотичної площини в
точцi q ∈ F довжина якого визначається рiвнянням

g(X,X) = d2(X) =
g(X,X)

|B(X,X)|
,

де матрицi B = B(q) i g = g(q) обчислюються в точцi q. Звiдки випливає, що
|B(X,X)| = 1. В координатнiй формi це рiвняння запишеться як

|b11(X1)2 + 2b12X
1X2 + b22(X

2)2| = 1.

Це рiвняння кривої 2-го порядку в дотичнiй площинi до поверхнi в точцi q, причо-
му елiпса, b11b22 − b212 > 0, пара спряжених гiпербол, якщо b11b22 − b212 < 0, пари
паралельних прямих, якщо b11b22 − b212 = 0.

Для з’ясування геометричної будови iндикатриси Дюпена спецiалiзуємо систе-
му координат в околi точки так, що в самiй точцi координатнi вектори матимуть
одиничну довжину та спрямованi уздовж головних напрямкiв. Тодi в данiй точцi

g =

(
1 0
0 1

)
, B =

(
k1 0
0 k2

)
. Отже, рiвняння iндикатриси Дюпена запишеться

у виглядi ∣∣ k1(X1)2 + k2(X
2)2
∣∣ = 1.

Якщо q елiптична точка, тодi k1k2 = K > 0, а значить головнi кривини мають
однаковi знаки i рiвняння iндикатриси можна записати як

k1(X
1)2 + k2(X

2)2 = 1.
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Це елiпс, осi симетрiї якого збiгаються з головними напрямками, а пiвосi рiвнi 1/
√
k1

i 1/
√
k2. Якщо q гiперболiчна точка, тодi k1k2 = K < 0, а значить головнi кривизни

мають рiзнi знаки i рiвняння iндикатриси можна записати як

k1(X
1)2 + k2(X

2)2 = ±1.

Це пара спряжених гiпербол, осi симетрiї яких збiгаються з головними напрямками, а
пiвосi рiвнi 1/

√
k1 i 1/

√
−k2. Напрямки асимптот складають кут φ з одним з головних

напрямкiв, такий, що

tgφ = ±
√

k1
−k2

= ±
√
−K
k2

Якщо X⃗ = ∂r⃗ X напрямок асимптоти, то kn(q,X). Тому, напрямки на поверхнi, в яких
нормальна кривина kn(q,X) = 0 називаються асимптотичними напрямками в точцi
q.

Якщо q параболiчна точка, тодi k1k2, а значить в точцi q одна з головних кривин,
скажiмо k1 = 0, а k2 ̸= 0 i рiвняння iндикатриси можна записати як

|k2|(X2)2 = 1.

Це пара паралельних прямих, вiсь симетрiї якої збiгається з головним напрямком, що
вiдповiдає асимптотичному напрямку.

2.8.3 Формула Ейлера

Наведенi вище розгляди дозволяють отримати iнварiантне вираження для нормальної
кривини поверхнi в данiй точцi i в даному напрямку. Це формула Ейлера.

Твердження 2.8.4 Позначимо через φ кут мiж довiльним напрямком X в точцi
q ∈ F 2 i головним напрямком, що вiдповiдає головнiй кривинi k1. Тодi для нормальної
кривини в напрямку X має мiсце формула

kn(q,X) = k1 cos
2 φ+ k2 sin

2 φ.

Доведення. В силу iнварiантностi нормальної кривини вiд вибору параметризацiї,
введемо в околi обраної точки q таку, що в самiй точцi базиснi вектори одиничнi,
взаємно ортогональнi i спрямованi у головниих напрямках. Тодi в точцi q

b11 = k1, b12 = 0, b22 = k2, g11 = g22 = 1, g12 = 0.

Значить,

kn(q,X) =
k1(X

1)2 + k2(X
2)2

(X1)2 + (X1)2
.

Позначимо через φ кут мiж вектором X i вектором першого головного напрямку. Тодi

cosφ =
X1√

(X1)2 + (X1)2
, sinφ =

X2√
(X1)2 + (X1)2

.

Тепер очевидно, що
kn(q,X) = k1 cos

2 φ+ k2 sin
2 φ.
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За допомогою формули Ейлера можна дати iншi тлумачення термiну середня кри-
вина. А саме,

• Середня кривина поверхнi дорiвнює середньому значенню iнтеграла в усiх на-
прямках вiд нормальної кривини поверхнi в данiй точцi.

Нагадаємо, що середнiм значенням iнтеграла вiд функцiї f(t) на промiжку [a, b]
називається величина

1

b− a

∫ b

a
f(t) dt.

Користуючись формулою Ейлера, запишемо нормальну кривину як функцiю
кута

kn(q, φ) = k1(q) cos
2 φ+ k2(q) sin

2 φ.

Тодi∫ 2π

0
kn(q, φ) dφ = k1(q)

∫ 2π

0
cos2 φdφ+ k2(q)

∫ 2π

0
sin2 φdφ =

2πH(q) +
k1(q)− k2(q)

2

∫ 2π

0
cos 2φdφ = 2πH(q).

• Середня кривина поверхнi дорiвнює середньому арифметичному значень нор-
мальної кривини за будь-якими двома взаємно ортогональними напрямками в
данiй точцi.

Дiйсно,
kn(q, φ) + kn(q, φ+ π/2)

2
=
k1(q) + k2(q)

2
= H(q).

2.8.4 Геодезичне крутiння поверхнi.

Твердження 2.8.5 Нехай r⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E3 регулярна параметризацiя по-
верхнi F i γ : I → D2 внутрiшня параметризацiя кривої γ⃗ = r⃗ ◦ γ : I → F ⊂ E3.
Нехай n⃗(u1, u2) – поле одиничних нормалей поверхнi i n⃗γ = n⃗ ◦ γ – обмеження поля
нормалей на криву γ⃗. Тодi геодезичне крутiння кривої γ⃗ обчислюється за формулою

• κg(s) = −(γ⃗ ′, n⃗ ′
γ , n⃗γ ) = (γ⃗ ′,

−−→
Aγ ′, n⃗γ ) для випадку натуральної параметризацiї;

• κg(t) = −
(γ⃗ ′, n⃗ ′

γ , n⃗γ )

|γ⃗′|2
=

(γ⃗ ′,
−−→
Aγ ′, n⃗γ )

|γ⃗′|2
для загального регулярного параметру.

Доведення. Дiйсно, при натуральнiй параметризацiї, з розкладання Дарбу (2.43)
випливає, що

κg = −
⟨
n⃗ ′

γ , ν⃗g
⟩
= −

⟨
n⃗ ′

γ , n⃗γ × γ⃗′
⟩
= −(γ⃗ ′, n⃗ ′

γ , n⃗γ ).

З розкладання Вейнгартена

n⃗ ′
γ = (n⃗ ◦ γ )′ = ∂n⃗ γ ′ = −(∂r⃗ A)γ ′ = −∂r⃗ (Aγ ′) = −

−−→
Aγ ′,
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звiдки i випливає необхiдна формула. Якщо ж параметр не натуральний, тодi

γ⃗ ′
s = γ⃗ ′

t

dt

ds
=

γ⃗ ′
t

|γ⃗ ′
t|

i пiсля очевидної пiдстановки, одержимо

κg(t) = −
(γ⃗ ′, n⃗ ′

γ , n⃗γ )

|γ⃗′|2
=

(γ⃗ ′,
−−→
Aγ ′, n⃗γ )

|γ⃗′|2
.

З виведенних формул випливають простi але важливi наслiдки.

• Лiнiя на поверхнi є лiнiєю кривини тодi i тiльки тодi, коли для цiєї лiнiї κg = 0.

Для доведення достатньо помiтити, що κg = 0 еквiвалентне умовi Aγ ′ = kγ ′.

• Для всiх кривих, що проходять через дану точку в даному напрямку геодезичне
крутiння одне й теж (аналог теореми Меньє).

Нехай X⃗ = ∂r⃗ ·X обраний напрямок на поверхнi в точцi q ∈ F 2. Для будь-якої
кривої, що задовольняє умовi, γ ′ = λX, n⃗γ = n⃗(q), а матриця Вейнгартена
так само не залежить вiд вибору кривої14. Пряма пiдстановка дає необхiдний
результат.

Аналогiчно нормальнiй кривинi поверхнi, визначається геодезичне крутiння поверхнi.

Означення 2.8.2 Геодезичним крутiнням регулярної параметризованої поверхнi
r⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E3 в точцi q ∈ F 2 в напрямку вектора X⃗ = ∂r⃗ · X нази-
вається геодезичне крутiння в точцi q будь-якої регулярної кривої на поверхнi, що
проходить у напрямку вектору X⃗.

Твердження 2.8.6 Нехай r⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E3 регулярна параметризацiя по-
верхнi F i n⃗ – поле одиничних нормалей поверхнi. В заданiй точцi q ∈ F i заданому
напрямку X⃗ = ∂r⃗ X ∈ TqF геодезичне крутiння обчислюється за формулою

κg(q,X) =
(X⃗,
−−→
AX, n⃗)

|X⃗|2
(q).

Виведення обчислювальної формули є нескладною вправою.

Вправа 2.8.1 (Аналог формули Ейлера) Покажiть, що в будь-якiй точцi поверхнi
для геодезичного крутiння поверхнi має мiсце формула

κg(q,X) = ±k2 − k1
2

sin 2φ,

де k1 и k2 – головнi кривини, а φ – кут мiж напрямком X⃗ i головним напрямком,
що вiдповiдає головнiй кривинi k1.

Вправа 2.8.2 Покажiть, що в будь-якiй точцi поверхнi для Гауссової кривини по-
верхнi має мiсце формула

K(q) = kn(q, e1)kn(q, e2) + κg(q, e1)κg(q, e2).

де e1 i e2 довiльнi одиничнi взаємно перпендикулярнi вектори.
14Для будь-якої кривої, (A ◦ γ)(q)) = A(q)
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2.8.5 Асимптотичнi лiнiї. Спряженi сiтки.

Означення 2.8.3 Лiнiя на поверхнi називається асимптотичною, якщо в кожнiй
своїй точцi вона дотикається асимптотичного напрямку.

Диференцiальне рiвняння асимптотичних лiнiй виводиться безпосередньо з означення.

Твердження 2.8.7 Диференцiальне рiвняння асимптотичних лiнiй на поверхнi
має вигляд

B(du, du) = bikdu
iduk = 0,

де B = (bik) – матриця другої фундаментальної форми, а du = {du1, du2} диференцi-
али внутрiшнiх параметрiв поверхнi.

Ясно, що на двовимiрних поверхнях асимптотичнi лiнiї можуть iснувати тiльки на
поверхнях недодатної кривини K ≤ 0. Якщо всi точки поверхнi гiперболiчнi (K < 0),
тодi поверхня несе два рiзних сiмейства асимптотичних лiнiй. Скориставшись твер-
дженням 2.3.3, можна довести таступне твердження.

Твердження 2.8.8 В околi гiперболiчної точки поверхню можна параметризува-
ти так, що координатнi лiнiї параметризацiї будуть асимптотичними лiнiями на
поверхнi.

Вправа 2.8.3 Покажiть, що координатна сiтка на поверхнi складається з асим-
птотичних лiнiй тодi i тiльки тодi, коли матриця другої фундаментальної форми
вiдносно даної параметризацiї має вигляд

B =

(
0 b12
b12 0

)

Два напрямки X⃗ = ∂r⃗ ·X i Y⃗ = ∂r⃗ ·Y називаються спряженими, якщо B(X,Y ) =
0. Асимптотичнi напрямки вiдповiдають самоспряженим напрямкам. Два сiмейства
лiнiй на поверхнi утворюють спряжену сiтку, якщо в кожнiй точцi перетину лiнiй їх
дотичнi вектори спряженi.

Вправа 2.8.4 Нехай dr = (du, dv) i δr = (δu, δv) два нескiнченно малих напрямки на
поверхнi. Цi напрямки спряженi, якщо

b11duδu+ b12(duδv + dvδu) + b22dvδv = 0.

Нехай одне сiмейство лiнiй задано у виглядi φ(u, v) = 0. Виведiть диференцiальне
рiвняння спряженого до нього сiмейства.

Вправа 2.8.5 Координатнi лiнiї на поверхнi утворюють спряжену сiтку тодi i
тiльки тодi, коли b12 = 0. Довести.
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2.8.6 Геодезична кривина кривої. Геодезичнi лiнiї

Перш за все отримаємо обчислювальну формулу.

Твердження 2.8.9 Нехай r⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E3 регулярна параметризацiя по-
верхнi F . Геодезична кривина кривої γ⃗ = r⃗ ◦γ на поверхнi обчислюється за формулою

• kg(s) = (γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ ) для натурально параметризованої кривої;

• kg(t) =
(γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ )

|γ⃗ ′|3
для випадку довiльної регулярної параметризацiї,

де n⃗γ = n⃗ ◦ γ – поле нормалей поверхнi уздовж кривої.

Доведення. Нехай γ – крива з натуральною параметризацiєю, тодi з формули Дарбу
(2.43)1 знаходимо

γ⃗′′ = kgν⃗g + knn⃗γ .

Домножимо цю рiвнiсть скалярно на ν⃗g, тодi маємо

kg = ⟨γ⃗′′, ν⃗g⟩ =
⟨
γ⃗′′, [n⃗γ , γ⃗

′]
⟩
= (γ⃗′, γ⃗′′, n⃗γ ).

Нехай γ має довiльну регулярну параметризацiю. Тодi

γ⃗′s = γ⃗′t
dt

ds
=

γ⃗′t
|γ⃗′t|

,

γ⃗′′s =
d

dt

(
γ⃗′t
|γ⃗′t|

)
dt

ds
=

1

|γ ′
t|

(
γ⃗′′t
|γ⃗′t|

+ γ⃗′t
d

dt

(
1

|γ⃗′t|

))
,

kg(t) = kg(s(t)) =

(
γ⃗′t
|γ⃗′t|

,
1

|γ ′
t|

(
γ⃗′′t
|γ⃗′t|

+ γ⃗′t
d

dt

(
1

|γ⃗′t|

))
, n⃗γ

)
=

(γ⃗′t, γ⃗
′′
t , n⃗γ )

|γ⃗′t|3
,

що й потрiбно було довести.

Ремарка 2.8.4 При змiнi внутрiшньої орiєнтацiї на кривiй (напрямки обходу) знак
геодезичної кривини змiнюється на протилежний. Це випливає з отриманих фор-
мул, при замiнi γ ′ → −γ ′.

Як приклад, обчислимо геодезичну кривину кола на поверхнi сфери радiусу R.
Параметризуємо сферу вектор-функцiєю

r⃗ = R{sinu cos v, sinu sin v, cosu}.

Тут параметр u – кут мiж радiус-вектором точки на сферi та вiссю Oz. Коло на сферi,
що лежить в площинi z = const задається рiвнянням u = u0 = const. Тому

γ⃗(v) = R{sinu0 cos v, sinu0 sin v, cosu0}

Звiдси
γ⃗′ = R sinu0{− sin v, cos v, 0}, γ⃗′′ = R sinu0{− cos v,− sin v, 0}.
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Оскiльки n⃗ ∥ r⃗ , то
n⃗γ = {sinu0 cos v, sinu0 sin v, cosu0}.

Значить

(γ⃗′, γ⃗′′, n⃗γ ) =

R2 sin2 u0

∣∣∣∣∣∣
− sin v cos v 0
− cos v − sin v 0

sinu0 cos v sinu0 sin v cosu0

∣∣∣∣∣∣ = R2 sin2 u0 cosu0.

Очевидно, |γ⃗′|3 = R3 sin3 u0. Тому kg = 1
R ctg u0. Зауважимо, що R sinu0 є в точностi

радiус r кола, що розглядається. Тому sinu0 = r/R. Тодi

ctg u0 =

√
1− (r/R)2

r/R
=

√
R2 − r2
r

,

а значить

kg =

√
R2 − r2
Rr

.

Таким чином, серед кiл, тiльки великi кола (тобто, радiусу R) є геодезичними на
сферi.

Ремарка 2.8.5 Цей результат можна отримати з iнших, бiльш елементарних
мiркувань. А саме, коло на сферi зовнiшнього радiусу r є плоскою кривою з криви-

ною k =
1

r
. Нормальна кривина будь-якої кривої на сферi радiусу R дорiвнює kn =

1

R
.

А значить

|kg| =
√
k2 − k2n =

√(1
r

)2
−
( 1

R

)2
=

√
R2 − r2
Rr

.

2.8.7 Третя фундаментальна форма поверхнi

Третьою фундаментальною формою поверхнi називається диференцiальна квадра-
тична форма dn⃗2 =

⟨
∂in⃗, ∂kn⃗

⟩
duiduk. Позначимо її матрицю через g̃. Зауважимо, що

якщо сферичне вiдображення поверхнi F регулярно, то матриця g̃ є матрицею першої
фундаментальної форми сферичного образу поверхнi. Отже

g̃ = (∂n⃗)t(∂n⃗),

де, як i ранiше, ∂n⃗ — матриця Якобi вектор-функцiї n⃗. Застосовуючи розкладання
Вейнгартена (2.27),

g̃ = At(∂r⃗ )t(∂r⃗ )A = AtgA. (2.48)

Твердження 2.8.10 Матрицi першої, другої i третьої фундаментальних форм по-
верхнi F ⊂ E3 пов’язанi спiввiдношенням

g̃ = 2H B −K g,

де H и K — середня i Гауссова кривини поверхнi.
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Доведення. Зауважимо, що спiввiдношення не залежить вiд параметризацiї поверх-
нi. Тому, для доведення достатньо встановити справедливiсть цього спiввiдношення в
системi координат, що є зручною для обчислень. Введемо на поверхнi систему коор-
динат з лiнiй кривини. Тодi

B =

(
b11 0
0 b22

)
, g =

(
g11 0
0 g22

)
, k1 =

b11
g11

, k2 =
b22
g22

.

Щодо обраної параметризацiї вираз (2.48) набуде вигляду

g̃ =

(
k1 0
0 k2

)(
g11 0
0 g22

)(
k1 0
0 k2

)
=

(
k21g11 0
0 k22g22

)
.

Проведемо нескладнi перетворення(
k1(k1 + k2 − k2)g11 0

0 k2(k2 + k1 − k1)g22

)
=

2H

(
k1g11 0
0 k2g22

)
−K

(
g11 0
0 g22

)
.

Зауважимо, що k1g11 = b11, k2g22 = b22. Отже,

g̃ = 2H

(
b11 0
0 b22

)
−K

(
g11 0
0 g22

)
= 2H B −K g,

що й потрiбно було довести.

Наслiдок 2.8.1 Для будь-яких двох дотичних векторних полiв X,Y на поверхнi,

g̃(X,Y ) = 2HB(X,Y )−Kg(X,Y ).

Теорема 2.8.3 Нормальна кривина, геодезичне кручення, Гауссова i середня кривини
поверхнi пов’язанi спiввiдношенням:

k2n + κ2
g = 2Hkn −K (2.49)

Доведення. Нехай γ⃗ = r⃗ ◦ γ довiльна регулярна крива на поверхнi F 2. Тодi її нор-
мальний сферичний образ є кривою на одиничнiй сферi, що параметризована вектор-
функцiєю n⃗(s) = n⃗ ◦ γ . Таким чином, крива i її сферичний нормальний образ мають
однакову внутрiшню параметризацiю. Тодi |n⃗′|2 можна обчислити двома способами, а
саме, з формул Дарбу (2.43)3 i як g̃(γ ′, γ ′). Отримаємо:

|n⃗′|2 = k2n+κ2
g = g̃(γ ′, γ ′) = 2(H ◦γ )B(γ ′, γ ′)− (K ◦γ )g(γ ′, γ ′) = 2(H ◦γ )kn− (K ◦γ ).

Оскiльки величини, що входять в спiввiдношення, не залежать вiд вибору кривої, то
отримуємо необхiдний результат.

На поверхнi з вiд’ємною кривиною асимптотичну лiнiю, як криву в E3, не можна
розташувати нi в якiй площинi. Цi кривi iстотно просторовi, що є наслiдком насту-
пного твердження.
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Теорема 2.8.4 (Бельтрами-Еннепер) Нехай γ – асимптотична лiнiя на поверх-
нi. Тодi її просторове кручення κ задовольняє спiввiдношенню

κ2 = −Kγ

де Kγ = K ◦ γ – Гауссова кривина поверхнi в точках кривої.

Доведення. Нехай γ⃗ натурально параметрезована асимптотична лiнiя. Вектор го-
ловної нормалi асимптотичної лiнiї розташований в дотичнiй площинi поверхнi. Тому
її вектор головної нормалi утворює з полем нормалей поверхнi постiйний кут θ = π/2.
Зi спiввiдношення κg = κ+ θ′ випливає, що κg = κ. Тодi з (2.49) випливає необхiдний
висновок.
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Equidistant.eps

Рис. 2.7: Двi еквiдистантнi поверхнi i вiдповiднi лiнiї на них

2.8.8 Еквiдистантнi поверхнi.

Нехай F ⊂ E3 – регулярна поверхня, що параметризована вектор-функциiєю r⃗ i n⃗ –
поле одиничних нормалей на нiй. Поверхня F̃ , що параметрезована вектор-функцiєю

ρ⃗ = r⃗ + λn⃗ (λ = const)

називається еквiдистантною поверхнею по вiдношенню до поверхнi F . Геометрично,
поверхня F̃ виходить змiщенням точок поверхнi F в напрямку вектора нормалi на
вiдстань, що дорiвнює λ.

Твердження 2.8.11 Матрицi першої, другої квадратичних форм i матрицi Вейн-
гартена еквiдистанти та поверхнi позв’язанi спiввiдношеннями

g∗ = (I − λA)tg(I − λA), B∗ = (I − λA)tB, A∗ = (I − λA)−1A,

де I – одинична матриця.

Доведення. Дiйсно, застосовуючи розкладання Вейнгартена, знаходимо

∂ρ⃗ = ∂r⃗ + λ∂n⃗ = ∂r⃗ (I − λA).

Звiдси випливає, що

g∗ = (∂ρ⃗ )t(∂ρ⃗ ) = (I − λA)t(∂r⃗ )t(∂r⃗ )(I − λA) = (I − λA)tg(I − λA),

а значить еквiдистанта регулярної поверхнi регулярна до тих пiр, поки det(I−λA) > 0.
Крiм того, дотичнi площини поверхнi та її еквiдiстанти паралельнi. Отже, n∗ = n.

З огляду на це, знаходимо

B∗ = −(∂ρ⃗ )t∂n⃗ = (I − λA)t(∂r⃗ )t∂n⃗ = (I − λA)tB.

Нарештi,

A∗ = (g∗)−1B∗ = (I − λA)−1g−1
(
(I − λA)t

)−1
(I − λA)tB =

(I − λA)−1g−1B = (I − λA)−1A.
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Наслiдок 2.8.2 Гауссова i середня кривини поверхнi та її еквiдiстанти зв’язанi
спiввiдношеннями:

K∗ =
K

det(I − λA)
=

K

1− 2λH + λ2K
,

H∗ =
1

2
trace

(
(I − λA)−1A

)
=

H − λK
1− 2λH + λ2K

.

Твердження 2.8.12 Нормальна кривина i геодезичне крутiння поверхнi та її еквi-
дiстанти зв’язанi спiввiдношеннями:

k∗n =
kn − λ(k2n + κ2

g)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

,

κ∗
g =

κg

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

Доведення. Нехай γ⃗ = r⃗ ◦ γ регулярна натурально параметризована крива на по-
верхнi, γ⃗∗ = ρ⃗ ◦ γ – її образ на еквiдiстантi. Тодi γ⃗∗ = γ⃗ + λn⃗, а значить

(γ⃗∗)′ = γ⃗′ + λn⃗′.

Тодi
|(γ⃗∗)′|2 = 1 + 2λ

⟨
γ⃗′, n⃗′

⟩
+ λ2

⟨
n⃗′, n⃗′

⟩
.

З формул Дарбу (2.43) ⟨
γ⃗′, n⃗′

⟩
= −kn,

⟨
n⃗′, n⃗′

⟩
= k2n + κ2

g .

Тодi
|(γ⃗∗)′|2 = (1− λkn)2 + λ2κ2

g ,

а значить (
ds∗

ds

)2

= (1− λkn)2 + λ2κ2
g .

Тепер знаходимо

κ∗
g =

((γ⃗∗)′, n⃗′, n⃗)

|(γ⃗∗)′|2
=

(γ⃗′, n⃗′, n⃗)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

=
κg

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

Для обчислення нормальної кривини γ⃗∗ зауважимо, що з формул Дарбу в застосу-
ваннi до F ∗ значить, що

k∗n = −
⟨ dn∗
ds∗

, τ⃗ ∗ ⟩ = −⟨ dn
ds

ds

ds∗
,
dγ⃗∗

ds∗
⟩
= −

⟨
n⃗′, γ⃗′ + λn⃗′

⟩
(ds

∗

ds )
2

.

З формул Дарбу для вихiдної поверхнi, маємо⟨
n⃗′, γ⃗′

⟩
= −kn,

⟨
n⃗′, n⃗′

⟩
= k2n + κ2

g .

Тому остаточно

k∗n =
kn − λ(k2n + κ2

g)

(1− λkn)2 + λ2κ2
g

.

Оскiльки отриманi вирази не залежать вiд вибору кривої i точки на нiй, то отримаємо
необхiдне спiввiдношення.
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Ремарка 2.8.6 Використовуючи спiввiдношення (2.49), можна переписати отри-
манi результати у виглядi:

k∗n =
(1− 2λH)kn + λK

1− 2λ(1− λH)− λ2K
, κ∗

g =
κg

1− 2λ(1− λH)− λ2K
.

Звiдси випливає ще одне корисне спiввiдношення:

B∗(γ ′, γ ′) = (1− 2λH)kn + λK = kn − λ(k2n + κ2
g),

яке можна отримати i безпосередньо.

Наслiдок 2.8.3

• Лiнiя кривини поверхнi переходить в лiнiю кривини еквiдiстанти.

• Асимптотична лiнiя поверхнi переходить в асимптотичнi лiнiї еквiдiстанти
тодi i тiльки тодi, коли гауссова кривина поверхнi уздовж цiєї лiнiї дорiвнює
нулю.

• Головнi кривини поверхнi та її еквiдiстанти пов’язанi спiввiдношеннями

k∗i =
ki

1− λ ki
.

Вправа 2.8.6 Покажiть, що геодезичнi кривини кривої на поверхнi та її образу на
еквiдiстантi пов’язанi спiввiдношенням:

k∗g =
kg − λ(κ′

g + 2knkg) + λ2
(
knκ′

g − κgk
′
n + kg(k

2
n + κ2

g)
)

((1− λkn)2 + λ2κ2
g)

3/2
.

Зокрема, для лiнiї кривини маємо κg = 0 i, як наслiдок,

k∗g =
kg

1− λkn
.

Бiльш загальним типом поверхнi, нiж еквiдистантна, є поверхня у якiй параметр λ є
функцiєю точки поверхнi. Такi поверхнi можна розглядати як явно задану поверхню
над даною (за аналогiєю з явно заданою поверхнею над площиною). Зокрема, поверхнi

D1 : ρ⃗ = r⃗ +
1

k1
n⃗ и D2 : ρ⃗ = r⃗ +

1

k2
n⃗,

де k1 i k2 – головнi кривини поверхнi, називаються фокальними для даної поверхнi.
Фокальнi поверхнi виникають в рамках наступної конструкцiї.

Локальним нормальним експоненцiальним вiдображенням даної поверхнi r⃗ :
D2(u1, u2) → E3 називається вiдображення Φ : D2 × I → E3, що задане вектор-
функцiєю

ρ⃗ (u1, u2, λ) = r⃗ (u1, u2) + λn⃗(u1, u2).

Матриця Якобi такого вiдображення є складеною матрицею виду
(
(I − λA)∂r⃗ , n⃗

)
.

Структура цiєї матрицi в координатах з лiнiй кривини має вигляд(
1− λk1)∂1r⃗ , (1− λk2)∂2r⃗ , n⃗

)
.

Падiння рангу матрицi стається якщо λ = 1
k1

або λ = 1
k2

, тобто в точках фокальної
поверхнi.
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Вправа 2.8.7 Покажiть, що у вiдповiдних за параметризацiєю точках фокальнi
поверхнi взаємно ортогональнi.

2.9 Поверхнi нульової Гауссової кривини

В цьому роздiлi , ми доведемо наступну теорему15.

Теорема 2.9.1 Нехай F ⊂ E3 – регулярна поверхня з Гауссовою кривиною K ≡ 0. В
околi будь-якої неомбiлiчної точки16 поверхня є цилiндром, конусом або торсом.

Три зазначених типи поверхонь вiдносяться до класу лiнiйчастих поверхонь, що
розгортаються. Поверхня, що утворена сiмейством прямих, проведених через точки
просторової кривої називається лiнiйчастою. Прямi сiмейства називаються твiрними,
а просторова крива називається напрямною лiнiєю або базою лiнiйчастої поверхнi.
Зазвичай вважається, що напрямна лiнiя регулярна, а сiмейство твiрних щонаймен-
ше неперервне. Лiнiйчаста поверхня, твiрнi якої складаються з дотичних до даної
просторової кривої називається торсом або поверхнею дотичних. Параметризацiя лi-
нiйчастої поверхнi може бути подана у виглядi

r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + v a⃗(u), (2.50)

де ρ⃗ = ρ⃗(u) – параметризацiя просторової17 кривої i a⃗(u) ̸= 0⃗ – неперервне векторне
поле в точках кривої. Клас регулярностi лiнiйчастої поверхнi визначається меншим
з класчiв регулярностi напрямної кривої i поля напрямкiв твiрних. Вочевидь можна
вважати, що |⃗a(u)| = 1.

Лiнiйчаста поверхня називається розгортуваною якщо вздовж твiрної дотична
площина одна й та ж. В iншому випадку, така поверхня називається косою лiнiй-
частою.

Лема 2.9.1 Лiнiйчаcта поверхня класу C2 є розгортуваною тодi i тiльки тодi, коли
її гауссова кривина K ≡ 0.

Доведення. Лiнiйчаста поверхня (2.50) буде розгортуваною якщо поле нормалей
N⃗(u, v) поверхнi уздовж твiрної має сталий напрямок. Для цього необхiдно i достатньо
виконання умови ∂vN⃗ ∥ N⃗ . Маємо

∂ur⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′, ∂v r⃗ = a⃗.

Знайдемо вектор нормалi

N⃗ =
(
ρ⃗ ′ + va′

)
× a⃗ = ρ⃗ ′ × a⃗+ va⃗ ′ × a⃗.

За формулою розкриття подвiйного векторного добутку

∂vN⃗ × N⃗ =
(
a⃗′ × a⃗

)
×
(
ρ⃗ ′ × a⃗+ va⃗ ′ × a⃗

)
=
(
a⃗′ × a⃗

)
×
(
ρ⃗ ′ × a⃗

)
=

ρ⃗ ′⟨ a⃗′ × a⃗, a⃗ ⟩− a⃗⟨ a⃗′ × a⃗, ρ⃗ ′ ⟩ = −(ρ⃗ ′, a⃗′, a⃗)⃗a.

15[14]
16В даному контекстi неомбiлiчнiсть означає вiдсутнiсть в околi точок сплощення.
17Тобто, з ненульовим крутiнням
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Отже, лiнiйчаста поверхня (2.50) є розгортуваною тодi i тiльки тодi, коли

(ρ⃗ ′, a⃗′, a⃗) ≡ 0. (2.51)

З iншого боку, пiсля нескладного обчислення, знаходимо що матрицi першої та
другої фундаментальних форм лiнiйчастої поверхнi вiдповiдно мають вигляд

g =

(
|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
1

)
, B =

1

|N⃗ |

( ⟨
ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)

(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) 0

)
.

З огляду на те, що |N⃗ | =
√
det g, знаходимо detB = − 1

det g (⃗a
′, ρ⃗ ′, a⃗)2. Значить гауссова

кривина лiнiйчастої поверхнi обчислюється за формулою:

K =
detB

det g
= − (⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)2(

|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2 −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩2)2
Очевидно, що K ≡ 0 тодi i тiльки тодi, коли (ρ⃗ ′, a⃗′, a⃗) ≡ 0, що й потрiбно було довести.

Локальна будова лiнiйчастої розгортуваної поверхнi описується наступною теоре-
мою.

Твердження 2.9.1 Будь-яка лiнiйчаста розгортувана поверхня класу C2 локально
є цилiндром, конусом або торсом.

Доведення. Нехай r⃗(u, v) = ρ⃗(u) + v a⃗(u) задана лiнiйчаста розгортувана поверхня.
Умова розгортування (2.51) тривiально виконана у випадку ρ⃗ ′ = 0, а значить поверхня
є конусом, та у випадку a⃗ ′ = 0, тобто коли поверхня є цилiндром.

Нехай ρ⃗ ′ ̸= 0 i a⃗′ ̸= 0. Покладемо v = v(u) в припущеннi гладкостi цiєї функцiї.
Тодi лiнiя

γ⃗(u) = ρ⃗ (u) + v(u) a⃗(u) (2.52)

лежить на данiй лiнiйчастiй поверхнi. Маємо

γ⃗′ = ρ⃗ ′ + v′a⃗+ va⃗ ′.

З умови розгортуваностi (2.51) випливає, що (γ⃗′, a⃗ ′, a⃗) = 0. Це означає, що в якостi
напрямної нашої лiнiйчастої поверхнi можна взяти будь-яку криву, що задана рiвня-
нням (2.52). Покажемо, що серед напрямених лiнiй (2.52) iснує лiнiя, дотичнi до якої
спiвпадають з твiрними даної лiнiйчастої поверхнi. Умова γ⃗′ ∥ a⃗ еквiвалентна умовi
γ⃗′ × a⃗ = 0, тобто

ρ⃗ ′ × a+ va⃗ ′ × a⃗ = 0⃗.

З огляду на те, що a⃗ ′ × a⃗ ̸= 0⃗, отримаємо⟨
ρ⃗ ′ × a⃗, a⃗ ′ × a⃗

⟩
+ v|⃗a ′ × a⃗|2 = 0.

Скориставшись тим, що a⃗ ′ ⊥ a⃗ i формулою Лапласа, отримаємо∣∣∣∣ ⟨ ρ⃗ ′, a⃗ ′ ⟩ ⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
0 1

∣∣∣∣+ v|⃗a ′|2 = 0.
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Отже, v(u) = −
⟨
ρ⃗ ′ ,⃗a′

⟩
|⃗a′|2 , а значить параметризацiя шуканої лiнiї має вигляд

γ⃗ = ρ⃗ −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗′

⟩
|⃗a′|2

a⃗. (2.53)

Зауважимо, що може статися, що γ⃗′ ≡ 0⃗. Але в такому разi всi твiрнi пройдуть через
фiксовану точку i поверхня є конусом з вершиною в цiй точцi. Припустимо, що на
певному промiжку значень параметру γ⃗′ ̸= 0⃗. Тодi на цьому промiжку лiнiя регуляр-
на i її можна прийняти в якостi нової напрямної лiнiї поверхнi. Значить поверхня є
торсом.

Завершує доведення теореми наступне твердження.

Твердження 2.9.2 Нехай F ⊂ E3 – регулярна поверхня з кривиною K ≡ 0. В ко-
жному вiдкритому i зв’язному околi, що не мiстить точок сплощення поверхня є
лiнiйчастою розгортуваною поверхнею.

Доведення. Нехай F – поверхня з кривиною K = k1k2 ≡ 0. Пiдмножина точок
сплощення P на такiй поверхнi задається рiвнянням H = 0, а тому є замкненою
пiдмножиною P ⊂ F . Пiдмножина F є вiдкритою. Нехай U – зв’язна компонента
F . Тодi U не мiстить точок сплощення, причому одна з головних кривин, скажiмо,
k2 ≡ 0, у той час як k1 ̸= 0. В околi U немає омбiлiчних точок i поверхня допускає
параметризацiю з лiнiй кривини. Нехай (u, v) – координатна сiтка з лiнiй кривини.
Тодi з формул Родрiга ∂vn⃗ = 0, а значить локально n⃗ = n⃗(u). З формул Дарбу (2.43)
випливає, що v-лiнiї водночас є i асимптотичними. В такому випадку, на v - лiнiї
маємо κ = κg = 0. Отже, кожна з v-лiнiй лежить в дотичнiй площинi до поверхнi з
нормаллю n⃗(u).

Нехай (u, v0) i (u, v) параметри двох точок на однiй v-лiнiї. Вектор r⃗ (u, v)− r⃗ (u, v0)
лежить в дотичнiй площинi до поверхнi з нормаллю n⃗(u) при будь-якому значеннi
параметру u. Отже маємо тотожнiсть⟨

r⃗ (u, v)− r⃗ (u, v0), n⃗(u)
⟩
≡ 0.

Диференцiювання за u призводить до системи
⟨
r⃗ (u, v)− r⃗ (u, v0), n⃗(u)

⟩
≡ 0,⟨

r⃗ (u, v)− r⃗ (u, v0), n⃗ ′(u)
⟩
≡ 0.

(2.54)

Якщо n⃗′(u) = 0, то i друга головна кривина дорiвнює нулю, а значить поверхня є
цiлком омбiлiчною з нульовою кривиною, тобто, частиною площини (Теорема 2.7.1).

Нехай n⃗′(u) ̸= 0. Покладемо a⃗(u) = n⃗′×n⃗
|n⃗′×n⃗| . З формул Родрiга n⃗′ = −k1∂ur⃗ , а

значить (n⃗× n⃗′) ∥ (n⃗× ∂ur⃗ ) ∥ ∂v r⃗ бо ∂ur⃗ ⊥ ∂v r⃗ . Отже, a⃗ ∥ ∂v r⃗ i з (2.54) випливає, що

r⃗ (u, v) = r⃗ (u, v0) + t(u, v)⃗a(u),

де t(u, v) – деяка функцiя. Покажемо, що t′u = 0, а t′v ̸= 0. Дiйсно, ∂v r⃗ = t′va⃗ ̸= 0 i з
регулярностi парметризацiїї випливає, що t′v ̸= 0.
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StrictionLine.eps

Рис. 2.8: Напрямний елiпс (червона лiнiя) i стрiкцiонна лiнiя (зелена) на поверхнi
однопорожнинного гiперболоїду x2

9 + y2 − z2 = 1.

З огляду на те, що координатна сiтка ортогональна, отримаємо⟨
∂ur⃗ (u, v0) + t′ua⃗+ t⃗a ′, t′va⃗

⟩
≡ 0.

Оскiльки |⃗a| = 1 i a⃗ ∥ ∂v r⃗ , то t′vt′u ≡ 0. Приймаючи до уваги що t′v ̸= 0, отримаємо
t′u ≡ 0. В такому випадку, t = t(v) монотонна функцiя i можна локально перейти вiд
параметра v до параметру t. При цьому v-лiнiї переходять в t-лiнiї, а параметричне
рiвняння поверхнi набуває вигляду

r⃗ (u, t) = r⃗ (u, t0) + t⃗a(u).

Зауважимо, що рiвняння ρ⃗ (u) = r⃗ (u, t0) визначає на поверхнi деяку криву. Отже
остаточно отримаємо:

r⃗ (u, t) = ρ⃗ (u) + t⃗a(u).

Тому, наша поверхня є лiнiйчастою з нульовою гаусовою кривиною, а за твердженням
2.9.1 вона розгортається.

Вправа 2.9.1 Лiнiя γ⃗(u) на лiнiйчатої поверхнi називається горловою (аб стрi-
кцiонною) якщо в точках цiєї лiнiї

⟨
γ⃗ ′, a⃗ ′ ⟩ = 0. Горлова лiнiя характеризується

наступними властивостями:

• горлова лiнiя є геометрични мiсцем основ спiльних перпендикулярiв нескiнченно
близьких твiрних лiнiйчастої поверхнi;

• горлова лiнiя лiнiйчастої поверхнi є геометричне мiсце точок де дорiвнює нулю
геодезична кривина ортогональної траєкторiї твiрних;

• горлова лiнiя лiнiйчастої поверхнi є геометричним мiсцем точок твiрних, в
яких гауссова кривина поверхнi мiнiмальна вздовж твiрної.

• на розгортуванiй поверхнi дотичнi до горлової лiнiї спiвпадаюь з твiрними.
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З Теореми 2.9.1 випливає цiкаве спостереження, що належить Бельтрамi, пов’язане
з розгортанням на площину кривих на поверхнi. А саме, розглянемо уздовж даної
кривої γ⃗(s) на поверхнi сiмейство дотичних площин⟨

r⃗ − γ⃗(s), n⃗(s)
⟩
= 0.

Диференцiювання за параметром s призводить до системи:{ ⟨
r⃗ − γ⃗(s), n⃗(s)

⟩
= 0,⟨

r⃗ − γ⃗(s), n⃗′(s)
⟩
= 0.

Звiдси випливає, що кожна точка розглянутого сiмейства належить поверхнi (т.зв.,
обгортцi)

r⃗ = γ⃗(s) + t a⃗(s),

де a⃗ = n⃗× n⃗′. Покажемо, що ця поверхня розгортувана. Для цього досить перевiрити
виконання умови (γ⃗′, a⃗ ′, a⃗) = 0. Але це практично очевидно, бо

γ⃗′ = τ⃗ ⊥ n⃗, a⃗ = n⃗× n⃗′ ⊥ n⃗, a⃗ ′ = n⃗× n⃗′′ ⊥ n⃗,

а значить γ⃗′, a⃗ ′ i a⃗ компланарнi.
Побудована розгортувана поверхня називається поверхневою полосою. Ясно що по-

верхнева полоса i поверхня дотикаються уздовж заданої лiнiї (у них спiльна нормаль,
а значить i дотична площина), тому геодезична кривина даної кривої на поверхнi
дорiвнює геодезичнiй кривинi цiєї кривої, як кривої на полосi. Але полосу можна роз-
горнути на площину (за iзометрiєю). Значить геодезична кривина кривої перейде в
кривину розгорнутої лiнiї на площинi (!). Якщо так, то геодезична лiнiя розгорнеться
у вiдрiзок прямої, крива зi сталою геодезичної кривиною – в дугу кола i т.д.

Для прикладу, розглянемо кола на сферi. Якщо коло є великим колом, то поверх-
невою полосою є частина прямого кругового цилiндра, а велике коло буде колом на
цилiндрi, що ортогональне твiрним. При розгортаннi на площину, це коло перейде у
вiдрiзок прямої. Значить, велике коло на сферi є геодезичною. Якщо ж коло є малим
колом, то поверхневою полосою буде частина прямого кругового конусу. При роз-
гортаннi на площину, коло перейде в частину кола, радiус якого дорiвнює довжинi
твiрної конуса. Значить мале коло на сферi є кривою зi сталою геодезичною криви-

ною. З елементарно-геометричних обчислень легко випливає, що kg =

√
R2 − r2
Rr

, де
R – радiус сфери, а r – зовнiшнiй (просторовий) радiус кола.

2.10 Основнi теореми теорiї поверхонь.

2.10.1 Деривацiйнi формули Гаусса i Вейнгартена.

Нехай F 2 ⊂ E3 поверхня, що параметрезована вектор-функцiєю r⃗ : D2(u1, u2) → E3.
Нехай n⃗ – поле одиничних нормалей на поверхнi. Тодi набiр вектор-функцiй{

∂1r⃗ , ∂2r⃗ , n⃗
}
: D2(u1, u2)→ E3 (2.55)
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складає набiр лiнiйно незалежних вектор-функцiй i тому всi наступнi їх похiднi мо-
жуть бути розкладенi за вказаним базисом. Вiдповiднi розкладання мають назву роз-
кладання Гауса i Вейнгартена i мають наступнi вирази18

∂ikr⃗ = Γs
ik∂sr⃗ + bikn⃗, (Гаусса)

∂in⃗ = −asi∂sr⃗ , (Вейнгартена)
(2.56)

де B = (bik) — матриця другої фундаментальної форми, A = (ask) — матриця Вейн-
гартена, Γs

ik – набiр функцiй, що зветься символами Крiстофеля другого роду.
Розкладання Вейнгартена було отримано нами ранiше, формула 2.27. Розкладання

Гаусса є формальним розкладанням ∂ikr⃗ за базисом (2.55) з тим зауваженням, що
проекцiя цього розкладання на вектор n⃗ дорiвнює bik, бо за означенням матрицi другої
фундаментальної форми bik =

⟨
∂ikr⃗ , n⃗

⟩
.

Введемо в розгляд символи Крiстофеля першого роду формулою

Γik,m =
⟨
∂ikr⃗ , ∂mr⃗

⟩
. (2.57)

Символи Крiстофеля другого роду знайдемо множачи скалярно розкладання Гаусса
на вектор-функцiю ∂j r⃗ . Отримаємо рiвнiсть

Γik,j = Γs
ik

⟨
∂sr⃗ , ∂j r⃗

⟩
= Γs

ikgsj .

Позначимо через g−1 = (gjm) матрицю, обернену до матрицi першої фундаментальної
форми. Помноживши рiвнiсть на gjm i взямши суму за j, отримаємо

Γik,j g
jm = Γs

ik gsj g
jm = Γs

ik δ
m
s = Γm

ik.

Для обчислення символiв Крiстофеля за формулою (2.57) необхiдно знати параметри-
зацiю поверхнi. Але з iншого боку за визначенням першої фундаментальної форми
gik =

⟨
∂ir⃗ , ∂kr⃗

⟩
i тому

∂igkm = ∂i
⟨
∂kr⃗ , ∂mr⃗

⟩
=
⟨
∂kir⃗ , ∂mr⃗

⟩
+
⟨
∂kr⃗ , ∂mir⃗

⟩
∂kgim = ∂k

⟨
∂ir⃗ , ∂mr⃗

⟩
=
⟨
∂ikr⃗ , ∂mr⃗

⟩
+
⟨
∂ir⃗ , ∂mkr⃗

⟩
∂mgik = ∂m

⟨
∂ir⃗ , ∂kr⃗

⟩
=
⟨
∂imr⃗ , ∂kr⃗

⟩
+
⟨
∂ir⃗ , ∂kmr⃗

⟩
Оскiльки вектор-функцiя r⃗ регулярна класу C2, то змiшанi похiднi не залежать вiд
порядку диференцiювання. Складаючи першi два вирази i вiднiмаючи третiй, отри-
муємо формулу ⟨

∂ikr⃗ , ∂mr⃗
⟩
=

1

2
(∂igkm + ∂kgim − ∂mgik),

що мiстить лише коефiцiєнти першої фундаментальної форми. Отже, як висновок,
символи Крiстофеля першого i другого роду визначаються першою фундаментальною
формою поверхнi i можуть бути обчисленi за формулами

Γik,m =
1

2
(∂igkm + ∂kgim − ∂mgik), Γm

ik = gmsΓik,s. (2.58)

Тепер ми можемо довести теорему, яка вiдкрила шлях до внутрiшньої геометрiї
поверхонь.

18Нагадуємо про правило Ейнштейна взяття суми за верхнiм i нижнiм iндексами, що повторюються.
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Теорема 2.10.1 (Теорема Гаусса) Гауссова кривина C3-регулярної поверхнi вира-
жається через компоненти першої фундаментальної форми у виглядi

K =
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s

g11g22 − g212
.

Доведення. Гауссова кривина поверхнi обчислюється, як ми знаємо, за формулою

K =
b11b22 − b212
g11g22 − g212

.

З розкладання Гаусса
b11n⃗ = ∂11r⃗ − Γs

11 ∂sr⃗ ,

b22n⃗ = ∂22r⃗ − Γs
22 ∂sr⃗ ,

b12n⃗ = ∂12r⃗ − Γs
12 ∂sr⃗ .

Тому

b11b22 − b212 =
⟨
∂11r⃗ − Γk

11 ∂kr⃗ , ∂22r⃗ − Γs
22 ∂sr⃗

⟩
−
⟨
∂12r⃗ − Γs

12 ∂sr⃗ , ∂12r⃗ − Γk
12 ∂kr⃗

⟩
=⟨

∂11r⃗ , ∂22r⃗
⟩
−
⟨
Γk
11 ∂kr⃗ , ∂22r⃗

⟩
−
⟨
∂11r⃗ ,Γ

s
22 ∂sr⃗

⟩
+
⟨
Γk
11 ∂kr⃗ ,Γ

s
22 ∂sr⃗

⟩
−⟨

∂12r⃗ , ∂12r⃗
⟩
+
⟨
Γs
12 ∂sr⃗ , ∂12r⃗

⟩
+
⟨
∂12r⃗ ,Γ

k
12 ∂kr⃗

⟩
−
⟨
Γs
12 ∂sr⃗ ,Γ

k
12 ∂kr⃗

⟩
=⟨

∂11r⃗ , ∂22r⃗
⟩
− Γk

11Γ22,k − Γs
22Γ11,s + Γk

11Γ
s
22gks−⟨

∂12r⃗ , ∂12r⃗
⟩
+ Γs

12Γ12,s + Γk
12Γ12,k − Γk

12Γ
s
12gks.

Пiдкресленi доданки рiвнi мiж собою, а решта скалярних добуткiв легко перетворю-
ється в наступний спосiб⟨

∂11r⃗ , ∂22r⃗
⟩
= ∂1

⟨
∂1r⃗ , ∂22r⃗

⟩
−
⟨
∂1r⃗ , ∂221r⃗

⟩
= ∂1Γ22,1 −

⟨
∂1r⃗ , ∂221r⃗

⟩
,⟨

∂12r⃗ , ∂12r⃗
⟩
= ∂2

⟨
∂1r⃗ , ∂12r⃗

⟩
−
⟨
∂2r⃗ , ∂121r⃗

⟩
= ∂2Γ12,1 −

⟨
∂1r⃗ , ∂122r⃗

⟩
,

Тому ⟨
∂11r⃗ , ∂22r⃗

⟩
−
⟨
∂12r⃗ , ∂12r⃗

⟩
= ∂1Γ22,1 − ∂2Γ12,1.

Таким чином,

b11b22 − b212 = ∂1Γ22,1 − ∂2Γ12,1 + Γs
12Γ12,s − Γs

22Γ11,s

що i завершує доведення.

В якостi прикладу, розглянемо верхню напiвплощину y > 0 декартової системи коор-
динат (x, y). Задамо на цiй напiвплощинi першу фундаментальну форму

ds2 =
R2(dx2 + dy2)

y2
.

Отриманий двовимiрний многовид називається моделлю Пуанкаре площини Лобачев-
ського. Не маючи параметризацiї поверхнi iз зазначеною першою фундаментальною
формою, завдячуючi теоремi Гауса ми можемо обчислити гауссову кривину цього мно-
говиду.
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Приклад 2.10.1 Гаусова кривина моделi Пуанкаре площини Лобачевського з першою
фундаментальною формою

ds2 =
R2(dx2 + dy2)

y2
.

дорiвнює K = − 1
R2 . Проведемо обчислення.

g = R2

(
1
y2

0

0 1
y2

)
, det g =

R4

y4
, g−1 =

1

R2

(
y2 0
0 y2

)
.

Для символiв Кристофеля маємо

Γ11,1 = 0, Γ12,1 = −R2

y3
, Γ22,1 = 0,

Γ11,2 =
R2

y3
, Γ12,2 = 0, Γ22,2 = −R2

y3
,

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = − 1
y , Γ1

22 = 0,

Γ2
11 =

1
y , Γ2

12 = 0, Γ2
22 = − 1

y .

Отже,

∂1Γ22,1 = 0, ∂2Γ21,1 =
3R2

y4
, Γs

12Γ12,s =
R2

y4
, Γs

22Γ11,s = −
R2

y4
.

Тому

∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs
12Γ12,s − Γs

22Γ11,s = −
R2

y4
.

Як результат,

K =
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s

det g
= − 1

R2
.

Приклад 2.10.2 Координатна сiтка (u, v) на поверхнi називається напiвгеодези-
чною, якщо перша фундаментальна форма має вигляд

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2.

Гаусова кривина поверхнi з напiвгеодезичною координатною сiткою дорiвнює

K = −∂uu
f
.

Проведемо обчислення.

g =

(
1 0
0 f2

)
, det g = f2, g−1 =

(
1 0
0 1

f2

)
.

Для символiв Кристофеля маємо

Γ11,1 = 0, Γ12,1 = 0, Γ22,1 = −f∂uf,

Γ11,2 = 0, Γ12,2 = f∂uf, Γ22,2 = f∂vf,
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Γ1
11 = 0, Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −f∂uf,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
∂uf
f , Γ2

22 =
∂vf
f .

Отже,

∂1Γ22,1 = −f∂uuf − (∂uf)
2, ∂2Γ21,1 = 0, Γs

12Γ12,s = (∂uf)
2, Γs

22Γ11,s = 0.

Тому
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s = −f∂uuf.

Як результат,

K =
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s

det g
= −∂uuf

f
.

У частковому випадку поверхнi обертання r⃗ = {x(u) cos v, x(u) sin v, z(u)} з нату-
рально параметризованою профiльною кривою (x = x(u), z = z(u)) перша фундамен-
тальна форма має вигляд

ds2 = du2 + x2(u)dv2

i тому гаусова кривина поверхнi обертання отримає вираз K = −x
′′

x
.

Приклад 2.10.3 Координатна сiтка (u, v) на поверхнi називається Чебишовською,
якщо перша фундаментальна форма має вигляд

ds2 = dx2 + 2 cosω(x, y)dxdy + dy2.

Функцiя ω(x, y) називається сiтьовим кутом. Гаусова кривина поверхнi з Чебишов-
ською координатною сiткою дорiвнює

K = − ωxy

sinω
.

Проведемо обчислення.

g =

(
1 cosω

cosω 1

)
, det g = sin2 ω, g−1 =

1

sin2 ω

(
1 − cosω

− cosω 1

)
.

Для символiв Кристофеля маємо

Γ11,1 = 0, Γ12,1 = 0, Γ22,1 = −ωy sinω,

Γ11,2 = −ωx sinω, Γ12,2 = 0, Γ22,2 = 0,

Γ1
11 =

ωx cosω
sinω , Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −

ωy

sinω

Γ2
11 =

ωx cosω
sinω , Γ2

12 = 0, Γ2
22 =

ωy

sinω .

Отже,

∂1Γ22,1 = −ωxy sinω − ωxωy cosω, ∂2Γ21,1 = 0, Γs
12Γ12,s = 0, Γs

22Γ11,s = −ωxωy cosω.

Тому
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s = −ωxy sinω

Як результат,

K =
∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs

12Γ12,s − Γs
22Γ11,s

det g
= − ωxy

sinω
.
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2.10.2 Рiвняння Гаусса i Кодаццi. Терема Бонне.

У цьому роздiлi ми виведемо рiвняння, що зв’язують матрицi першої i другої фунда-
ментальних форм.

Теорема 2.10.2 Нехай F ⊂ E3 поверхня класу C3 з першою фундаментальною фор-
мою g = (gik) i другою фундаментальною формою B = (bik). Позначимо через Γm

ik i
Γik,m символи Крiстофеля форми g i покладемо за означенням

∇jbik = ∂jbik − Γs
jibsk − Γs

jkbis.

Тодi мають мiсце тотожностi (рiвняння Гауса i Кодаццi)

∂jΓik,m − ∂kΓij,m + Γs
ijΓmk,s − Γs

ikΓmj,s = bikbjm − bijbkm

∇jbik = ∇kbij
(2.59)

для всiх комбiнацiй iндексiв i, j, k,m. Зокрема, нетривiальнi комбiнацiї складають

∂1Γ22,1 − ∂2Γ21,1 + Γs
12Γ12,s − Γs

22Γ11,s = b22b11 − b212, (рiвняння Гауса)

∇1b22 = ∇2b12, ∇2b11 = ∇1b12. (рiвняння Кодаццi)

Доведення. Нехай r⃗ : D2(u1, u2)→ E3 параметризацiя класу C3 даної поверхнi. Тодi

∂ikj r⃗ = ∂ijkr⃗

для всiх комбiнацiй iндексiв. Використовуючи розкладання Гаусса i Вейнгартена, зна-
йдемо

∂ikj r⃗ = ∂j(∂ikr⃗ ) = ∂j(Γ
s
ik∂sr⃗ + bikn⃗) = ∂jΓ

s
ik∂sr⃗ + Γs

ik∂sj r⃗ + ∂jbikn⃗+ bik∂jn⃗ =

∂jΓ
s
ik∂sr⃗ + Γs

ik(Γ
m
sj∂mr⃗ + bsjn⃗) + ∂jbikn⃗− bikasj∂sr⃗ =

(∂jΓ
m
ik + Γs

ikΓ
m
sj − bikamj )∂mr⃗ + (∂jbik + Γs

ikbsj)n⃗.

Вираз для ∂ijkr⃗ отримаємо замiною iндексiв k → j, j → k в останньому виразi.
Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти при ∂mr⃗ , отримаємо

∂jΓ
m
ik − ∂kΓm

ij + Γs
ikΓ

m
sj − Γs

ijΓ
m
sk = bika

m
j − bijamk . (2.60)

Прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти при n⃗, отримаємо рiвнiсть

∂jbik + Γs
ikbsj = ∂kbij + Γs

ijbsk. (2.61)

Рiвнiсть (2.60) є еквiвалентною рiвнянню Гаусса. Щоб в цьому переконатися, зроби-
мо замiну m → α, помножимо обидвi частини рiвностi на gαm i просумуємо за α.
Отримаємо

gαm∂jΓ
α
ik − gαm∂kΓα

ij + Γs
ikΓsj,m − Γs

ijΓsk,m = bikbjm − bijbkm. (2.62)
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Внесемо gαm пiд диференцiювання, користуючись тривiальною тотожнiстю

∂jgαm = ∂j
⟨
∂αr⃗ , ∂mr⃗

⟩
=
⟨
∂αj r⃗ , ∂mr⃗

⟩
+
⟨
∂αr⃗ , ∂mj r⃗

⟩
= Γαj,m + Γmj,α.

Отримуємо:

∂j(gαmΓα
ik)− Γα

ik(Γαj,m + Γmj,α)− ∂k(gαmΓα
ij) + Γα

ij(Γαk,m + Γmk,α)+

Γs
ikΓsj,m − Γs

ijΓsk,m.

Пiдкресленi складовi пiсля розкриття дужок i замiни iндексу сумовування α → s
зникають i таким чином лiва частина рiвностi (2.62) перетвориться до вигляду

∂jΓik,m − ∂kΓij,m + Γs
ijΓmk,s − Γs

ikΓmj,s,

що i було потрiбно перевiрити.
Рiвнiсть (2.61) еквiвалентна рiвнянню Кодаццi. Дiйсно, помiняємо мiсцями блоки,

що мiстять символи Крiстофеля (з замiною порядку iндексiв)

∂jbik − Γs
jibsk = ∂kbij − Γs

kibsj

i вiднiмемо в обох частинах рiвнi блоки вигляду Γs
jkbis. Отримаємо

∂jbik − Γs
jibsk − Γs

jkbis = ∂kbij − Γs
kibsj − Γs

kjbis,

що i означає рiвнiсть
∇jbik = ∇kbij

Лiва частина рiвняння Гаусса (2.59) утворює так званий тензор Рiмана типу (0,4).
Його компоненти Rmkji визначаються як

Rmkji = ∂jΓik,m − ∂kΓij,m + Γs
ijΓmk,s − Γs

ikΓmj,s

Формула (2.60) визначає тензор Рiмана типу (1,3). Його компоненти Rm
kji визначаю-

ться як
Rm

kji = ∂jΓ
m
ki − ∂kΓm

ji + Γs
kiΓ

m
js − Γs

jiΓ
m
ks.

В процесi перетворення формули (2.60) до формули (2.59) ми фактично встановили
зв’язок мiж компонентами цих тензорiв

Rmkji = gmsR
s
kji.

Рiвняння Гаусса i Кодаццi є ключовими в теоремi Бонне про визначення поверхнi
за заданими першою та другою фундаментальними формами.

Теорема 2.10.3 (Бонне) Нехай в деякiй областi Dn заданi двi квадратичнi форми
g i B, причому форма g додатно визначена. Якщо коефiцiєнти цих форм задоволь-
няють рiвнянням Гаусса i Кодаццi, то в просторi En+1 iснує єдина з точнiстю до
руху в просторi поверхня, для якої заданi форми є вiдповiдно першою i другою фун-
даментальними формами.
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Iдея доведення полягає в наступному. Нехай r⃗ : D2 → E3 невiдома вектор-функцiя. За
заданою матрицею g складемо символи Крiстофеля, знайдемо матрицю Вейнгартена
A = g−1B i формально запишемо систему диференцiальних рiвнянь на вектор-функцiї
r⃗ i n⃗, в припущеннi, що

⟨
n⃗, ∂ir⃗

⟩
= 0, вигляду розкладання Гаусса-Вейнгартена{
∂ikr⃗ = Γs

ik∂sr⃗ + bikn⃗,

∂in⃗ = −asi∂sr⃗ .

Умови iнтегрованостi цiєї системи мають вигляд{
∂ikj r⃗ = ∂ijkr⃗

∂ikn⃗ = ∂kin⃗

Ясно, що перша з цих умов приводить до рiвнянь Гауса i Кодаццi на коефiцiєнти
заданих форм. Але за умовою, цi рiвняння задовольняються.

Друга умова iнтегрованостi приводить до двох рiвностей{
∂ja

m
k + Γm

jsa
s
k = ∂ka

m
j + Γm

ksa
s
j ,

askbjs = asjbks,

перша з яких еквiвалентна рiвнянню Кодаццi, а друга задовольняється тотожно.
Таким чином, дослiджувана система iнтегровувана. Єдинiсть доводиться шляхом

сумiщення початкових даних для задачi Кошi системи Гаусса-Вейнгартена.

2.10.3 Чебишовська координатна сiтка.

Чебишовська координатна сiтка завжди iснує на поверхнях переносу. Нехай

r⃗ (u, v) = γ⃗1(u) + γ⃗2(v)

парметризацiя поверхнi переносу, причому u – натуральний параметр на кривiй γ⃗1 i
v – натуральний параметр на кривiй γ⃗2. Тодi

∂1r⃗ = γ⃗ ′
1(u), ∂2r⃗ = γ⃗ ′

2(v), |∂1r⃗ | = 1, |∂2r⃗ | = 1,
⟨
γ⃗ ′

1, γ⃗
′
2

⟩
= cosω(u, v).

Отже
ds2 = du2 + 2 cosω(u, v) dudv + dv2

i координатна сiтка є Чебишовською. Не тiльки поверхнi переносу можуть нести Че-
бишовську координатну сiтку.

Твердження 2.10.1 На поверхнi сталої вiд’ємної гаусової кривини iснує Чебишов-
ська координатна сiтка, що складається iз асимптотичнх лiнiй.

Доведення. Не зменшуючi загальностi будемо шукати Чебишовську координатну
сiтку на поверхнi з гаусовою кривиною K ≡ −1. На такiй поверхнi головнi кривини
задовольняють тотожностi k1k2 ≡ −1 i ми можемо покласти

k1 = cotσ, k2 = − tanσ,
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де σ – деяка функцiя праметрiв.
Оскiльки поверхня не має омбiлiчних точок, на поверхнi можна обрати коорди-

натну сiтку (u1, u2) з лiнiй кривини. Тодi її перша i друга фундаментальнi форми
стануть дiагональними, а саме

g =

(
g11 0
0 g22

)
, B =

(
b11 0
0 b22

)
, k1 =

b11
g11

, k2 =
b22
g22

.

Символи Кристофеля в такiй координатнiй системi приймуть вигляд

Γ1
11 =

1

2

∂1g11
g11

, Γ1
12 =

1

2

∂2g11
g11

, Γ1
22 = −

1

2

∂1g22
g11

,

Γ2
11 = −

1

2

∂2g11
g22

, Γ1
12 =

1

2

∂1g22
g22

, Γ1
22 =

1

2

∂2g22
g22

.

Оскiльки b12 ≡ 0, то рiвняння Кодаццi ∇2b11 = ∇1b21 i ∇1b22 = ∇2b12 запишуться у
виглядi

∇2(k1g11) = 0− Γs
11bs2 − Γs

12b1s = −Γ2
11b22 − Γ1

12b11 =

1

2

∂2g11
g22

b22 −
1

2

∂2g11
g11

b11 =
1

2
∂2g11(k2 − k1).

∇1(k1g22) = 0− Γs
21bs2 − Γs

22b1s = −Γ2
21b22 − Γ1

22b11 =

− 1

2

∂1g22
g22

b22 +
1

2

∂1g22
g11

b11 =
1

2
∂1g22(k1 − k2).

Iз означення символiв Кристофеля випливає, що ∇igjk ≡ 0. Тому з рiвнянь Кодаццi
отримаємо рiвняння

∂2k1 =
1

2

∂2g11
g11

(k2 − k1), ∂1k2 =
1

2

∂1g22
g22

(k1 − k2).

Тепер зауважимо, що

∂2k1 = −
∂2σ

sin2 σ
, ∂1k2 = −

∂1σ

cos2 σ
, k2 − k1 = −(tanσ + cotσ) = − 1

sinσ cosσ
.

Тому можемо записати

∂2g11
g11

= 2∂2σ cotσ = 2∂2 ln | sinσ|,
∂1g22
g22

= −2∂1σ tanσ = 2∂1 ln | cosσ|.

Значить коефiцiєнти першої фундаментальної форми мають вигляд

g11 = A(u1) sin2 σ, g22 = B(u2) cos
2 σ,

де A(u1) i B(u2) довiльнi додатнi функцiї. Тобто

ds2 = sin2 σA(u1)(du1)2 + cos2 σB(u2)(du2)2.
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Виконавши замiну параметрiв виду
√
Adu1 → du та

√
Bdu2 → dv, зведемо першу

фундаментальну форму до вигляду

ds2 = sin2 σ du2 + cos2 σ dv2.

При цьому коефiцiєнти другої фундаментальної форми зведуться до виразiв

b11 = k1g11 = cotσ sin2 σ = cosσ sinσ, b22 = k2g22 = − tanσ cos2 σ = − sinσ cosσ.

Отже

B = sinσ cosσ

(
1 0
0 −1

)
.

Рiвняння асимптотичних лiнiй для такої параметризацiї розпадаються на рiвняння

du+ dv = 0, du− dv = 0.

Параметризуємо поверхню асимптотичними лiнiями, поклавши

u+ v = 2x, u− v = −2y.

Для оберненого перетворення, отримаємо

u = x− y, v = x+ y,

а значить друга фундаментальна форма зведеться до

sinσ cosσ
(
(dx− dy)2 − (dx+ dy)2

)
= −4 sinσ cosσ dxdy = −2 sin(2σ) dxdy,

У той же час перша фундаментальна форма пеетвориться наступним чином

ds2 = sin2 σ
(
dx− dy

)2
+ cos2 σ

(
dx+ dy

)2
= dx2 + 2 cos(2σ) dxdy + dy2.

Покладемо ω = 2σ(x, y) i отримаємо Чебишовську координатну сiтку (x, y) з першою
фундаментальною формою

ds2 = dx2 + 2 cosω dxdy + dy2.

Друга ж фундаментальна форма отримала вираз

B =

(
0 − sinω

− sinω 0

)
i це означає, що координатна сiтка складається з асимптотичних лiнiй.
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2.11 Геодезичнi лiнiї.

2.11.1 Внутрiшнє рiвняння геодезичної лiнiї.

Ранiше ми отримали вираз для геодезичної кривини кривої виходячи з зовнiшньої
параметризацiї кривої. Виявляється, що геодезична кривина кривої повнiстю визна-
чається її внутрiшнiм завданням i першою квадратичною формою поверхнi. Тобто,
геодезична кривина кривої належить внутрiшнiй геометрiї поверхнi.

Твердження 2.11.1 Геодезична кривина кривої γ⃗ = r⃗ ◦ γ на параметризованiй по-
верхнi r⃗ : D(u1, u2)→ F ⊂ E3 визначається внутрiшнiм рiвнянням кривої i внутрi-
шньою геометрiєю поверхнi. А саме,

kg(s) =
√

det g

(
du1

ds

(
d2u2

ds2
+ Γ2

ik

dui

ds

duk

ds

)
− du2

ds

(
d2u1

ds2
+ Γ1

ik

dui

ds

duk

ds

))
для натурально параметризованої кривої, i

kg(t) =

√
det g

|γ ′|3g

(
du1

dt

(
d2u2

dt2
+ Γ2

ik

dui

dt

duk

dt

)
− du2

dt

(
d2u1

dt2
+ Γ1

ik

dui

dt

duk

dt

))
,

де |γ ′|g =

√
gik(u1(t), u2(t))

dui

dt

duk

dt
, для довiльної регулярної параметризацiї.

В зазначених формулах матриця g = g ◦ γ i символи Кристофеля Γm
ik = Γm

ik ◦ γ є
вiдповiдними обмеженнями на точки кривої.

Доведення. Скористаємося формулами обчислення геодезичної кривини з твердже-
ння 2.8.9. Обчислення виконаємо для випадку довiльної регулярної параметризацiї
кривої. Тодi

γ⃗ = r⃗ ◦ γ , γ⃗ ′ = ∂ir⃗
dui

dt
, γ⃗ ′′ = ∂ikr⃗

dui

dt

duk

dt
+ ∂ir⃗

d2ui

dt2
.

Скориставшись розкладанням Гаусса, маємо

γ⃗ ′′ = (Γm
ik∂mr⃗ + bikn⃗γ )

dui

dt

duk

dt
+ ∂mr⃗

d2um

dt2
=(

d2um

dt2
+ Γm

ik

dui

dt

duk

dt

)
∂mr⃗ + bik

dui

dt

duk

dt
n⃗γ . (2.63)

Отже,

(γ⃗ ′, γ⃗ ′′, n⃗γ ) =

(
∂ir⃗

dui

dt
,

(
d 2um

dt2
+ Γm

ik

dui

dt

duk

dt

)
∂mr⃗ + bik

dui

dt

duk

dt
n⃗γ , n⃗γ

)
=(

du1

dt

(
d2u2

dt2
+ Γ2

ik

dui

dt

duk

dt

)
− du 2

dt

(
d2u1

dt2
+ Γ1

ik

dui

dt

duk

dt

))
(∂1r⃗ , ∂2r⃗ , n⃗γ ).

Але

(∂1r⃗ , ∂2r⃗ , n⃗γ ) =
⟨
∂1r⃗ × ∂2r⃗ ,

∂1r⃗ × ∂2r⃗
|∂1r⃗ × ∂2r⃗ |

⟩∣∣
γ
= | ∂1r⃗ × ∂2r⃗ |γ =

√
det g ◦ γ .



2.11. ГЕОДЕЗИЧНI ЛIНIЇ. 131

Нарештi

|γ⃗ ′|3 = |γ ′|3g =
(
(g ◦ γ )(γ ′, γ ′)

)3/2
=

(√
gik(u1(t), u2(t))

dui

dt

duk

dt

)3

,

шо i завершує виведення формул.

Ремарка 2.11.1 Вираз для геодезичної кривини можна переписати у бiльш зручно-
му для обчислень виглядi. Для цього, похiднi позначимо крапкою над параметром.
Тодi

kg(t) =

√
det g

|γ ′|3g

(
u̇1ü2 − ü1u̇2 +

(
u̇1Γ2

ik − u̇2Γ1
ik

)
u̇iu̇k

)
. (2.64)

У деяких випадках обчислення геодезичної кривини кривої можна спростити за
допомогою наступного твердження.

Твердження 2.11.2 Якщо двi поверхнi локально-iзометричнi, то геодезичнi криви-
ни вiдповiдних кривих рiвнi.

Доведення. За означенням геодезична кривина не залежить вiд параметризацiї. Па-
раметризуємо двi iзометричнi поверхнi F1 та F2 однiєю i тiєю ж областю параметрiв.
Тодi внутрiшнi рiвняння вiдповiдних кривих за iзометрiєю спiвпадуть. Також спiв-
падуть першi фундаментальнi форми та символи Крiстофеля обох поверхонь. Отже
спiвпадуть i геодезичнi кривини вiдповiдних кривих.

Твердження 2.11.3 Натурально параметризована C2-регулярна крива γ⃗ = r⃗ ◦ γ
на поверхнi r⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E2 є геодезичною тодi i тiльки тодi, коли функцiї
функцiї внутрiшньої параметризацiї (u1(s), u2(s)) є розв’язками системи диферен-
цiальних рiвнянь 

d2u1

ds2
+ Γ1

ik

dui

ds

duk

ds
= 0,

d2u2

ds2
+ Γ2

ik

dui

ds

duk

ds
= 0.

, (2.65)

де Γm
ik = Γm

ik(u
1(s), u2(s)) є обмеженнями символiв Кристофеля на криву.

Доведення. За означенням, лiнiя на поверхнi є геодезичною, якщо прекцiя вектора
її кривини на дотичну площину є нульовою. Тобто коли для натурально параметри-
зованої кривої γ⃗ ′′∥n⃗γ . За формулою (2.63) для натурального параметру маємо

γ⃗ ′′ =

(
d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds

)
∂mr⃗ + bik

dui

ds

duk

ds
n⃗γ .

Отже, натурально параметризована лiнiя є геодезичною тодi i тiльки тодi, коли

d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds
= 0.
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Наслiдок 2.11.1 Через дану точку в даному напрямку проходить єдина геодезична.

Справдi, фiксацiя точки i напрямку в цiй точцi означає задачу Кошi для системи
(2.65).

Ремарка 2.11.2 Якщо параметризацiя кривої не натуральна, то система рiвнянь
для геодезичних лiнiй вiдносно довiльного регулярного параметру t має вигляд

d2um

dt2
+ Γm

ik

dui

dt

duk

dt
=
dum

dt

s′′t
s′t

(m = 1, 2),

де s′t означає похiдну вiд функцiї залежностi натурального параметру s = s(t). До-
ведiть.

Ремарка 2.11.3 Рiвняння геодезичної можна записати у виглядi одного рiвняння,
що не залежить вiд натуральностi параметризацiї кривої, використовуючи форму-
лу (2.64), а саме,

u̇1ü2 − ü1u̇2 +
(
u̇1Γ2

ik − u̇2Γ1
ik

)
u̇iu̇k = 0.

Вправа 2.11.1 Якщо поверхнi F1 та F2 дотикаються уздовж кривої γ, тодi геоде-
зична кривина кривої не залежить вiд того, яку з двох поверхонь використовувати
для її обчислення. Покажiть, що геодезична кривина кола зовнiшнього радiусу r на
сферi радiусу R дорiвнює

√
R2−r2

Rr "накривши" сферу уздовж кола дотичним конусом.

Приклад 2.11.1 Нехай γ = {x(t), y(t)} крива на напiвплощинi y > 0 з першою фун-
даментальною формою

ds2 =
dx2 + dy2

y2
.

Тодi її геодезична кривина дорiвнює

kg = yk0 +
x′√

(x′)2 + (y′)2
,

де k0 – кривина цiєї кривої на евклiдовiй напiвплощинi. Зокрема, для явно заданої
кривої y = y(x)

kg = yk0 +
1√

1 + (y′)2
.

Символи Крiстофеля даної метрики мають вигляд

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = − 1
y , Γ1

22 = 0,

Γ2
11 =

1
y , Γ2

12 = 0, Γ2
22 = − 1

y .

Крiм того, √
det g =

1

y2
, |γ ′|2g =

(x′)2 + (y′)2

y2
.
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Тому формула геодезичної кривини набуде вигляду

kg =
y

((x′)2 + (y′)2)3/2

[
x′y′′ − x′′y′ + (x′)2

(x′
y

)
+ 2x′y′

(y′
y

)
+ (y′)2

(
− x′

y

)]
=

y

((x′)2 + (y′)2)3/2

[
x′y′′ − x′′y′ + x′

y

(
(x′)2 + (y′)2

)]
= yk0 +

x′√
(x′)2 + (y′)2

Вправа 2.11.2 Покажiть, що геодезична кривина евклiдового кола радiусу r з цен-
тром в точцi (a, b) на площинi Лобачевського з першою фундаментальною формою

ds2 =
R2(dx2 + dy2)

y2

стала i дорiвнює kg = b/(Rr). Зокрема, евклiдовi кола з центрами на вiсi Ox є геоде-
зичними площинами Лобачевського в моделi Пуанкаре. Покажiть, що прямi, перпен-
дикулярнi вiсi Ox, так само є геодезичними в цiй моделi, а прямi, перпендикулярнi
вiсi Oy мають сталу геодезичну кривину kg = 1/R.

Вправа 2.11.3 Покажiть, що на поверхнi з першою фундментальною формою

ds2 = e2A(x,y)(dx2 + dy2)

геодезична кривина кривої {x = x(t), y = y(t)} виражається формулою

kg = e−Ak0 − g(grad A, νg)

де k0 кривина цiєї кривої на Евклiдовiй площинi, νg – одиничний додатно орiєнто-
ваний вектор нормалi кривої, grad A = {g1j∂jA, g2j∂jA} – вектор градiєнту функцiї
A(x, y).

Вправа 2.11.4 Перша фундаментальна форма сфери радiусу R в конформних коор-
динатах (при стереографiчнiй проекцiї на екваторiальну площину) має вигляд

ds2 =
4R4

(R2 + x2 + y2)2
(dx2 + dy2).

Обчислiть геодезичну кривину прообразiв прямих лiнiй i кiл евклiдової площини на
сферi.

Вправа 2.11.5 Покажiть, що кола на сферi становлять єдине сiмейство кривих
сталої геодезичної кривини.

2.11.2 Напiвгеодезичнi системи координат.

Означення 2.11.1 Система координат на поверхнi називається напiвгеодезичною,
якщо одне сiмейство координатних лiнiй складається з геодезичних лiнiй, а друге —
з їх ортогональних траєкторiй.
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Напiвгеодезична декартова система координат.

Твердження 2.11.4 Нехай r⃗ : D2(u1, u2) → F ⊂ E3 регулярна праметризована
поверхня i L⃗ = r⃗ ◦ L(v) – гладка натурально параметризована крива на поверхнi.
Тодi в околi кривої L iснує така напiвгеодезична система координат, вiдносно якої
перша фундаментальна форма отримає вигляд

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2 . (2.66)

При цьому

• внутрiшнє рiвняння кривої L(v) має вигляд u = 0, v = s;

• f(0, v) ≡ 1;

• якщо L(v) – геодезична лiнiя, то fu(0, v) ≡ 0.

Доведення. Нехай L⃗(σ) = r⃗ ◦L(σ) – натурально параметризована гладка крива, σ ∈
(0, l). Нехай a⃗(σ) = ai(σ)∂ir⃗ – гладке поле нормалей уздовж L⃗. Розглянемо сiмейство
геодезичних r⃗ ◦ γ σ(s), що виходять з точок кривої L⃗ в напрямку векторiв поля a⃗(σ).
Нехай {

u1 = u1(s, σ)
u2 = u2(s, σ)

параметризацiя γ σ(s). Запишемо умову того, що крива сiмейства γσ(s) є натурально
параметризованою геодезичною:

d2ui

ds2
+ Γi

jk

duj

ds

duk

ds
= 0 (i = 1, 2). (2.67)

Зафiксуємо вiдповiднi початковi умови

ui(0, σ) = Li(σ), dui

ds
(0, σ) = ai(σ) (i = 1, 2).

Тим самим, ми отримали задачу Кошi з початковими даними, гладко залежними вiд
параметра. Розв’язки цiєї системи ui = ui(s, σ) гладко залежнi вiд s i σ.

Розглянемо цей розв’язок як вiдображення (s, σ)→ (u1, u2). Якщо це вiдображен-
ня локальний дифеоморфiзм, тодi поверхня може бути параметризована параметрами
(s, σ). Розглянемо вiдповiдну матрицю Якобi в точках кривої L

J =


du1

ds

du1

dσ

du2

ds

du2

dσ


(0,σ)

=

(
a1(σ) (L1)′
a2(σ) (L2)′

)
.

Оскiльки a⃗(σ) – поле нормалей для кривої L⃗, то стовбчики матрицi не можуть бути
пропорцiйними i, таким чином, det J(0, σ) ̸= 0. Значить iснує iнтервал (0, s0) такий, що
det J ̸= 0 в прямокутнику (0, s0)× (0, l) . Отже, отримане вiдображення є локальним
дифеоморфiзмом.
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Параметризуємо поверхню параметрами (s, σ) ≡ (u, v). Нехай перша фундамен-
тальна форма поверхнi вiдносно цих параметрiв має вигляд

ds2 = g11du
2 + 2g12 du dv + g22dv

2.

Розглянемо криву u = s, v = σ0. Тодi ds2 = g11(u, σ0)ds
2. Отже g11(u, σ0) = 1 для

будь-якого значення параметра σ0. Значить g11(u, v) ≡ 1.
За побудовою, кривi заданi рiвнянням{

u = s;
v = σ0.

є геодезичними. Оскiльки d2u
ds2

= 0 i d2v
ds2

= 0, тодi з загального рiвняння геодезичних
знайдемо, що Γm

11 ≡ 0, а значить

Γ11,m = gmkΓ
k
11 ≡ 0.

Отже, враховуючи, що g11 ≡ 1, отримуємо ∂g12
∂u ≡ 0, тобто g12 не залежить вiд s.

Але Оскiльки в точках кривої L, тобто при s = 0, g12(0, σ) = 0, тодi g12 ≡ 0. Отже,
ds2 = du2 + g22(u, v)dv

2. Покладемо f(u, v) = √g22. Тодi

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2.

Крива L в побудованiй системi координат задається рiвнянням{
u = 0,
v = σ.

Згадуючи, що σ — натуральний параметр, тобто ds = dσ = dv, з (2.66), знаходимо
ds2 = f2(0, v)ds2, а значить f(0, v) ≡ 1.

Якщо L(σ) – геодезична, то вона задовольняє рiвнянню (2.67), а отже Γm
22(0, v) ≡ 0

i Γ22,m(0, v) ≡ 0. Тодi ∂g22
∂u (0, v) ≡ 0, що еквiвалентно тотожностi ∂f

∂u(0, v) ≡ 0.

Лемма Гаусса. Напiвгеодезична полярна система координат.

Основою для визначення напiвгеодезичної полярної системи координат служить так
звана Лемма Гаусса. Колом Гаусса з центром в точцi q ∈ F 2 радiусу r називається
геометричне мiсце точок, що вiддаленi на вiдстань за натурально параметризованними
геодезичними, що походять iз точки q.

Лема 2.11.1 Кола Гаусса ортогональнi радiальним геодезичним.

Доведення. Позначимо натуральний параметр на геодезичнiй через s. Зафiксуємо
точку q на поверхнi та розглянемо сiмейство геодезичних γ⃗t(s), що виходять з то-
чки q пiд кутом t вiдносно деякого фiксованого променя t = 0 в дотичнiй площинi.
Тодi колу Гаусса (r = r0, t) буде вiдповiдати коло в дотичнiй площинi TqF 2 того ж
радiусу. Таким чином, сiмейство радiальних променiв i їх ортогональних траєкто-
рiй (кiл) на дотичнiй площинi TqF 2 вiдображається на сiмейство радiальних геоде-
зичних i кiл Гауса. Це вiдображення називається експоненцiальним та позначається



136 РОЗДIЛ 2. ЛОКАЛЬНА ТЕОРIЯ ПОВЕРХОНЬ

expq : TqF
2 → Uq ⊂ F 2. Його диференцiал (expq)∗ є тотожним в точцi q. Для доведен-

ня, зауважимо, що диференцiал вiдображення переводить дотичний вектор до кривої
в областi визначення в дотичний вектор до образу кривої у вiдповiдних за вiдображе-
нням точках. У застосуваннi до експоненцiального вiдображення, розглянемо пряму
λa ∈ TqF 2 та її образ expq(λa) = γ q(λ|a|), де γ q(λ|a|) – точка на натурально параме-
тризованiй геодезичнiй, що виходить iз точки q в напрямку вектора a⃗, при значеннi
параметра s = λ|⃗a|. Тодi з одного боку при λ = 0 ми маємо (expq(λa⃗))∗ = (expq)∗a⃗. А

з iншого боку, d
dλ

(
γ q(λ|⃗a|)

)
= d

ds

(
γ q(s)

)∣∣
s=0
|a| = γ ′

s(0)|⃗a| = a⃗. Отже, експоненцiальне
вiдображення є локальним дифеоморфiзмом.

Нехай V – вектор довжиною r в TqF
2 i нехай γ : [0, 1] → F 2 – геодезична з

початковими даними γ (0) = 0, γ ′(0) = V . Позначимо p = γ (1). Тодi p ∈ S1(q, r)
– кола Гауса радiусу r. Нехай W дотичний вектор до геодезичного кола S1(q, r) в
точцi p. Тодi W = (expq ◦σ)′(0), де σ : (ε, ε) → TqF

2 параметризацiя кола в дотичнiй
площинi така, що σ(0) = V и |σ(t)| = r для всiх t ∈ (−ε, ε). Визначимо на поверхнi
нову локальну параметризацiю α : [0, 1]× (−ε, ε)→ F 2 формулою α(s, t) = expq(sσ(t))
для всiх s ∈ [0, 1] i t ∈ (−ε, ε). Тодi α(s, 0) = γ (s), де γ (s) – геодезична, що з’єднує q i
p. При цьому для кожного t ∈ (−ε, ε) крива s → α(s, t) є геодезичною, що з’єднує q i
expq

(
σ(t)

)
у якiй вектор швидкостi при s = 0 дорiвнює σ(t). Це означає, що

D

∂s

∂α

∂s
= 0

i ⟨∂α(s, t)
∂s

,
∂α(s, t)

∂s

⟩
g
=
⟨
σ(t), σ(t)

⟩
g
= r2

для всiх s ∈ [0, 1] и t ∈ (−ε, ε).
Якщо r⃗ = r⃗ (s, t) – вiдповiдна "зовнiшня" параметризацiя, то з розкладання Гаусса

випливає, що

∂str⃗ =

−−−→
D

∂s

dα

dt
+ b(α′

t, α
′
s)n⃗

i

∂tsr⃗ =

−−−→
D

∂t

dα

ds
+ b(α′

s, α
′
t)n⃗,

а значить має мiсце рiвнiсть
D

∂s

dα

dt
=
D

∂t

dα

ds
.

Як наслiдок, маємо

∂

∂s

⟨∂α
∂s
,
∂α

∂t

⟩
=
⟨D
∂s

∂α

∂s
,
∂α

∂t

⟩
+
⟨∂α
∂s
,
D

∂s

∂α

∂t

⟩
=
⟨∂α
∂s
,
D

∂t

∂α

∂s

⟩
=

1

2

∂

∂t

⟨∂α
∂s
,
∂α

∂s

⟩
︸ ︷︷ ︸

=1

= 0.

Отже,
⟨
∂α
∂s ,

∂α
∂t

⟩
не залежить вiд s. Тепер зауважимо, що α(0, t) = q не залежить вiд

t, тобто ∂α
∂t

∣∣∣
s=0

= 0. Отже,
⟨
∂α
∂s ,

∂α
∂t

⟩
= 0 для всiх s i t. Зокрема, вважаючи s = 1, t = 0

ми отримаємо, що W ⊥ γ ′(1), що й потрiбно було довести.
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Розглянемо поверхню i точку q на поверхнi. З точки q в кожному дотичному на-
прямку випустимо геодезичну, параметризрванну натурально (для кожного напрямку
вона єдина). За Леммою Гаусса 2.11.1, сiмейство еквiдiстант точки q збiгається з сi-
мейством ортогональних траєкторiй побудованого сiмейства. Таким чином, сiмейство
геодезичних променiв i його ортогональних траєкторiй утворює на поверхнi напiв-
геодезичну систему координат. Таку напiвгеодезичну систему координат називають
полярною системою координат з полюсом у точцi q.

Зафiксуємо в дотичнiй площинi деякий промiнь, званий нульовим. Позначимо че-
рез φ кут, утворений довiльним променем з нульовим. Позначимо через r натуральний
параметр на геодезичних променях. Тодi вiдносно такої координатної системи

ds2 = dr2 + f2(r, φ)dφ2.

Координатна лiнiя r = r0 = const ортогональна геодезичним променям, якi виходять
з точки P i є колом Гаусса, що називають геодезичною колом.

Ця координатна система є образом полярної системи координат дотичної площини
в точцi q при експоненцiйному вiдображеннi. На вiдмiну вiд полярної системи коор-
динат на площинi, яка визначена для всiх r > 0, напiвгеодезична полярна система
координат має обмеження за значеннями r, Оскiльки може статися, що геодезичнi,
що виходять з цiєї точки в рiзних напрямках можуть перетинатися, що порушує iн’є-
кцiйнiсть експоненцiального вiдображення. Як приклад достатньо розглянути сферу.
Точна верхня межа sup{r | expq є дифеоморфiзмом} називається радiусом iн’єкцiйно-
стi поверхнi/многовиду в точцi q i позначається inj(q). Радiусом iн’єкцiйностi поверх-
нi/многовиду називається величина inf

q
(inj(q)) i є глобальною характеристикою по-

верхнi/многовиду. Наприклад, для евклiдової площини E2 i площини Лобачевського
L2 радiус iн’єкцiйностi дорiвнює ∞, а для сфери S2(R) вiн дорiвнює πR.

2.11.3 Поверхнi сталої кривини

Використовуємо напiвгеодезичну декартову систему координат для доведення насту-
пного твердження

Твердження 2.11.5 Нехай F ⊂ E3 – поверхня сталої Гауссовиї кривини K. Тодi F
локально-iзометрична:

• площинi з першою фундаментальною формою

ds2 = du2 + dv2,

якщо K = 0;

• сферi радiусу R = 1/
√
K з з першою фундаментальною формою

ds2 = du2 + cos2(
√
Ku)dv2,

якщо K > 0;
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• гiперболiчнiй площинi "радiусу" R = 1/
√
−K з з першою фундаментальною

формою
ds2 = du2 + ch2(

√
−Ku)dv2,

якщо K < 0;

Доведення. Вiзьмемо на поверхнi довiльну геодезичну L i побудуємо на нiй (як на
базi) декартову напiвгеодезичну систему координат. В цьому випадку перша фунда-
ментальна форма поверхнi набуває вигляду

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2

i функцiя f має властивостi 
f(0, v) ≡ 1;

∂f

∂u
(0, v) ≡ 0.

(2.68)

Вiдносно обраної параметризацiї, K = −fuu
f

. Оскiльки K = const, то вiдносно функцiї

f маємо наступне диференцiальне рiвняння з постiйними коефiцiєнтами

fuu +Kf = 0 (2.69)

Якщо K = 0, то (2.69) перепишеться у виглядi:

fuu(u, v) = 0.

Загальний розв’язок такого рiвняння має вигляд

f = A(v)u+B(v).

А оскiльки функцiя f має властивостi (2.68), то скориставшись першою умовою маємо
B(v) = 1, а скориставшись другою умовою маємо A(v) ≡ 0. Тодi f(u, v) = 1. Таким
чином, перша фундаментальна форма поверхнi набуває вигляду:

ds2 = du2 + dv2,

що вiдповiдає першiй фундаментальнiй формi площини в декартових прямокутних
координатах.

Якщо K > 0, то розв’язком диференцiального рiвняння (2.69) є тригонометрична
функцiя виду

f(u, v) = A(v) sin(
√
Ku) +B(v) cos(

√
Ku).

Тодi, як i в попередньому випадку, скориставшись умовою (2.68) отримаємо, що
B(v) = 1, A(v) = 0. I розв’язок приймає вигляд

f(u, v) = cos(
√
Ku).

Значить, перша фундаментальна форма приводиться до вигляду

ds2 = du2 + cos2(
√
K u)dv2.
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В разi K < 0, вiдповiдне розв’язок виписується через гiперболiчнi функцiї, а саме

f(u, v) = A(v) sh(
√
−Ku) +B(v) ch(

√
−Ku).

А з умови (2.68) B(v) = 1, A(v) = 0. Отже,

f(u, v) = ch(
√
−K u.)

I перша фундаментальна форма набуває вигляду

ds2 = du2 + ch2(
√
−Ku)dv2.

2.11.4 Поверхнi обертання сталої Гауссової кривини (Теореа Мiндiн-
га).

У цьому параграфi ми покажемо, що всi метрики сталої гауссової кривини локально
реалiзуються у виглядi поверхнi в E3. Поверхнi нульовою кривини – це поверхнi,
що розгортаються. Вони описанi в роздiлi 2.9. Тут ми дамо опис поверхонь сталої
гауссової кривини K ̸= 0 в класi поверхонь обертання [14].

Будемо шукати в площинi xOz кривi γ, обертанням яких навколо вiсi Oz утворю-
ється поверхня даної сталої кривини K. Задамо рiвняння кривої γ у виглядi

x = x(u) > 0, z = z(u),

де u – натуральний параметр на γ. Зауважимо, що в цьому випадку

(x′)2 + (z′)2 = 1 (2.70)

Тодi, для метрики поверхнi обертання маємо

ds2 = du2 + x2(u) dv2,

де v– кут повороту кривої γ навколо вiсi Oz. Гауссова кривина в такому випадку
дорiвнює

K = −x
′′(u)

x(u)
.

Тодi для x(u) отримуємо звичайне диференцiальне рiвняння

x′′ +Kx = 0.

Загальне розв’язок цього рiвняння залежить вiд знаку K, а саме, x(u) = a cos(
√
Ku) + b sin(

√
Ku), якщо K > 0,

x(u) = a ch(
√
−Ku) + b sh(

√
−Ku), якщо K < 0,

(2.71)

де a i b – константи iнтегрування. Знаючи функцiю x(u), з (2.70) формально можемо
знайти i функцiю z(u):

z =

u∫
0

√
1− [x′(u)]2du. (2.72)
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Для визначеностi ми взяли радикал зi знаком +. Геометрично, це означає, що дуга
u вiдраховується в бiк зростання z. Вибiр нижньої межi iнтегрування u = 0 забезпечує
початкове розташування точки на нашiй кривiй на вiсi Ox.

Випадок K > 0. Для зручностi викладок, покладемо K = k2, k > 0. Перетворимо
розв’язок до вигляду

x(u) =
√
a2 + b2

(
a√

a2 + b2
cos(ku) +

b√
a2 + b2

sin(ku)

)
i введемо додатковий аргумент u0 з умов

cosu0 =
a√

a2 + b2
, sinu0 =

b√
a2 + b2

Тодi розв’язок можна записати у виглядi

x(u) =
√
a2 + b2 cos(ku− u0) = c cos

(
k(u− u1)

)
,

де ми поклали c =
√
a2 + b2, u1 = u0

k .
Виконуючи замiну параметра u = u1 + ũ, що не замiнює вигляд метрики, зводимо

розв’язок до вигляду
x = c cos(kũ),

Опускаючи тiльду в позначеннi змiнної, отримуємо параметричнi рiвняння нашої
кривої у виглядi

x = c cos(ku), (2.73)

z =

u∫
0

√
1− c2k2 sin2(ku) du. (2.74)

Проаналiзуємо розв’язок. З умови x(u) > 0 випливає

− π

2k
< u < +

π

2k
.

Якщо c ≤ 1
k , то для всiх значень u в цих межах, причому пiдкореневий вираз

в (2.74) залишається додатним, що забезпечує iснування кривої при всiх значеннях
параметру в зазначеному iнтервалi. Зокрема, при c = 1

k ми отримуємо

z =
1

k
sin ku, x =

1

k
cos ku,

тобто γ стає напiвколом радiусу 1
k , що спирається кiнцями на вiсь обертання. Вiдпо-

вiдна поверхня є сферою (Мал. 2.9)
Для менших значень c , функцiя x(u) буде менше, нiж для кола, а функцiя z(u)

навпаки, буде бiльше на тому ж iнтервалi змiни u. Геометрично це означає, що дуга γ,
упираючись кiнцями в вiсь обертання, все бiльше наближається до неї, витягаючись
в той же час вздовж неї (i зберiгаючи незмiнну довжину π

k , що дорiвнює iнтервалу
змiни дуги u). У крайнiх точках, де u = ± π

2k ,

dx = ±ck du, dz =
√

1− c2k2 du, dz

dx
= ±
√
1− c2k2
ck

.
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Рис. 2.9: Сфера Рис. 2.10: Шпиндельподiбна поверхня
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Рис. 2.11: Дiжка Мiндiнга

Таким чином, вiпадок c < 1
k дає шпиндельподiбну фiгуру, бiльш витягнуту уздовж

вiсi Oz и вужчу, нiж сфера, з конiчними особливими точками на вiсi обертання (Мал.
2.10) .

Тепер розглянемо випадок c > 1
k . В цьому випадку, для iснування кривої, потрiбно

накласти умову

c2K sin2(ku) ≤ 1, або − 1

ck
≤ sin(ku) ≤ +

1

ck
.

При крайнiх значеннях u, коли sin(ku) максимальний за модулем i дорiвнює ± 1
ck , ми

отримуємо з (2.73) два однакових найменших значення для x(u):

xmin = c

√
1− sin2(ku) =

√
c2k2 − 1

k
.

Це значення додатне, тобто тепер дуга γ кiнчається, не доходячи до вiсi обертання на
цю вiдстань. Найбiльше значення x(u) досягається при u = 0:

xmax = c .

В кiнцевих точках dz
du = 0. Отже, дотичнi до дуги γ перпендикулярнi до вiсi Oz.

Обертанням дуги γ виходить деякий ”пояс”, що оточує вiсь Oz (Мал. 2.11).



142 РОЗДIЛ 2. ЛОКАЛЬНА ТЕОРIЯ ПОВЕРХОНЬ

HypBend.eps
HypCone.eps

Рис. 2.12: Котушка Мiндiнга Рис. 2.13: Гiперболiчний конус (Дзига
Мiндiнга)

Тепер розглянемо випадок K < 0. Знову для зручностi викладок покладемо
K = −k2, k > 0. Тут в другiй формулi (2.71) є три варiанти.

Якщо |a| > |b| , то застосовуючи перетворення аналогiчно попередньому пункту
(але тiльки для гiперболiчних функцiй), зведемо розв’язок до вигляду

x(u) = c ch(ku), (2.75)

де c =
√
a2 − b2. Тодi, згiдно (2.72),

z =

u∫
0

√
1− c2k2 sh2(ku) du. (2.76)

Для iснування профiльної кривої необхiдно накласти умову

− 1

ck
≤ sh (ku) ≤ +

1

ck
.

Очевидно, що при крайнiх значеннях sh(ku) = ± 1
ck будуть досягатися, згiдно

(2.75), найбiльшi значення x, найменше ж дорiвнюватиме c i досягається при u = 0.
Дуга γ звернена опуклiстю до осi обертання; в кiнцевих точках, як легко перевiрити,
dz
du = 0 i, отже, дотичнi перпендикулярнi до вiсi обертання. При збiльшеннi c дуга γ
вiддаляється вiд вiсi Oz, а iнтервал змiни u, тобто довжина дуги γ , зменшується.

Навпаки, при зменшеннi c довжина дуги γ необмежено збiльшується, причому γ
асимптотично наближається до вiсi Oz. Отриману поверхню називають котушкою
Мiндiнга (Мал. 2.12).

Якщо |a| < |b|, то аналогiчним способом отримаємо

x(u) = c sh(ku) (c =
√
b2 − a2), (2.77)
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a значить u ≥ 0. З (2.72) знаходимо

z(u) =

u∫
0

√
1− c2k2 ch2(ku) du. (2.78)

Для iснування профiльної кривої необхiдно виконання нерiвностi

ch(ku) ≤ 1

ck
,

причому u ≥ 0. Оскiльки ch(ku) ≥ 1, то на величину c виникає обмеження ck < 1.
Коли u змiнюється вiд 0 до свого максимального значення, тобто при якому

ch(ku) =
1

ck
,

то x росте вiд 0 до c
√

1
k2c2
− 1 =

√
1−c2k2

k , причому дуга γ нахилена до вiсi Ox в точцi
O пiд кутом

tgφ =
dz

dx
=

√
1− c2k2
ck

.

Кут нахилу кривої до вiсi Ox зменшується в мiру наближення параметра u до свого
максимального значення, при якому ch(ku) = 1

ck , а значить в крайнiй точцi tgφ = 0.
Отриману поверхню обертання природно називати гiперболiчним конусом (Мал.

2.13). Виконавши симетрiю вiдносно горизонтальної дотичної в кiнцевiй точцi отрима-
ємо астроїдо-подiбну криву. Вiдповiдна поверхня обертання зветься дзигою Мiндiнга.

Нехай |a| = |b|. Не зменшуючи загальностi, будемо вважати, що a > 0 i b = −a.
Тодi x = ae−ku. Виконавши замiну параметра u → u + u0, константу iнтегрування
можна привести до вигляду a = 1

k (досить знайти u0 так, що ae−ku0 = 1
k ). В такому

разi профiльна крива набуде вигляду

x(u) =
1

k
e−ku, z(u) =

u∫
0

√
1− e−2ku du.

Пiдкореневий вираз додатний за будь-яких u ≥ 0, так що u ∈ [0,∞]. Похiдна

dz

dx
= −
√
1− e−2ku

e−ku
.

У початковiй точцi u = 0 маємо dz
dx = 0, а значить наша крива дотична до вiсi Ox.

При u→∞, крива асимптотично наближається до вiсi Oz, оскiльки при цьому x→ 0,
z → +∞, dz

dx → −∞.
Iнтеграл, через який виражається z(u) береться в елементарних функцiях. А саме,

z(u) =
1

k

{
ln
(
eku +

√
e2ku − 1

)
−
√

1− e−2ku
}
,

Отримана крива називається трактрисою. Вона є евольвентою ланцюгової лiнiї
x = 1

k ch(zk). Назва трактриса (лiнiя потягу) походить вiд латинського trahere – тяг-
ти. Це крива, для якої довжина вiдрiзка дотичної вiд точки дотику до точки перетину
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Рис. 2.14: Псевдосфера.

з фiксованою прямою є постiйною величиною. Таку лiнiю описує предмет, що воло-
читься на мотузцi сталої довжини за точкою, що рухається по цiй прямiй. Трактриса
також є частиною кривої гонитви за рiвної швидкостi наздоганяючого i втiкаючого.
Побудована поверхня обертання є половиною так званої псевдосфери (Мал. 2.14). Ви-
конавши симетрiю вiдносно осi Ox отримаємо лiнiю з точкою звороту, обертанням
якої навколо осi Oz утворюється поверхня, що i зветься псевдосферою. Iталiйський
математик Бельтрамi саме на цiй поверхнi вперше реалiзував аксiоматику площини
Лобачевського. Сам Лобачевський називав свою геометрiю "уявною". Пiсля резуль-
тату Бельтрамi ця "уявна" геометрiя перейшла в "реальну" геометрiю поверхнi з
вiд’ємною кривиною. На честь цього, псевдосферу часто називають поверхнею Бель-
трамi.

2.11.5 Кола Гаусса. Теорема Бертрана-Пьюiзе.

Нагадаємо, що геодезичним колом (або гаусовим колом) на поверхнi з центром в точцi
q називається геометричне мiсце точок, рiвновiддалених вiд точки q уздовж геодези-
чних променiв, що виходять з цiєї точки.

Теорема Бертрана-Пьюiзе [7] є однiєю з найпростiших теорем порiвняння в гео-
метрiї. Ми порiвняємо довжину кола радiусу r з довжиною кола того ж радiусу на
площинi. Гауссова кривина проявляє себе як мiра рiзницi цих величин.

Теорема 2.11.1 Нехай F ⊂ E3 поверхня з аналiтичною метрикою. Позначимо че-
рез L довжину геодезичного кола з центром в точцi q радiусу r. Тодi

lim
r→0

3

π

2πr − L
r3

= Kq.

Доведення. У нашому доведеннi ми слiдуємо Бляшке [7]. Розглянемо напiвгеодези-
чну полярну систему координат в околi точки q. Тодi

ds2 = dr2 + f2(r, φ) dφ2.

Внутрiшнє рiвняння кола радiусу r0 має вигляд r = r0, φ = t.
Оскiльки за припущенням метрика аналiтична, то функцiя f допускає розклада-

ння в ряд Тейлора в околi точки q. Цiй точцi вiдповiдає значення параметру r = 0,
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при якому порушується регулярнiсть нашої координатної системи. Тому, для знахо-
дження головної частини розкладання перейдемо до аналогу Декартових координат,
т.зв. Римановим нормальним координатам (x, y):

x = r cosφ, y = r sinφ.

Цi координати не мають особливостi в нулi. При цьому

r =
√
x2 + y2, φ = arctan

y

x
.

Звiдси

dr =
xdx+ ydy

r
, dφ =

xdy − ydx
r2

,

а значить

ds2 =
(x2
r2

+
x2

r4
f2
)
dx2 +

(y2
r2

+
y2

r4
f2
)
dy2 + 2xy

( 1

r2
− 1

r4
f2
)
dxdy.

Для забезпечення аналiтичностi метрики в початку координат, функцiя f2 повинна
мати вигляд:

f2(r, φ) = r2 + r4Q(x, y),

де Q(x, y) деяка аналiтична функцiя вiд (x, y). За формулою Тейлора

Q(x, y) = Q0 + o(r).

Остаточно,
f2(r, φ) = r2 + r4Q0 + o(r5).

Покажемо, що

Q0 = −
Kq

3
.

Дiйсно,

Kq = − lim
r→0

∂rrf

f

З iншого боку,

f =
√
r2 + r4Q0 + o(r5) = r

√
1 + r2Q0 + o(r3) ∼ r(1 +

1

2
r2Q0).

Звiдси

Kq = lim
r→0

K(r, φ) = lim
r→0

3rQ0

r(1 + 1
2r

2Q0)
= 3Q0.

Отже,

f = r − Kq

6
r3 + o(r3).

Тепер очевидно,

L =

∫ 2π

0

(
r − Kq

6
r3 + o(r3)

)
dφ = 2πr − π

3
Kqr

3 + o(r3),

а значить
lim
r→0

3

π

2πr − L
r3

= Kq,

що i було потрiбно.
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Вправа 2.11.6 Позначимо через F площу геодезичного кола радiусу r з центром в
точцi q радiусу r. Покажiть, що

Kq = lim
r→0

12

π

πr2 − F
r4

.

2.11.6 Кола Дарбу

Колом в розумiннi Дарбу на поверхнi називається крива сталої геодезичної кривини.
Очевидно, що на площинi кола Гауса i Дарбу не розрiзняються. Однак на поверхнi
з кривиною кола Дарбу можуть бути навiть не замкненi (наприклад, на площинi
Лобачевського), на вiдмiну вiд кiл Гауса.

Твердження 2.11.6 Геодезича кривина координатного кола радiусу r вiдносно на-
пiвгеодезичної полярної параметризацiї ds2 = dr2 + f2(r, φ)dφ2 з полюсом в центрi
цього кола дорiвнює kg = ∂rf

f .

Доведення. Символи Кристофеля в такiй системi координат дорiвнюють:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −f∂rf,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
∂rf

f
, Γ2

22 =
∂φf

f
.

Геодезичне коло радiусу r0 з центром в полюсi задається рiвнянням γ = {r0, t}. Вiд-
повiдно,

γ ′
t = {0, 1}, γ ′′

t = {0, 0}, |γ ′
t|g = f(r0, φ),

√
det g = f(r0, φ).

Звiдси, застосовуючи формулу (2.64), знаходимо kg = 1
f2

(
− Γ1

22

)
= ∂rf

f .

Ремарка 2.11.4

Теорема 2.11.2 Якщо на поверхнi кожне коло Гауса є колом Дарбу, то Гауссова
кривина поверхнi стала.[7]

Доведення. Для доведення досить показати, що, за умов теореми, в кожнiй точцi
поверхнi похiднi вiд Гауссової кривини дорiвнюють 0.

Нехай q – довiльна точка на поверхнi. Розглянемо в околi цiєї точки напiвгеодези-
чну полярну систему координат. Тодi

ds2 = dr2 + f2(r, φ) dφ2

i рiвняння довiльної кола з центром в цiй точцi буде мати вигляд

r = r0 (= const)
φ = t.
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Геодезична кривина цьго кола дорiвнює kg = ∂rf
f . В силу сталостi цiєї величини для

будь-якого фiксованого значення r = r0, маємо

∂φkg(r0, φ) =
f∂rφf − ∂rf∂φf

f2
= 0.

Tобто, тотожно за r i φ
f∂rφf − ∂rf∂φf = 0.

Диференцiюючи тепер за r, знаходимо

∂rf∂rφf + f∂rrφf − ∂rr∂φf − ∂rf∂rφf = f∂rrφf − ∂rr∂φf = 0

Для Гауссової кривини K на колы маємо K(r0, φ) = −∂rrf
f . Тому

∂φK(r0, φ) = −
∂rrφf − ∂rrf∂φf

f2
= 0

для будь-якого фiксованого значення r0. Це означає, що похiдна вiд гаусової кривини
поверхнi у напрямку дотичної до будь-якого Гаусова кола на поверхнi дорiвнює 0.

Для кожного напрямкуXq на поверхнi в точцi q, знайдеться коло з центром на колi
Sq, що є дотичним до напрямку Xq. Його центр знаходиться на перетинi радiусу кола
Sq, що ортогональний до напрямку Xq, з колом Sq а радiуч дорiвнює радiусу кола Sq.
Нехай це буде точка p. Для кола Sp похiдна вiд гаусової кривини в напрямку дотичної
до цього кола також дорiвнює 0. Значить ∂XqK = 0. Отже, похiдна вiд гаусової кри-
вини в будь-якому напрямку Xq дорiвнює 0, а значить Гауссова кривина поверхнi не
змiнюється при змiщеннi з точки q у будь-якому напрямку. В силу довiльностi обраної
точки, K = const для всiх точок поверхнi.

2.11.7 Геодезичнi як локально найкоротшi

Скористаємося напiвгеодезичною полярною системою координат для доведення вла-
стивостi локальної найкоротшостi геодезичних.

Твердження 2.11.7 Нехай γ – геодезична на поверхнi F ⊂ E3, точки A,B ∈ γ .
Якщо A i B достатньо близькi, то γ – найкоротша iз всiх регулярних кривих, що
з’єднують точки A i B.

Доведення. Нехай γ – геодезична, точки A,B ∈ γ . Побудуємо напiвгеодезичну си-
стему координат з полюсом в точцi A i будемо вважати, що точка B лежить в областi
визначення цiєї системи координат, а сама геодезична γ вiдповiдає нульовому проме-
ню обраної системи. Вiдносно такої системи координат перша фундаментальна форма
має вигляд

ds2 = dr2 + f2(r, φ)dφ2,

де r – довжина геодезичного променя. Тодi точка A = (0, 0), B = (r0, 0). А сама
геодезична в цих умовах задається так

γ :

{
r = s;
φ = 0.
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Нехай γ̃ – iнша крива, що з’єднує точки A i B. Припустимо, спочатку, що γ̃ лежить
в колi радiусу r0 (в якому визначена наша система координат) задана параметрично
у виглядi

γ̃ :

{
r = r(t),
φ = φ(t),

{
γ̃ (tA) = A,
γ̃ (tB) = B.

Тодi

l(γ̃ ) =

tB∫
tA

√(
dr

dt

)2

+ f2(r(t), φ(t))

(
dφ

dt

)2

dt.

Очевидно, що якщо
dφ

dt
̸= 0, то

l(γ̃ ) >
tB∫

tA

dr

dt
dt =

r0∫
0

dr = r0 = l(γ AB).

При цьому рiвнiсть досягається, якщо φ ≡ 0, тобто, коли крива збiгається з геодези-
чною γ .

Припустимо, що крива виходить за межi геодезичного кола радiусу r0. Тодi нехай
B′ – точка перетину γ̃ з цим колом. Тодi

l(γ̃ ) = l(γ )|AB′ + l(γ̃ )|BB′ > r0 + l(γ̃ )|BB′ > r0,

що i завершує доказ.

2.11.8 Геодезичнi як екстремалi функцiоналу довжини

Нехай F 2 – поверхня, точки A,B ∈ F 2. Позначимо через ΩAB множину регулярних
кривих вигляду

ΩAB = {γ⃗ : [tA, tB]→ F 2 | γ⃗(tA) = A, γ⃗(tB) = B}.

Тодi

l(γ⃗) =

tB∫
tA

|γ⃗′(t)dt| ∈ R,

Тобто l : ΩAB → R можна розглядати як функцiонал на множинi ΩAB. Критичнi
точки цього функцiоналу називаються екстрималями функцiоналу довжини.

Постановка варiацiйної задачi. Нехай

γ :

{
u1 = u1(s)
u2 = u2(s)

внутрiшнє рiвняння кривої на поверхнi з початком в точцi A i кiнцем в точцi B, тобто
γ⃗(0) = r⃗ ◦ γ(0) = A, γ⃗(0) = r⃗ ◦ γ(s0) = B.
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Означення 2.11.2 Варiацiєю кривої γ⃗ = r⃗ ◦ γ з закрiпленими кiнцями називається
крива виду

γ⃗(s, ε) = r⃗ ◦ (γ (s) + εη(s)),

де η(s) – гладка варiацiйна вектор-функцiя (в областi параметрiв), яка задовольняє
умовi η(0) = η(s0) = 0 и ε – малий параметр.

Введемо в розгляд функцiю параметра ε вигляду l(ε) =
s0∫
0

|γ ′(s, ε)|gds, яка називається

варiацiєю функцiонала довжини. Будемо говорити, що γ (s) є екстрималлю функцiо-

нала довжини, якщо
d

dε
l(γ (s, ε))|ε=0 = 0 для будь-якої варiацiйної вектор-варiацiї

Твердження 2.11.8 Крива на поверхнi є екстрималлю функцiоналу довжини для
варiацiї з закрiпленими кiнцями тодi i тiльки тодi, коли крива є геодезичною лiнiєю.

Доведення. Нехай r⃗ : D2 → E3 – параметризацiя F 2. Розглянемо "зовнiшнi" пара-
метризацiї кривих γ (s) i γ (s, ε), а саме

γ⃗(s) = (r⃗ ◦ γ )(s), γ⃗(s, ε) = (r⃗ ◦ γ )(s, ε).

Виконаємо деякi необхiднi обчислення. Але перш введемо в розгляд векторне поле
варiацiї кривої

η⃗ = ηi(s)∂ir⃗ |γ (s,ε),

тобто, η⃗ є векторне поле уздовж кривої, координатнi функцiї якого є компонентами
функцiї варiацiї. Тодi

γ⃗′(s, ε) :=
dγ⃗(s, ε)

ds
= ∂r⃗ |γ (s,ε)

(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)
.

Використовуючи розкладання Гаусса i пiдставляючи в кiнцевому пiдсумку ε = 0,
знаходимо

d

dε
(γ⃗′(s, ε)) =

d

dε

[(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)i
∂ir⃗ |γ (s,ε)

]
=

(dη
ds

)i
∂ir⃗ |γ (s,ε) +

(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)i
∂ikr⃗ |γ (s,ε)η

k =

(dη
ds

)i
∂ir⃗ |γ (s,ε) +

(dγ
ds

+ ε
dη

ds

)i(
Γm
ik(s)∂mr⃗ + bikn⃗

)
|γ (s,ε)η

k =

(∇γ ′η)m∂mr⃗ |γ (s) +B(γ ′, η)n⃗ |γ (s) =
−−−→
∇γ ′η |γ (s) +B(γ ′, η)n⃗ |γ (s),

де ми ввели позначення Γm
ik(s) := Γm

ik ◦ γ и

−−−→∇γ ′η =
(dηm
ds

+ Γm
ik(s)η

k dγ
i

ds

)
∂mr⃗ (2.79)

Нескладно перевiрити, що для будь-яких векторних полiв X⃗(s) = ∂r⃗ |γ (s) · X(s) i
Y⃗ (s) = ∂r⃗ |γ (s) · Y (s), дотичних до поверхнi уздовж кривої γ⃗ вiрна рiвнiсть

d

ds

⟨
X,Y

⟩
g
=
⟨
∇γ ′X,Y

⟩
g
+
⟨
X,∇γ ′Y

⟩
g
. (2.80)
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Дiйсно,

d

ds
X⃗(s) =

d

ds

(
∂ir⃗ |γ (s)X

i(s)
)
= ∂ikr⃗

duk

ds
Xi(s) + ∂ir⃗ |γ (s)

dXi

ds
=(

Γm
ik(s)∂mr⃗ |γ (s) + bik(s)n⃗(s)

)duk
ds

Xi(s) +
dXm

ds
∂mr⃗ |γ (s) =(dXm

ds
+ Γm

ik(s)
duk

ds
Xi(s)

)
∂mr⃗ |γ (s) +B(γ ′, X)|γ (s)n⃗(s) =

−−−→∇γ′X +B(γ ′, X)|γ (s)n⃗(s).

Враховуючи, що X⃗ i Y⃗ є дотичними векторними полями вздовж нашої кривої, знахо-
димо

d

ds

⟨
X,Y

⟩
g
=

d

ds

⟨
X⃗, Y⃗

⟩
=
⟨ d
ds
X⃗, Y⃗

⟩
+
⟨
X⃗,

d

ds
Y⃗
⟩
=⟨−−−→

∇γ′X, Y⃗
⟩
+
⟨
X⃗,
−−−→
∇γ′Y

⟩
=
⟨
∇γ′X,Y

⟩
g
+
⟨
X,∇γ′Y

⟩
g
.

Тепер запишемо функцiонал довжини на варiацiї

l(γ (s, ε)) =

s0∫
0

|γ ′(s, ε)|gds =
s0∫
0

|γ⃗′(s, ε)|ds

i знайдемо, використовуючи спiввiдношення (2.80),

dl(γ⃗(s, ε))

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

=

s0∫
0

⟨ d
dε
γ⃗′(s, ε), γ⃗′(s, ε)

⟩
|γ⃗′(s, ε)|

∣∣∣∣∣
ε=0

ds =

s0∫
0

⟨−−−→
∇γ ′η, γ⃗′

⟩
1

ds =

s0∫
0

⟨
∇γ ′η, γ ′ ⟩

g
ds =

⟨
η , γ ′ ⟩

g

∣∣∣s0
0
−

s0∫
0

⟨
η ,∇γ ′γ ′ ⟩

g
ds =

−
s0∫
0

⟨
η ,∇γ ′γ ′ ⟩

g
ds = 0. (2.81)

Якщо ∇γ ′γ ′ ̸= 0 на деякому iнтервалi (α, β) змiни параметра, то оберемо варiацiю
так, що η за напрямком спiвпадає з ∇γ ′γ ′ на цьому iнтервалi i мала (близька до нуля)
поза цього промiжку. Для такої варiацiї

s0∫
0

⟨
η ,∇γ ′γ ′ ⟩ds > 0.

Отже γ – екстрималь тодi i тiльки тодi, коли∇γ ′γ ′ = 0. Пiдставляючи в (2.79) замiсть
ηm координати дотичного вектора dum/ds знаходимо, що γ — геодезична лiнiя на F 2.
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Друга варiацiя функцiонала довжини кривої.

Геодезичнi, як екстрималi функцiоналу довжини, можуть бути як найкоротшими лiнi-
ями, що з’єднують двi данi точки, так i найдовшими (розгляньте приклад геодезичних
на сферi). Достатня умова їх кратчайшестi можна отримати, дослiджуючи другу ва-
рiацiю функцiонала довжини, що є аналогом другої похiдної функцiї однiєї змiнної.
Висновок формули другої варiацiї можна iстотно спростити, враховуючи той факт,
що варiацiйна крива є геодезичної лiнiєю i що суттєвою є тiльки нормальна складова
векторного поля варiацiї. Останнє випливає з формули (2.81).

Нехай γ⃗ = r⃗ ◦ γ – дослiджувана геодезична, що з’єднує точки A i B на поверхнi.
I нехай A = γ⃗(0) i B = γ⃗(l). Введемо на поверхнi напiвгеодезичну систему координат
з базовою кривою γ⃗(v). Тодi перша фундаментальна форма поверхнi набуде вигляду

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2,

а функцiя f(u, v) буде задовольняти умовам

f(0, v) = 1, fu(0, v) = 0.

Вiдносно такої параметризацiї рiвняння геодезичної γ⃗(v) має вигляд (u = 0, v = v),
нормальне векторне поле варiацiї вiдповiдає варiацiйнiй вектор-функцiї {h(v), v} i
варiацiя геодезичної γ⃗(v) набуває вигляду{

u = εh(v), h(0) = h(l) = 0
v = v.

Отже,

l(ε) =

l∫
0

√
ε2(h′)2 +

(
f(εh(v), v)

)2
dv.

Тодi

dl

dε
=

l∫
0

ε(h′(v))2 + f(εh(v), v)fu(εh(v), v)h(v)√
ε2(h′(v))2 +

(
f(εh(v), v)

)2 .

Зауважимо, що властивостi системи координат забезпечують рiвнiсть dl
dε

∣∣
ε=0

= 0. З
тiєї ж причини

d2l

dε2

∣∣∣
ε=0

=

l∫
0

(
(h′(v))2 + fuu(0, v)h

2(v)
)
dv =

l∫
0

(
(h′(v))2 −K(0, v)h2(v)

)
dv,

де K(0, v) – Гауссова кривина поверхнi вздовж геодезичної. Отже, на поверхнях з Га-
уссовою кривиною K ≤ 0 будь-яка геодезична є найкоротшою в порiвняннi з кривими,
що з’єднують точки A i B, якi виходять локальними (малими) варiацiями геодезичної.
Вимога малої варiацiї iстотно. На поверхнi кругового цилiндра двi точки на твiрнiй
можна з’єднати рахунковим числом рiзних гвинтових лiнiй. Кожна з гвинтових лiнiй є
найкоротшою в класi малих варiацiй. Очевидно, однак, що вiдрiзок утворює коротше
будь-якої з них.
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Формулi другої варiацiї можна надати iнший вигляд. Для цього зауважимо, що з
урахуванням граничних умов формула частинного iнтегрування приводить до рiвно-
стi

l∫
0

(h′(v))2dv = −
l∫

0

h′′(v)h(v)dv,

а отже

d2l

dε2

∣∣∣
ε=0

= −
l∫

0

h(v)
(
h′′(v) +K(0, v)h(v)

)
dv.

Рiвняння
h′′s +K

∣∣
γ (s)

h(s) = 0

називається рiвняння Якобi для натурально параметризованої геодезичної γ (s). То-
чки A i B на геодезичнiй називаються сполученими, якщо iснує ненульове поле Якобi
вздовж цiєї геодезичної, що перетворюється на нуль в точках A i B. Сполученi точки
на геодезичнiй можуть з’являтися тiльки якщо K

∣∣
γ (s)

> 0. Так, на одиничнiй сферi з
першою квадратичною формою ds2 = du2 + sin2(u)dv2 рiвняння Якобi має очевидне
розв’язок h = C sinu, що задовольняє крайовим умовам h(0) = h(π) = 0. Векторне по-
ле Якобi в цьому випадку має вигляд h⃗ = C sinu ∂v r⃗ , тобто має внутрiшнi координати
{0, C sin(u)}.

2.12 Перша варiацiя функцiонала площi.
Мiнiмальнi поверхнi

Нехай F 2 – поверхня, що параметризована вектор-функцiєю r⃗ : D2 → E3 в областi
D2. Варiацiєю поверхнi F 2 називається поверхня, що параметрезована над цiєю ж
областю параметрiв вектор-функцiєю ρ⃗ : D2 → E3 вигляду

ρ⃗ = r⃗ + εw n⃗,

де w : D2 → R – дiйсна функцiя така, що w |∂D2 = 0, ε – малий параметр, n⃗ – одиничне
нормальне векторне поле.

Означення 2.12.1 Поверхня F 2 називається локально-мiнiмальною, якщо для
будь-якої варiацiї ця поверхня є критичною точкою функцiоналу площi, тобто

dS(u, ε)

dε

∣∣∣∣∣
ε=0

=
d

dε

∫
D

√
det g̃ du1du2

∣∣∣∣∣∣
ε=0

= 0,

де g̃ – перша фундаментальна форма варiацiї.

Твердження 2.12.1 Поверхня F 2 є локально-мiнiмальною тодi i тiльки тодi, коли
H(D2) ≡ 0.
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Доведення. Знайдемо першу фундаментальну форму варiацiї g̃. Маємо,

dρ⃗ = dr⃗ + εw dn⃗+ εdw n⃗,

а значить
ds̃2 = |dρ⃗ |2 = |dr⃗ |2 + 2εw

⟨
dr⃗ , dn⃗

⟩
+ ε2(∗),

де символом (∗) вiдзначенi несуттєвi вирази.
Звiдси випливає, що матрицi перших фундаментальних форм варiацiйної i вихiдної

поверхонь пов’язанi спiввiдношенням

g̃ = g − 2wεB + ε2(∗) = g(E − 2wεA) + ε2(∗).

Таким чином,

det g̃ = det g(1− 2εw trace(A)) + ε2(∗) = det g(1− 4εwH) + ε2(∗).

Скористаємося еквiвалентнiстю
√
1± x ∼ 1 ± 1

2
x. Тодi, з точнiстю до малих бiльш

високого порядку, маємо √
det g̃ ∼

√
det g(1− 2εwH).

Отже
S(ε) ∼

∫∫
D

√
det g(1− 2εwH)du1du2 =

∫∫
D

(1− 2εwH)dS.

Тодi
dS

dε

∣∣∣∣
ε=0

= −2
∫∫
D

wHdS.

Оскiльки w довiльна функцiя, тодi H ≡ 0.

2.12.1 Спецiальнi мiнiмальнi поверхнi в E3.

Розглянемо клас поверхонь обертання.

Лема 2.12.1 Для середньої кривини поверхнi, утвореної обертанням C2- регулярної
плоскої профiльної кривої, має мiсце формула

H =
1

2

(
k − cos θ

r

)
,

де k – орiєнтована кривина профiльної кривої, θ – орiєнтований кут мiж вiссю обер-
тання i дотичною до профiльної кривої, r – вiдстань до осi обертання.

Доведення. Направимо вiсь Oz декартової прямокутної системи координат уздовж
вiсi обертання, а вiсi Ox i Oy розташуємо в площинi, перпендикулярнiй вiсi оберта-
ння. Нехай u – натуральний параметр на профiльнiй кривiй. Тодi рiвняння поверхнi
обертання має вигляд:

r⃗ = {x(u) cos v, x(u) sin v, z(u)}.
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Зауважимо, що функцiя x(u) в точностi виражає вiдстань вiд точки на профiльнiй
кривiй до осi обертання, тобто r = x(u).

Враховуючи, що (x′)2 + (z′)2 = 1, знаходимо

∂1r⃗ = {x′ cos v, x′ sin v, z′}, ∂2r⃗ = {−x sin v, x cos v, z′}, n⃗ = {−z′ cos v,−z′ sin v, x′},
∂11r⃗ = {x′′ cos v, x′′ sin v, z′′}, ∂12r⃗ = {−x′ sin v, x′ cos v, 0}, ∂22r⃗ = {−x cos v,−x sin v, 0}.

Звiдси отримуємо, що

g =

(
1 0
0 x2

)
, B =

(
z′′x′ − x′′z′ 0

0 xz′

)
, A = g−1B =

(
z′′x′ − x′′z′ 0

0 z′

x

)
.

Оскiльки для натурально параметризованої кривої її кривина k(u) = z′′x′ − x′′z′, то
матриця Вейнгартена набуває вигляду

A =

(
k 0

0 z′

x

)
,

а отже, для середньої кривини поверхнi обертання маємо формулу

H =
1

2

(
k +

z′

x

)
.

Залишається зауважити, що вектор {x′, z′} є одиничним вектором дотичної профiль-
ної кривої. Якщо позначити через α орiєнтований кут вiд вiсi Ox, а через θ орiєнтова-
ний кут вiд вiсi Oz (вiсi обертання) до дотичної, то α−θ = π/2, а значить z′ = − cos θ,
тобто H = 1

2(k − cos θ/r), що й потрiбно було довести.

Ремарка 2.12.1 На поверхнi обертання меридiани i паралелi складають сiмейство
лiнiй кривини. Тому головнi кривини поверхнi дорiвнюють з точнiстю до знаку кри-
винi меридiану i кривинi паралелi, тобто k1 = k i k2 = − cos θ/r.

Гомотетiєю називається перетворення h : R3 → R3 вигляду h(x, y, z) = (x̃ =
ax, ỹ = ay, z̃ = az), де a – стала , яку називають коефiцiєнтом гомотетiї. Двi поверхнi
F i F̃ називаються гомотетичними, якщо iснує гомотетiя h така, що h(F ) = F̃ .
Гомотетiя є конформних перетворенням, Оскiльки з очевиднiстю

ds̃2 = dx̃2 + dỹ2 + dz̃2 = a2(dx2 + dy2 + dz2) = a2ds2.

Нехай F i F̃ = h(F ) двi гомотетичнi поверхнi з коефiцiєнтом гомотетiї a. Нехай H i H̃
– середнi кривини F i F̃ вiдповiдно. Тодi H̃ = 1

aH. Дiйсно, для довiльної регулярної
параметризацiї r⃗ поверхнi F , вектор-функцiя ρ⃗ = ar⃗ параметризує поверхню F̃ , а
значить з очевиднiстю g̃ = a2g, B̃ = aB, Ã = 1

aA. Звiдси робимо потриiбний висновок.

Твердження 2.12.2 Катеноїд

ch(z) =
√
x2 + y2

є єдиною з точнiстю до гомотетiї мiнiмальною поверхнею в класi поверхонь обер-
тання.
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Доведення. Для доведення досить встановити, що графiк гiперболiчного коси-
нуса x = ch z є єдиною з точнiстю до гомотетiї профiльною кривою, що забезпечує
мiнiмальнiсть вiдповiдної поверхнi обертання.

Умова мiнiмальностi поверхнi обертання призводить до рiвняння на профiльну
криву, а саме

k +
z′s
x

= 0.

Перепишемо це рiвняння для функцiї x = x(z). Тодi

k =
−x′′z

(1 + (x′z)
2)3/2

.

Приймаючи до уваги, що s – натуральний параметр, маємо

ds2 = (1 + (x′z)
2)dz2,

а значить
z′s =

1√
1 + (x′z)

2
.

Пiдстановка в рiвняння дає

−x′′z
(1 + (x′z)

2)3/2
+

1

x
√

1 + (x′z)
2
= 0,

тобто,
x′′z

1 + (x′z)
2
=

1

x
.

Зауважимо, що розв’язок рiвняння iнварiантно вiдносно замiни z → −z. Домножимо
на x′z, легко знаходимо

1

2
ln
(
1 + (x′z)

2
)
= ln(cx),

де c > 0– константа iнтегрування. Звiдси

xz = ±
√
c2x2 − 1.

В силу зауваження, вiзьмемо xz =
√
c2x2 − 1. Отримане рiвняння зводиться до

табличного iнтегралу

z =
1

c
ln |cx+

√
c2x2 − 1|+ z0 (x ≥ 1

c
> 0)

де z0 стала , що вiдповiдає початковому значенню параметру. Положимо z0 = 0 i
висловимо x через z. Маємо

ecz = cx+
√
c2x2 − 1,

e−cz =
1

cx+
√
c2x2 − 1

.



156 РОЗДIЛ 2. ЛОКАЛЬНА ТЕОРIЯ ПОВЕРХОНЬ
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Рис. 2.15: Катеноїд.

Додавши отримаємо

ecz + e−cz =
c2x2 + 2cx

√
c2x2 − 1 + c2x2 − 1 + 1

cx+
√
c2x2 − 1

= 2cx,

тобто
cx = ch(cz).

Таким чином профiльна крива гомотетична графiку гiперболiчного косинуса x = ch z.

Прямою гелiкоїдальною поверхнею називається поверхня, задається в деякiй декар-
товiй прямокутнiй системi координат рiвнянням

r⃗ = {u cos v, u sin v, z(v)}.

Твердження 2.12.3 Стандартний гелiкоїд

r⃗ = {u cos v, u sin v, v}

є єдиною, з точнiстю до гомотетiї, мiнiмальною поверхнею в класi прямих гелiкої-
дальних поверхонь.

Доведення. Для даної гелiкоїдальної поверхнi r⃗ = {u cos v, u sin v, z(v)} обчисли-
мо

∂1r⃗ = {cos v, sin v, 0}, ∂2r⃗ = {−u sin v, u cos v, z′},
∂11r⃗ = {0, 0, 0}, ∂12r⃗ = {− sin v, cos v, z′},
∂22r⃗ = {−u cos v,−u sin v, z′′}, n⃗ = 1√

u2+(z′)2
{z′ sin v,−z′ cos v, u}.

Звiдси знаходимо

g =

(
1 0
0 u2 + (z′)2

)
, B =

1√
u2 + (z′)2

(
0 0
0 uz′′

)
,

A = g−1B =

(
0 0

0 uz′′

(u2+(z′)2)3/2

)
.
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Рис. 2.16: Гелiкоїдальна поверхня с z =
v4.

Рис. 2.17: Стандартний гелiкоїд z = v.

Значить, H ≡ 0 тiльки в разi z′′ = 0, тобто для z = cv + z0. Нехтуючи адитивною
константою, отримуємо z = cv або z = c arctg(y/x). З точнiстю до гомотетiї,

z = arctg(y/x),

що i треба було довести.

Твердження 2.12.4 Прямий гелiкоїд є єдиною мiнiмальною поверхнею в класi C2-
регулярних лiнiйчастих поверхонь.

Доведення. Параметричне рiвняння лiнiйчатої поверхнi може бути записано у ви-
глядi

r⃗ = ρ⃗(u) + va⃗(u),

де ρ⃗(u) – регулярна параметризована крива i a⃗(u) – одиничне векторне поле на цiй
кривiй. Тодi

∂ur⃗ = ρ⃗ ′ + va⃗ ′, ∂v r⃗ = a⃗,

∂uur⃗ = ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, ∂uv r⃗ = a⃗ ′, ∂vv r⃗ = 0,

N⃗ = [ρ⃗ ′, a⃗] + v[⃗a ′, a⃗].

Матриця першої квадратичної форми набуває вигляду

g =

(
|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
1

)
, g−1 =

1

det g

(
1 −

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
−
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
|ρ⃗ ′ + va⃗ ′|2

)
,

а матриця другої

B =
1

|N⃗ |

( ⟨
ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)

(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) 0

)
.
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Для матрицi Вейнгартена маємо

A =
1

|N | det g

( ⟨
ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗

⟩
−
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) ∗

∗ −
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗)

)
,

де символом (∗) позначенi несуттєвi елементи матрицi. Отже, поверхня мiнiмальна,
якщо ⟨

ρ⃗ ′′ + va⃗ ′′, N⃗
⟩
− 2
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) = 0.

Пiдставляючи вираз для вектора N⃗ , отримуємо

v2(⃗a ′′, a⃗ ′, a⃗) + v
(
(⃗a ′′, ρ⃗ ′, a⃗) + (ρ⃗ ′′, a⃗ ′, a⃗)

)
+ (ρ⃗ ′′, ρ⃗ ′, a⃗)− 2

⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) = 0. (2.82)

Отже,
(⃗a ′′, a⃗ ′, a⃗) = 0,

що є необхiдною i достатньою умовою паралельностi вектор-функцiї a⃗ до деякої пло-
щини. Вiзьмемо цю площину в якостi координатної площини (x, y), а вiсь Oz напра-
вимо перпендикулярно цiй площинi. В якостi нової направляючої нашої лiнiйчастої
поверхнi вiзьмемо перетин поверхнi площиною (x, z)19. В такому випадку, параметри-
зацiя лiнiйчастої поверхнi набуде вигляду

r⃗ = {x(α), 0, z(α)}+ v{cosα, sinα, 0},

де α – кут мiж твiрною i вiсю Ox. Тодi a⃗ ′′ = −a⃗ i коефiцiєнт при v в рiвняннi (2.82)
буде дорiвнювати (ρ⃗ ′′, a⃗ ′, a⃗) = −z′′. Отже, z = hα + b. Якщо h = 0, то напрямляюча
вироджується в пряму, а поверхня – в площину. Нехай h ̸= 0, тодi не порушуючи
загальностi можна вважати, що

z = hα.

Оскiльки за цих умов

(ρ⃗ ′′, ρ⃗ ′, a⃗) = −x′′h sinα,
⟨
ρ⃗ ′, a⃗

⟩
(⃗a ′, ρ⃗ ′, a⃗) = x′h cosα,

то умова мiнiмальностi (2.82) спроститься до

x′′ sinα+ 2x′ cosα = 0.

Останнє рiвняння легко iнтегрується

x(α) = C1 + C2 ctgα

Тепер покажемо, що iснує така пряма x = x0, y = y0, z = t, яка перетинає всi прямi
знайденої лiнiйчатої поверхнi. Для цього розглянемо мiшаний добуток

0 = (ρ⃗− r⃗ 0, a⃗, e⃗z) =

∣∣∣∣∣∣
C1 + C2 ctgα− x0 −y0 hα

cosα sinα 0
0 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
sinα(C1 + C2 ctgα− x0) + cosαy0 = sinα(C1 − x0) + cosα(C2 + y0).

19Твiрнi перетинають площину (x, z), Оскiльки в противному випадку всi твiрнi паралельнi вiсi Ox,
а значить наша поверхня є цилiндром з Гауссовою кривиною K = 0. З умови мiнiмальностi випливає,
що наша поверхня локально є площиною
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Звiдси знаходимо x0 = C1, y0 = −C2. Вiзьмемо цю пряму за нову напрямляючу i одно-
часно вiсь Oz нової системи координат. Тодi рiвняння нашої поверхнi набуде вигляду

r⃗ = {0, 0, hα}+ v{cosα, sinα, 0} = {v cosα, v sinα, hα},

що є рiвнянням прямого гелiкоїда.

Поверхнею перенесення називається поверхня, рiвняння якої в деякiй прямокутнiй
декартовiй системi координат має вигляд

r⃗ = {x(u), y(v), z1(u) + z2(v)}.

Поверхня перенесення утворена перенесенням кривої γ⃗1 = {x(u), 0, z1(u)} вздовж кри-
вої γ⃗2 = {0, y(v), z2(v)}, що розташованi у взаємно перпендикулярних площинах.

Твердження 2.12.5 Поверхня Шерка

z = ln

(
cosx

cos y

)
є єдиною з точнiстю до гомотетiї мiнiмальною поверхнею в класi поверхонь пере-
несення.

Доведення. Для нашої поверхнi

∂1r⃗ = {1, 0, z′1}, ∂2r⃗ = {0, 1, z′2},
∂11r⃗ = {0, 0, z′′1}, ∂22r⃗ = {0, 0, z′′2},
∂12r⃗ = {0, 0, 0}, n⃗ = 1√

1+(z′1)
2+(z′2)

2
{−z′1,−z′2, 1}.

Звiдси знаходимо

g =

(
1 + (z′1)

2 z′1z
′
2

z′1z
′
2 1 + (z′2)

2

)
, g−1 =

1

1 + (z′1)
2 + (z′2)

2

(
1 + (z′2)

2 −z′1z′2
−z′1z′2 1 + (z′1)

2

)
,

B =
1√

1 + (z′1)
2 + (z′2)

2

(
z′′1 0
0 z′′2

)
,

A = g−1B =
1

(1 + (z′1)
2 + (z′2)

2)3/2

(
(1 + (z′2)

2)z′′1 −z′1z′2z′′2
−z′1z′2z′′1 (1 + (z′1)

2)z′′2

)
.

Звiдси знаходимо

K =
z′′1z

′′
2

(1 + (z′1)
2 + (z′2)

2)2
, H =

1

2

(1 + (z′2))z
′′
1 + (1 + (z′1)z

′′
2

(1 + (z′1)
2 + (z′2)

2)3/2

Умова мiнiмальностi поверхнi переносу набуває вигляду

z′′1
1 + (z′1)

2
(x) = − z′′2

1 + (z′2)
2
(y) = c
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Рис. 2.18: Поверхня Шерка.

Значить, вiдносно функцiї z1(x) отримуємо рiвняння

z′′1
1 + (z′1)

2
= c

розв’язком якого є функцiя z1(x) = 1
c ln cos cx.

Що стосується функцiї z2(y), то аналогiчно, маємо

z′′2
(1 + (z′2)

2)
(y) = −c,

тобто
z2(y) = −

1

c
ln cos cy.

Тому остаточно, явнi рiвняння нашої поверхнi переносу набувають вигляду

z =
1

c
ln

(
cos cx

cos cy

)
,

що з точнiстю до гомотетiї дає стандартну поверхню Шерка.

Вправа 2.12.1 Перевiрте, що поверхня Еннепера

r⃗ = {1/4(u3 − 3u− 3uv2), 1/4(3v + 3u2v − v3), 3/4(v2 − u2)}

мiнiмальна.

Розглянемо явно заданi мiнiмальнi поверхнi виду z = z(x, y). Для таких поверхонь
умова H = 0 задається рiвнянням:

zxx(1 + z2y)− 2zxyzxzy + zyy(1 + z2x) = 0, (2.83)

яке називається рiвнянням Лагранжа. Це нелiнiйне елiптичне рiвняння. Побудованi
вище приклади дають розв’язок рiвняння Лагранжа, однак цi розв’язок визначенi не
над всiєю площиною (x, y). Ця обставина є iстотною.
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Рис. 2.19: Поверхня Еннепера.

Теорема 2.12.1 (Бернштейн20) Площина z = ax + by + c є єдиною мiнiмальною
C2- регулярною явно заданою над всiєю площиною (x, y) поверхнею в E3.

Доведення.21 Нехай функцiя z = z(x, y) задовольняє рiвнянню (2.83). Введемо в
розгляд функцiю φ(x, y), що є розв’язком системи диференцiальних рiвнянь

φxx =
1 + z2x√

1 + z2x + z2y

,

φxy =
zxzy√

1 + z2x + z2y

,

φyy =
1 + z2y√

1 + z2x + z2y

.

Умовами iнтегрованостi системи є виконання тотожностей φxxy −φxyx та φyyx−φxyy.
Маємо 

φxxy − φxyx = −
zy
(
zxx(1 + z2y)− 2zxyzxzy + zyy(1 + z2x)

)
(1 + z2x + z2y)

3
2

,

φyyx − φxyy = −
zx
(
zxx(1 + z2y)− 2zxyzxzy + zyy(1 + z2x)

)
(1 + z2x + z2y)

3
2

.

Отже, якщо поверхня мiнiмальна, то умови iнтегрованостi виконанi. Бiльше того,

φxxφyy − φ2
xy =

(1 + zx)(1 + zy)

1 + z2x + z2y
−

z2xz
2
y

1 + z2x + z2y
= 1.

Цей факт означає, що функцiю φ можна вважати опуклою (другий диференцiал d2φ
додатно визначений, а умову φx > 0 можна забезпечити замiною φ→ −φ). Визначник
матрицi Якобi вiдображення

ξ = x+ φx(x, y)
η = y + φy(x, y)

20S. Bernstein, Sur un theoreme de geometrie et ses applications aux equations aux derivees partielles
du type elliptique, Comm. de la Soc. Math. de Kharkov (2) 15 (1915-1917), 38-45

21J.C.C. Nitsche, Elementary proof of Bernstein’s theorem on minimal surfaces, Ann. of Math. (2) 66
(1957), 543-544.
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має вигляд∣∣∣∣ 1 + φxx φxy

φxy 1 + φyy

∣∣∣∣ = 1 + φxx + φyy + φxxφyy − φ2
xy = 2 + φxx + φyy > 0

i тому є дифеоморфiзмом R2 → R2. Розглянемо R2 як комплексну площину поклавши

ζ = ξ + iη

i розглянемо функцiю комплексної змiнної

w(ζ) = x− φx(x, y)− i(y − φy(x, y)),

де x = x(ξ, η), y = y(ξ, η) функцiї, що визначенi дифеоморфiзмом. Тодi

|w′(ζ)| = φxx + φyy − 2

φxx + φyy + 2
< 1

i за теоремою Лiувiлля функцiя w′(ζ) = const. З цього випливає, що другi похiднi

φxx =
|1− w′|2

1− |w′|2
= c1, φyy =

|1 + w′|2

1− |w′|2
= c2.

Значить zx = a та zy = b i отже z = ax+ by + c.

2.13 Коварiантний диференцiал векторного поля

Означення 2.13.1 Дотичним векторним полем X на поверхнi F , що параметри-
зована вектор-функцiєю r⃗ : D2 → E3, називається вiдображення X : D2 → TF , що
ставить в вiдповiднiсть кожнiй точцi u ∈ D дотичний вектор X(u) ∈ Tr⃗ (u)F .

Дотичне векторне поле X може бути представлено в просторi E3, як поле векторiв,
заданих в точках поверхнi Fn, у виглядi

X⃗(u) = X1(u)∂1r⃗ +X2(u)∂2r⃗ = Xi(u)∂ir⃗ , (2.84)

де u = (u1, u2) ∈ D2 параметри на поверхнi. Векторне поле X називається гладким
класу Ck, якщо вектор-функцiя X⃗ : D2 → E3, що задана формулою (2.84), є гладкою
класу Ck. Для Ck– регулярностi векторного поля необхiдна Ck- регулярнiсть параме-
тризацiї поверхнi та Ck- регулярнiсть координатних функцiй Xi(u).

Домовимося, що в подальших розглядах усi векторнi поля мають доста-
тнiй порядок гладкостi.

Мiж векторними полями на поверхнi i векторними полями на областi параметрiв є
природний зв’язок, обумовлений матрицею Якобi вектор-функцiї параметризацiї по-
верхнi. Нехай u0 = (u10, u

2
0) точка в областi D. Розглянемо криву γ = u0 + tX, що

проходить через точку u0 в напрямку вектора X = X1e⃗1 +X2e⃗2, де (e⃗1, e⃗2) – базиснi
дотичнi векторнi поля на областi параметрiв D. Тодi γ⃗ = r⃗ ◦ γ є крива, що проходить
через точку q = r⃗ (u0) та її дотичний вектор

γ⃗ ′ = ∂r⃗ ·X



2.13. КОВАРIАНТНИЙ ДИФЕРЕНЦIАЛ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 163

має тi ж координати, що i направляючий вектор X кривої γ, але вiдносно базису
(∂1r⃗ , ∂2r⃗ ) дотичного простору TqF . Вiдображення ∂r⃗ : TuD → Tr⃗ (u)F що визначає-
ться формулою

∂r⃗ (X1e⃗1 +X2e⃗2) = X1∂1r⃗ +X2∂2r⃗ (2.85)

називається дотичним вiдображенням. Координати {X1, X2} називаються внутрi-
шнiми координатами вектору X⃗ = X1∂1r⃗ + X2∂2r⃗ . Аналогiчно визначаються вну-
трiшнi координати векторного поля X⃗(u).

Чи є диференцiал дотичного векторного поля на поверхнi дотичним векторним
полем? Обчислимо

dX⃗ = dXi∂ir⃗ +Xi d∂ir⃗ = ∂kX
iduk∂ir⃗ +Xi ∂ikr⃗ du

k

i скористаємося розкладанням Гаусса для ∂ikr⃗ . Тодi

dX⃗ = ∂kX
iduk∂ir⃗ +Xi (Γs

ik∂sr⃗ + bikn⃗) du
k = (∂kX

s + Γs
ikX

i)duk∂sr⃗ + bikX
idukn⃗.

Очевидно, що диференцiал дотичного векторного поля e загальнму випадку не є до-
тичним векторним полем поверхнi. Однак, якщо взяти тiльки дотичну складову отри-
маного диференцiала, то вона є знову дотичним векторним полем на поверхнi. Тодi
наступне визначення є природним.

Означення 2.13.2 Абсолютним або коварiантним диференцiалом векторного поля
X⃗ на поверхнi F називається проекцiя на дотичний простiр поверхнi диференцiала
вектор-функцiї (2.84)

Коварiантний диференцiал векторного поля X позначається через DX. Очевидно, що

−−→
DX := DX i∂ir⃗ = (∂kX

s + Γs
ikX

i)duk∂sr⃗ .

Значить внутрiшнi координатнi функцiї коварiантного диференцiалу поля X⃗ мають
вигляд

DXs = (∂kX
s + Γs

ikX
i)duk.

Коефiцiєнти при диференцiалах параметрiв називаються коварiантними частинни-
ми похiдними внутрiшнiх координат векторного поля X i позначаються через ∇kX.
Таким чином,

∇kX
s = ∂kX

s + Γs
ikX

i.

Зауважимо, що для обчислення коварiантного диференцiала i коварiантних частин-
них похiдних знання параметризацiї поверхнi не потрiбно; досить завдання внутрi-
шнiх координатних функцiй поля i першої фундаментальної форми поверхнi (для
обчислення символiв Крiстофеля).

Враховуючи зв’язок (2.85) внутрiшнiх i зовнiшнiх координат дотичного векторного
поля ми можемо їх не розрiзняти, але враховувати їх змiст в контекстi обчислень i
мiркувань.

Означення 2.13.3 Векторне поле X⃗ на поверхнi називається коварiантно сталим
(або паралельним), якщо DX = 0.
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Зауважимо, що якщо X⃗ – паралельне векторне поле на поверхнi, то dX⃗ ∥ n⃗.
Якщо X⃗ i Y⃗ – паралельнi векторнi поля на F , то d

⟨
X⃗, Y⃗

⟩
= 0. Дiйсно, d

⟨
X⃗, Y⃗

⟩
=⟨

dX⃗, Y⃗
⟩
+
⟨
X⃗, dY⃗

⟩
= 0, оскiльки dX⃗ ∥ n⃗ i dY⃗ ∥ n⃗. Прямим наслiдком цього зауваже-

ння є той факт, що що довжина паралельного векторного поля є сталою i кут мiж
паралельними векторними полями також сталий.

Iснування паралельного векторного поля на поверхнi накладає iстотне обмеження
на її внутрiшню геометрiю.

Твердження 2.13.1 Якщо на поверхнi iснує паралельне векторне поле, то ця по-
верхня локально-iзометрична площинi.

Доведення. Нехай X⃗ паралельне векторне поле на поверхнi, тобтоDX = 0. Оскiльки
довжина паралельного векторного поля стала, то не порушуючи зпгальностi можна
вважати, що |X⃗| = 1. Приймемо сiмейство iнтегральних траєкторiй поля X⃗ i сiмей-
ство його ортогональних траєкторiй в якостi координатних лiнiй локальної системи
координат на поверхнi. Вiдносно обраної системи координат,

ds2 = du2 + g22(u, v)dv
2,

а саме поле отримає внутрiшнi координати виду X = {1, 0}. Умова DX = 0 тягне

DX1 = d(X1) + Γ1
ikX

iduk = Γ1
1kdu

k = 0,

DX2 = d(X2) + Γ2
ikX

iduk = Γ2
1kdu

k = 0.

Перше з рiвнянь виконується тотожно, а з другого робимо висновок, що Γ2
12 = 0. Тодi

i Γ12,2 = 0, а значить
∂g22
∂u

= 0. Остання рiвнiсть означає, функцiя g22 не залежить
вiд u, тобто перша фундаментальна форма нашої поверхнi має вигляд

ds2 = du2 + g22(v)dv
2.

Введемо новi параметри (u∗, v∗) з умов{
du∗ = du,

dv∗ =
√
g22(v) dv.

Вiдносно нових параметрiв,

ds2 = (du∗)2 + (dv∗)2.

Таким чином, дана поверхня дiйсно локально-iзометрична площинi.

2.14 Паралельнi векторнi поля вздовж кривої на поверхнi.
Формула Гауса-Бонне

Означення 2.14.1 Нехай X⃗ – векторне поле на поверхнi та γ (s)— крива в областi
параметрiв. Тодi векторне поле

X⃗(s) = (X⃗ ◦ γ )(s) = X⃗(u1(s), u2(s))

називається обмеженням векторного поля X⃗ на криву γ⃗ = r⃗ ◦ γ .
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В точках кривої γ ,

DXm(s) =

(
∂Xm

∂uk
duk

ds
+ Γm

ik(γ )X
idu

k

ds

)
ds =

duk

ds

(
∂Xm

∂uk
+ Γm

ik(γ )X
i

)
ds.

Вираз

DXm =
duk

ds

DXm

∂uk
ds

називається коварiантним диференцiалом (координат) поля X вздовж кривої γ , а
вираз

DXm

ds
=
duk

ds

DXm

∂uk

називається коварiантною похiдною поля X уздовж γ . В координатному виразi γ ′ ={
du1

ds
,
du2

ds

}
. Позначимо, за аналогiєю з частинною похiдною, коварiантну частинну

похiдну як ∇k =
D

∂uk
. Тодi

DXm

ds
=
duk

ds
∇kX

m.

Коварiантна похiдна поля X за напрямком поля Y вiзначається формулою

∇YX
m = Y k∇kX

m.

Тодi, очевидно, можна записати

DX

ds
= ∇γ′X

Для обчислювання коварiантної похiдної поля X вздвовж кривої γ досить знати
поле тiльки в точках γ . Дiйсно,

DXm = dXm + Γm
ikX

iduk.

Якщо заданi функцiї Xk = Xk(s), задають векторне поле в точках кривої γ , то оче-
видним чином знаходимо:

DXm

ds
=
dXm

ds
+ Γm

ikX
idu

k

ds
.

Для кривої на поверхнi мають мiсце аналоги формул Френе, якщо замiсть звичай-
ного диференцiювання використовувати коварiантне. А саме, якщо γ⃗ – натурально
параметризована крива на поверхнi F 2, то τ⃗ i ν⃗g задовольняють спiввiдношенням

τ⃗ ′ = kgν⃗g,

ν⃗ ′
g = −kg τ⃗ ,

де ( ′) означає коварiантну похiдну за натуральним параметром.
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Вправа 2.14.1 Покажiть, що геодезична кривина кривої γ⃗ на поверхнi може бути
записана в виглядi

|kg| =
|γ⃗′ × γ⃗′′|
|γ⃗′|3

де ( ′) позначає коварiантну похiдну за параметром кривої.

Означення 2.14.2 Векторне поле X⃗ = ∂r⃗ ·X, що задане в точках кривої γ⃗ = r⃗ ◦γ
називається паралельним уздовж γ⃗ , якщо

∇γ ′X = 0.

Твердження 2.14.1 Якщо γ⃗ – (кусоково) гладка крива на поверхнi, то вздовж γ⃗
завжди iснує паралельне векторне поле.

Дiйсно, система
dXm

ds
= −Γm

ikX
idu

k

ds

є автономною системою диференцiальних рiвнянь, у якiй розв’язок iснує i єдиний при
заданих початкових умовах.

З точки зору паралельностi векторного поля вздовж кривої, геодезичнi лiнiї хара-
ктеризуються наступною важливою властивiстю.

Твердження 2.14.2 Крива γ⃗ на поверхнi є геодезичною тодi i тiльки тодi, коли
поле γ⃗ ′ паралельне вздовж γ⃗ , тобто ∇γ ′γ ′ = 0.

Дiйсно, в системi рiвнянь для паралельного векторного поля уздовж кривої, а саме
dXm

ds
+ Γm

ikX
idu

k

ds
= 0, покладемо X = γ ′ =

{
du1

ds
,
du2

ds

}
. Тодi умова паралельностi

поля X уздовж γ запишеться як

d2um

ds2
+ Γm

ik

dui

ds

duk

ds
= 0.

Поняття паралельного векторного поля уздовж кривої дозволяє визначити одне з
найважливiших понять в диференцiальнiй геометрiї – поняття паралельного перене-
сення заданого вектора уздовж заданої кривої.

Означення 2.14.3 Нехай γ⃗ : [a, b] → F – крива i γ⃗ (a) = A, γ⃗ (b) = B. Нехай
X⃗A = ∂r⃗ · Xa – довiльний дотичний вектор поверхнi в точцi A. Позначимо через
X(s) єдиний розв’язок задачi Кошi

dXm

ds
= −Γm

ikX
i du

k

ds

X(a) = Xa,

Вектор X⃗B = ∂r⃗ ·X(b) називається результатом паралельного перенесення вектора
X⃗A з точки A в точку B уздовж γ⃗ .
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Як приклад, розглянемо площину Лобачевського з кривиною K = −1 в iнтерпре-
тацiї Пуанкаре. Для цiєї площини

ds2 =
dx2 + dy2

y2
,

а символи Крiстофеля мають вигляд:

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = − 1
y , Γ1

22 = 0

Γ2
11 =

1
y , Γ2

12 = 0, Γ2
22 = − 1

y .

Розглянемо криву x = t, y = y0 i знайдемо множину паралельних векторних полiв
уздовж неї. Для цього позначимо

∂1 = {1, 0}, ∂2 = {0, 1}

базиснi векторнi поля i запишемо рiвняння для паралельного векторного поля X у
виглядi

DX =

(
dXm

dt
+ Γm

ikX
idu

i

dt

)
∂m =

(
dX1

dt
+ Γ1

i1X
i

)
∂1 +

(
dX2

dt
+ Γ2

i1X
i

)
∂2 = 0

Звiдси отримуємо систему {
dX1

dt −
1
y0
X2 = 0,

dX2

dt + 1
y0
X1 = 0.

Це система рiвнянь зi сталими коефiцiєнтами, загальний розв’язок якої має вигляд{
X1 = a1 cos(t/y0) + a2 sin(t/y0),

X2 = a2 cos(t/y0)− a1 sin(t/y0).

тобто
X = cos(t/y0)A1 − sin(t/y0)A2,

де A1 = a1∂1 + a2∂2, A2 = −a2∂1 + a1∂2 – пара довiльно обраних взаємно ортого-
нальних рiвних за довжиною векторних полiв, визначених у точках нашої кривої i
орiєнтованих додатно по вiдношенню до обраного базису полiв на площинi. Пара-
лельне векторне поле отримує поворот вiдносно цiєї пари з кутовою швидкiстю 1/y0
у "вiд’ємному" напрямку (тобто, за годинниковою стрiлкою). Наприклад, для поча-
ткових даних X(0) = ∂1 маємо A1 = ∂1, A2 = ∂2 поле X отримує на вiдрiзку [0, π2 y0]
поворот на кут π

2 i займає положення вектора −∂2 в точцi (π2 y0, y0).
У загальному випадку, сумарний орiєнтований поворот паралельного векторного

поля на заданiй дiлянцi кривої описується наступною Лемою.

Лема 2.14.1 Нехай крива на поверхнi задана своїм внутрiшнiм параметричним рiв-
нянням γ : ui = ui(t), γ(t1) = A, γ(t2) = B. Тодi сумарний орiєнтований поворот
паралельного векторного поля p на дiлянцi кривої вiд A до B обчислюється криволi-
нiйним iнтегралом вiд диференцiальної форми

⟨
Da, b

⟩
g

за формулою

∆φ = −
∫
γ

⟨
Da, b

⟩
g
= −

∫
γ

⟨
∇1a, b

⟩
g
du1 +

⟨
∇2a, b

⟩
g
du2 = −

∫ t2

t1

⟨
∇γ′a, b

⟩
g
dt, (2.86)



168 РОЗДIЛ 2. ЛОКАЛЬНА ТЕОРIЯ ПОВЕРХОНЬ

де a i b довiльна пара одиничних взаємно ортогональних додатнo орiєнтованих ве-
кторних полiв на поверхнi, взятих в точках кривої γ.

Доведення. Нехай r⃗ – локальна параметризацiя поверхнi. Приймемо репер
{∂1r⃗ , ∂2r⃗ } як такий, що задає додатну орiєнтацiю на поверхнi. В якостi додатного
повороту приймаємо поворот вiд ∂1r⃗ в напрямку вектору ∂2r⃗ . Нехай γ⃗ = r⃗ ◦ γ – кри-
ва на поверхнi. Зафiксуємо довiльне одиничне векторне поле a⃗ = ∂r⃗ a на поверхнi i
покладемо b⃗ = n⃗× a⃗. Тодi {a⃗, b⃗} утворюють поле додатно орiєнтованих ортонормова-
них реперiв на поверхнi.

Нехай p⃗ = ∂r⃗ p – одиничне паралельне векторне поле уздовж γ⃗. Покладемо,
q⃗ = n⃗ × p⃗, яке з очевиднiстю так само паралельне уздовж кривої. Не порушуючи
загальностi, будемо вважати, що в p⃗(A) = a⃗(A). Позначимо через φ – орiєнтований
кут мiж векторами поля a⃗ i p⃗. Тодi

p⃗ = cosφ a⃗+ sinφ b⃗,

q⃗ = − sinφ a⃗+ cosφ b⃗.

а значить
a⃗ = cosφ p⃗− sinφ q⃗,

b⃗ = sinφ p⃗+ cosφ q⃗.

Беручи диференцiал, знаходимо

da⃗ = −dφ b⃗+ cosφdp⃗− sinφdq⃗.

Оскiльки dp⃗ ∥ dq⃗ ∥ n⃗, то домножуючи цю рiвнiсть скалярно на b⃗, отримаємо

−dφ =
⟨
da⃗, b⃗

⟩
.

Таким чином,

∆φ = −
∫
γ

⟨
da⃗, b⃗

⟩
= −

∫
γ

⟨
Da, b

⟩
g
,

тобто
∆φ = −

∫
γ

⟨
∇1a, b

⟩
g
du1 +

⟨
∇2a, b

⟩
g
du2.

Переходячи до параметру на кривiй, отримаємо

∆φ = −
t2∫

t1

(⟨
∇1a, b

⟩
g

du1

dt
+
⟨
∇2a, b

⟩
g

du2

dt

)
dt = −

t2∫
t1

⟨
∇γ′a, b

⟩
g
dt.

Приклад 2.14.1 На двовимiрнiй поверхнi завжди можна ввести ортогональну коор-
динатну сiтку. Це означає, що першу фундаментальну форму поверхнi завжди можна
привести до вигляду

ds2 = g2du2 + f2dv2,
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де f > 0 i g > 0 – гладкi функцiї параметрiв, що не мають нулiв на областi визначення
локальної системи координат. Набiр символiв Крiстофеля легко обчислюється (u :=
u1, v := u2)

Γ1
11 =

∂1g

g
, Γ1

12 =
∂2g

g
, Γ1

22 = −
f∂1f

g2

Γ2
11 = −

g∂2g

f2
, Γ2

12 =
∂1f

f
, Γ2

22 =
∂2f

f

Покладемо

a =
1

g

(
1
0

)
:=

1

g
∂1, b =

1

f

(
0
1

)
:=

1

f
∂2.

Тодi

∇1a := ∇∂1a = ∇∂1

(1
g
∂1

)
= −∂1g

g2
∂1 +

1

g
Γs
11∂s = −

∂1g

g2
∂1 +

1

g

(
Γ1
11∂1 + Γ2

11∂2

)
=

− ∂1g

g2
∂1 +

1

g

(∂1g
g
∂1 −

g∂2g

f2
∂2

)
= −∂2g

f2
∂2 = −

∂2g

f
b.

Аналогiчно,

∇2a := ∇∂2a = ∇∂2

(1
g
∂1

)
= −∂2g

g2
∂1 +

1

g
Γs
12∂s = −

∂2g

g2
∂1 +

1

g

(
Γ1
12∂1 + Γ2

12∂2

)
=

− ∂2g

g2
∂1 +

1

g

(∂2g
g
∂1 +

∂1f

f
∂2

)
=
∂1f

gf
∂2 =

∂1f

g
b.

Нехай u := u1(t), v := u2(t) крива, що лежить в данiй локальнiй картi. Тодi кут
повороту паралельного векторного поля вздовж цiєї кривої виразиться формулою

∆φ =

t2∫
t1

(∂2g
f

du1

dt
− ∂1f

g

du2

dt

)
dt.

Зокрема, при перенесеннi вздовж координатних лiнiй u1 = const, u2 = t i u1 = t, u2 =
const маємо, вiдповiдно,

∆φ1 = −
t2∫

t1

∂1f

g
dt, ∆φ2 =

t2∫
t1

∂2g

f
dt.

При напiвгеодезичнiй параметризацiї ds2 = du2 + f2dv2 отримуємо

∆φ1 = −
t2∫

t1

∂1f dt, ∆φ2 = 0.

Якщо ми маємо справу з метрикою обертання, то f = f(u) i ∆φ1 = −∂1f∆v. Зокрема,
для сфери радiусу R ми маємо напiвгеодезичну декартову параметризацiю у виглядi
ds2 = du2 +R2 cos2

(
u/R

)
dv2 i, отже, при обходi всiєї паралелi u = u0 = const

∆φ1 = 2π sin
(
u0/R

)
= 2π

√
R2 − r2
R

= 2π

√
1−

( r
R

)2
,
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де r – зовнiшнiй радiус даної паралелi.
Якщо ж використати полярну напiвгеодезичну параметризацiю, для якої ds2 =

du2 +R2 sin2
(
u/R

)
dv2, то аналогiчне обчислення приводить до

∆φ1 = −2π cos
(
u0/R

)
= −2π

√
R2 − r2
R

= −2π
√

1−
( r
R

)2
.

Протилежнiсть знакiв повороту пояснюється протилежнiстю орiєнтацiй базисних ре-
перiв вiдповiдних параметризацiй.

Застосуємо доведену Лему до випадку замкнутого контуру на поверхнi.

Лема 2.14.2 Нехай γ⃗ – замкнений контур на поверхнi що обмежує однозв’язну
область D. Позначимо через ∆φ орiєнтований кут мiж вектором p⃗ i результатом
його паралельного перенесення уздовж γ⃗. Тодi

∆φ =

∫∫
D

KdS.

Доведення. Оскiльки всi нашi розгляди носять локальний характер, будемо вважати,
що контур лежить в областi визначення деякої напiвгеодезичної системи координат.
В цьому випадку

ds2 = du2 + f2(u, v)dv2 (f > 0),

Γ1
11 = 0, Γ1

12 = 0, Γ1
22 = −ffu,

Γ2
11 = 0, Γ2

12 =
fu
f , Γ2

22 =
fv
f .

Покладемо
a = ∂1, b =

1

f
∂2.

Тодi репер {a, b} додатно орiєнтований i

∇1a = 0, ∇2a = Γ2
21∂2 =

fu
f
∂2 = fub.

Застосування формули Грiна (Стокса) до формули (2.86) запишеться в виглядi

∆φ = −
∫
γ
0 du+fudv = −

∫∫
D

fuududv =

∫∫
D

Kfdudv =

∫∫
D

K
√
det gdudv =

∫∫
D

KdS.

Розглянемо декiлька прикладiв.

Приклад 2.14.2 На площинi Лобачевського

ds2 =
dx2 + dy2

y2

розглянемо вiдрiзок прямої

{x = (cosα)t+ x0, y = (sinα)t+ y0}
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на дiлянцi t = t1 . . . t2. Возьмемо в якостi a и b поля

a = {y, 0} = y∂1, b = {0, y} = y∂2.

Уздовж нашої кривої a(t) = (t sinα + y0)∂1, b(t) = (t sinα + y0)∂2. Оскiльки γ′ =
{cosα, sinα}, то

∇γ′a =
(dam
dt

+ Γm
ika

idu
k

dt

)
∂m =

(sinα+ Γ1
11y sinα)∂1 + Γ2

11y cosα∂2 = cosα∂2 =
cosα

t sinα+ y0
b.

Значить, при α ̸= 0, π маємо

∆φ = −
t2∫

t1

cosα

t sinα+ y0
dt = − ctgα ln

∣∣∣∣ t2 sinα+ y0
t1 sinα+ y0

∣∣∣∣ .
Якщо ж α = 0 або α = π, то

∆φ = −|t2 − t1|
y0

.

Зауважимо зокрема, що при змiщеннi вздовж вертикальної геодезичної (тобто при
α = π/2) обертання ∆φ = 0.

Приклад 2.14.3 На площинi Лобачевського

ds2 =
dx2 + dy2

y2

розглянемо коло
x = x0 + r cos t, y = y0 + r sin t (y0 > r)

i обчислимо поворот паралельного векторного поля при обходi цьго кола, тобто при
t = 0 . . . 2π. Для такої кривої

γ′ = {−r sin t, r cos t}

Вибравши знову a = y∂1, b = y∂2, отримуємо

∇γ′a =
(dam
dt

+ Γm
ika

idu
k

dt

)
∂m = Γ2

11y(−r sin t)∂2 = −r sin t∂2 = −
r sin t

y0 + r sin t
b.

Тому, при y0 > r

∆φ =

∫ 2π

0

r sin t

y0 + r sin t
dt = 2π −

∫ 2π

0

y0
y0 + r sin t

dt.

Зауважимо, що ми знайшли поворот поля не знаходячи самого паралельного ве-
кторного поля вздовж кривої. для його знаходження, потрiбно було б розв’язувати
систему {

dX1

dt −
r cos t

y0+r sin tX
2 = 0,

dX2

dt + −r sin t
y0+r sin tX

1 − r cos t
y0+r sin tX

2 = 0.
,

У деяких випадках можна знайти результат паралельного перенесення взагалi не
розв’язуючи системи рiвнянь на паралельне векторне поле. Наступнi два очевидних
твердження є ключовими в такому методi.
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Твердження 2.14.3 Якщо двi поверхнi дотикаються уздовж γ⃗ , то результат па-
ралельного перенесення векторного поля X⃗ уздовж γ⃗ не залежить вiд того, по якiй
поверхнi здiйснюється перенесення.

Твердження 2.14.4 Якщо двi поверхнi локально-iзометричнi, то результати па-
ралельного перенесення вектора уздовж кривих, вiдповiдних по iзометрiї, збiгаю-
ться.

Для прикладу, розглянемо малу коло радiусу r на сферi радiусу R. "Накриємо" її
конусом, що дотикається до сфери вздовж цiєї кола. Нехай l – довжина твiрної цього
конуса. Розрiжемо конус вздовж твiрної i розгорнемо на площину. Тодi паралельне
уздовж кола векторне поле перейде в паралельне векторне поле уздовж кола радiусу
l на площинi. Отже, поворот паралельного поля при обходi кола на сферi дорiвнює
центральному куту α, що стягнутий цiєю дугою. З елементарних мiркувань орiєнто-
ваний поворот вектора твiрної конуса, що спрямований до його вершини, визначиться
як

∆φ = 2π

√
1−

( r
R

)2
.

У той же час, орiєнтований поворот вектора твiрної конуса, що спрямований у про-
тилежному до вершини напрямку, визначиться як

∆φ = −2π
√

1−
( r
R

)2
.

Простежимо тепер за поведiнкою дотичного векторного поля кривої по вiдношен-
ню до паралельного векторного поля. Нагадаємо, що на орiєнтованiй площинi сумар-
ний поворот дотичного векторного поля вiдносно фiксованого (тобто, паралельного)
векторного поля визначається формулою

∆α =

∫
γ
k ds,

де k – кривина плоскої кривої. Виявляється, що подiбна формула, з замiною k → kg
справедлива i для кривої на поверхнi.

Лема 2.14.3 Нехай γ⃗(t) = r⃗ ◦ γ(t) – регулярна крива на поверхнi. Позначимо че-
рез ∆α сумарний орiєнтований кут повороту дотичного векторного поля кривої γ⃗
вiдносно паралельного векторного поля на дiлянцi кривої вiд точки A(t1) до точки
B(t2). Тодi

∆α =

∫
γ
kgds =

∫ t2

t1

kg(t)
ds

dt
dt,

де kg – орiєнтована геодезична кривина кривої.

Доведення. Нехай r⃗ – локальна параметризацiя поверхнi. Приймемо як i ранiше ре-
пер {∂1r⃗ , ∂2r⃗ } як такий, що задає додатну орiєнтацiю на поверхнi. В якостi додатного
повороту також приймаємо поворот вiд ∂1r⃗ в напрямку вектору ∂2r⃗ .
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Нехай p⃗ – паралельне векторне поле уздовж γ⃗, а τ⃗ = γ⃗′ – дотичне векторне поле
на контурi. Покладемо q⃗ = n⃗× p⃗. Тодi поле q⃗ так само одинично i паралельне уздовж
контуру.

Нехай α – орiєнтований кут мiж p⃗ i τ⃗ . Введемо векторне поле ν⃗g = n⃗ × τ⃗ – поле
геодезичних нормалей контура. Тодi

τ⃗ = cosα p⃗+ sinα q⃗

ν⃗g = − sinα p⃗+ cosα q⃗.

А значить
dτ⃗ = dα ν⃗g + cosαdp⃗+ sinαdq⃗

Оскiльки dp⃗ ∥ dq⃗ ∥ n⃗, то домножуючи цю рiвнiсть скалярно на ν⃗g, отримаємо

dα =
⟨
dτ⃗ , ν⃗g

⟩
= kgds

Отже,

∆α =

∫
γ

kgds,

що i завершує доведення.

Наприклад, на площинi Лобачевського

ds2 =
dx2 + dy2

y2

розглянемо коло x = x0 + r cos t, y = y0 + r sin t i обчислимо поворот дотичного
векторного поля при обходi цього кола вiдносно паралельного векторного поля. Для
такого кола kg = y0

r i тому

∆α =

∫
γ
kgds =

2π∫
0

y0
r

r

y0 + r sin t
dt =

2π∫
0

y0
y0 + r sin t

dt

Вправа 2.14.2 Покажiть, що на площинi Лобачевського з ds2 = dx2+dy2

y2
сумарний

кут повороту дотичної кривої γ вiдносно паралельного векторного поля дорiвнює

∆α = ∆α0 +

∫
γ

dx

y
,

де ∆α0 – сумарний кут повороту дотичної кривої γ як кривої на евклiдовiй площинi.

Тепер ми можемо легко довести основну теорему роздiлу.

Теорема 2.14.1 (Локальна формула Гауса-Бонне) Нехай Γ = ∪γ i – кусочно-
гладкий замкнений контур на орiєнтованiй поверхнi, що обмежує однозв’язну
область D. Позначимо через kg(γ i) – орiєнтовану геодезичну кривину дуги γ i,
α1, . . . , αn – внутрiшнi кути контуру Γ, а через K – Гауссову кривину поверхнi.
Тодi має мiсце формула∫∫

D

KdS +
∑∫

γ i

kg(γ i)ds+
∑
i

(π − αi) = 2π.
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Доведення. Дiйсно, зафiксувавши довiльне одиничне векторне поле a⃗ на поверхнi,
легко помiтити, що сумарний поворот дотичного векторного поля контуру вiдносно
поля a⃗ кратний 2π.

Нехай p⃗ – паралельне векторне поле на Γ. Позначимо через ∆φ – кут мiж початко-
вим положенням i кiнцевим положенням поля p⃗ при обходi контуру Γ. Тодi за Лемою
2.9.1,

∆φ =

∫∫
D

KdS.

Позначимо через τ⃗ – одиничне дотичне векторне поле уздовж Γ. Нехай ∆α – сумар-
ний поворот τ⃗ вiдносно паралельного векторного поля p⃗ при обходi контуру. Тодi,
використовуючи Лему 2.14.3 на кожнiй гладкiй дiлянцi контуру, знайдемо, що

∆α =
∑∫

γ i

kg(γ i)ds+
∑
i

(π − αi).

Таким чином, використовуючи правило складання орiєнтованих кутiв, можемо запи-
сати

∆φ+∆α = 2πk.

Покажемо, що k = 1. Припустимо, що контур знаходиться в деякiй картi на поверхнi
i ця карта проектується в деяку область на площинi. Тодi при дифеоморфiзмi за-
мкнений контур переходить в замкнений контур, дотичне векторне поле в дотичне
векторне поле. "Продеформуємо" контур Γ в коло на площинi, а образ поля p⃗ в па-
ралельне векторне поле на площинi. Тодi ∆α = 2π. Оскiльки всi деформацiї були
неперервними, то значить i початково ∆α = 2π, тобто k = 1.

В якостi найпростiшого наслiдку доведеної формули, розглянемо на поверхнi геоде-
зичний трикутник. Позначимо кутi трикутника через α, β, γ. Оскiльки kg(γi) = 0,
то ∫∫

△

KdS + (π − α) + (π − β) + (π − γ) = 2π,

тобто

α+ β + γ =

∫∫
△

KdS.

Тодi, якщо всерединi трикутника

i) K = 0, то α+ β + γ = π,

ii) K > 0, то α+ β + γ > π,

iii) K < 0, то α+ β + γ < π.

Таким чином, вiдома проблема в геометрiї про суму внутрiшнiх кутiв трикутника
отримує чудове розв’язання в контекстi формули Гауса-Бонне.
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Ще одним наслiдком формули Гаусса-Бонне є наступна теорема, що зв’язує кри-
вину i топологiю замкненої двовимiрнї поверхнi. Нагадаємо, що ейлеровою характе-
ристикою двовимiрного компактного многовиду F називається число

χ(F ) = Γ0 − Γ1 + Γ2,

де Γ0, Γ1 та Γ2 – число вершин, ребер та граней довiльної триангуляцiї (або клiтинного
розбиття) многовиду, вiдповiдно. Ейлерова характеристика є топологiчним iнварiан-
том i є незмiнною при будь-яких гомеоморфних перетвореннях многовиду.

Теорема 2.14.2 (Глобальна формула Гауса-Бонне) Нехай F – замкнена орiєн-
тована C2-регулярна поверхня. Тодi∫∫

F

KdS = 2πχ(F ),

де χ(F ) – ейлерова характеристика поверхнi.

Доведення. Трiангулюємо нашу поверхню F =
∪
Ti так, що кожен трикутник ле-

жить в деякiй локальної картi многовиду. Позначимо ∂Ti =
∪3

k=1 γ
(k)
i i для кожного

трикутника з внутрiшнiми кутами α(1)
i , α(2)

i та α(3)
i запишемо формулу Гаусса-Бонне:∫∫

Ti

KdS +

3∑
k=1

∫
γ

(k)
i

kg(γ
(k)
i )ds+ (π − α(1)

i ) + (π − α(2)
i ) + (π − α(3)

i ) = 2π.

Оскiльки поверхня орiєнтована, то орiєнтацiю всiх трикутникiв можна вибрати коге-
рентно, тобто так, що напрямок обходу сторiн сумiжних трикутникiв протилежний.
Пiдсумуємо за i всi вирази. Тодi, очевидно,∑

i

∫∫
Ti

KdS =

∫∫
F

KdS,

Сума iнтегралiв вiд геодезичних кривин буде дорiвнювати 0, оскiльки на кожному
ребрi трiангуляцiї iнтегрується одна i та ж функцiя двiчi, але в протилежних напрям-
ках. Сума кутiв при всiх вершинах складе величину, що дорiвнює 2πΓ0. Оскiльки
кiлькiсть трикутникiв дорiвнює Γ2, то з урахуванням зауваженого вище сума всiх
формул складає вираз ∫∫

F 2

KdS + 3πΓ2 − 2πΓ0 = 2πΓ2.

Тепер зауважимо, що 3Γ2 –це загальна кiлькiсть сторiн трикутникiв триангуляцiї.
Число ж ребер трангуляцiї Γ1 вдвiчi менше числа 3Γ2, бо одне ребро то утворюється
ототожненям ("склейкою") двох сумiжних сторiн трикутникiв з триангуляцiї. Значить
3Γ2 = 2Γ1. I тодi остаточно маємо∫∫

F

KdS = 2π(Γ2 − Γ1 + Γ0) = χ(F ).

В якостi застосування формул Гауса-Бонне, доведемо декiлька тверджень.
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Теорема 2.14.3 Компактна орiєнтована поверхня додатної гаусової кривини гомео-
морфна сферi.

Доведення. Iз глобальної формули Гауса-Бонне випливає, що χ(F ) > 0, що має мiсце
лише для сфери.

Теорема 2.14.4 Нехай F – поверхня з гаусовою кривиною K ≤ 0. Двi геодезичнi γ1
та γ2, що виходять з однiєї точки не можуть перетнутися в iншiй точцi так, що
γ1 ∪ γ2 обмежують однозв’язну область.

Доведення. Iз локальної формули Гауса-Бонне випливає, що
∫∫
F

KdS+α1+α2 = 2π.

Оскiльки геодезичнi (в силу єдиностi) не можуть бути дотичними одна до iншої, то
α1 < π i α2 < π. З огляду на те, що K ≤ 0,

∫∫
F

KdS + α1 + α2 < 2π. Суперечнiсть.

Теорема 2.14.5 Нехай F – компактна орiєнтована поверхня з гаусовою кривиною
K > 0. Будь-якi двi простi замкненi геодезичнi перетинаються.

Доведення. З огляду на те що K > 0, поверхня гомеоморфна сферi. Припустимо,
що iснують ддвi простi замкненi геодезичнi γ1 та γ2, що не перетинаються. Тодi вони
обмежують область, гомеоморфну зрiзаному цилiндру. Клiтинне розбиття такого ци-
лiндру включає двi вершини (c0 = 1), три ребра (c1 = 3) i одну грань (c2 = 1). Тому
ейлерова характеристика частини поверхнi мiж геодезичними дорiвнює c0−c1+c2 = 0,
що суперечить умовi K > 0.

Теорема 2.14.6 (Теорема Якобi) Нехай γ – регулярна замкнута крива в E3, γ ∗ –
її нормальний сферичний образ. Якщо γ ∗ не має самоперетинiв, то γ ∗ дiлить сферу
на двi рiвновеликi частини.

Доведення. Нехай β⃗, ν⃗, τ⃗ – репер Френе кривої γ . Тодi параметризацiя γ ∗ має вигляд

ρ⃗ = ν⃗(s).

Оскiльки ρ⃗ ′
s = ν⃗ ′

s = −kτ⃗ +κβ⃗, то |ρ⃗ ′
s| =

√
k2 + κ2 > 0. Позначимо через s∗ натураль-

ный параметр на γ ∗. Тодi
ds∗

ds
=
√
k2 + κ2.

Позначимо через k∗g — геодезичну кривину γ∗. Оскiльки s не натуральний параметр
на γ ∗, то k∗g як функцiю параметра s знайдемо за формулою

k∗g =
(ρ⃗ ′, ρ⃗ ′′, n⃗)

|ρ⃗ ′|3
,

де n⃗ – вектор нормалi поверхнi на якiй лежить крива. Оскiльки γ ∗ лежить на одини-
чнiй сферi, то в нашiй задачi n⃗ = ν⃗. Для похiдних вектор-функцiї ρ⃗ маємо

ρ⃗ ′ = −kτ⃗ + κβ⃗,

ρ⃗ ′′ = −k ′τ⃗ + κ ′β⃗ − k(+kν⃗) + κ(−κν⃗) = −k ′τ⃗ + κ ′β⃗ − (k2 + κ2)ν⃗.
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Обчислимо:

(ρ⃗ ′, ρ⃗ ′′, n⃗) = (−kτ⃗ + κβ,−k ′τ⃗ + κ ′β − (k2 + κ2)ν⃗, ν⃗) =

− kκ ′(τ⃗ , β⃗, ν⃗)− κk ′(β⃗, τ⃗ , ν⃗) = kκ ′ − κk ′.

Значить,

k∗g(s) =
kκ ′ − κk′

(k2 + κ2)
3
2

Обчислимо iнтеграл:∫
γ ∗

k∗g(s
∗)ds∗ =

∫
γ

k∗g(s)
ds∗

ds
ds =

∫
γ

kκ ′ − κk′

(k2 + κ2)
3
2

√
k2 + κ2ds =

∫
γ

kκ ′ − κk′

k2 + κ2
ds =

∫
γ

d
(
arctg

κ
k

)
= arctg

κ
k

∣∣∣L
0
= πm,

де L – довжина кривої γ , m – деяке цiле число. Для плоскої кривої κ ≡ 0, тому m =
0. Якщо неперервно деформувати криву, то величина πm з одного боку змiнюється
неперервно, а з iншого боку — стрибком. Отже, ця величина є константою. Тобто
m = 0, а значить ∫

γ ∗

k∗gds
∗ = 0.

Нехай D∗
1,D∗

2 – областi на сферi, такi що ∂D∗
1 = ∂D∗

2 = γ ∗. За формулою Гаусса-Бонне,∫∫
D∗

1

KdS +

∫
γ ∗

k∗gds
∗ = 2π.

Але сфера одинична, отже K ≡ 1. Тодi∫∫
D∗

1

KdS = S(D∗
1),

а значить S(D∗
1) = 2π.

Вправа 2.14.3 Нехай γ – замкнена геодезична на опуклiй поверхнi в E3 класу C2.
Тодi її нормальний сферичний образ γ ∗ дiлить сферу на двi рiвновеликi частини.
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Роздiл 3

Елементи геометрiї пiдмноговидiв i
тензорного аналiзу.

3.1 Гладкi многовиди.

Означення 3.1.1 Многовидом вимiрностi n називається зв’язний хаусдорфовий
топологiчний простiр iз злiченною базою, кожна точка якого має окiл гомеомор-
фний IRn.

Атласом на многовидi Mn називається набiр вiдкритих пiдмножин {Uα} i гомеомор-
фiзмiв {φα} таких, що

• M =
∪
α
Uα;

• кожен φα є гомеоморфiзмами Uα на IRn ( Uα
φα≈ IRn);

• якщо Uα
∩
Uβ ̸= ∅, то φαβ = φβ ◦ φ−1

α : IRn → IRn є гомеоморфiзмом.

Пара (uα, φα) називається локальною мапою, φα називається координатним гомео-
морфiзмом, φαβ називаються гомеоморфiзмами склеювання. Таким чином, кажнiй
точцi многовиду, що лежить на локальнiй мапi Uα, ставиться в вiдповiднiсть набiр
чисел (x1α, . . . , x

n
α), який називається локальними координатами точки на мапi Uα.

оскiльки φα – гомеоморфiзм, то φ−1
α вiдображає IRn в Uα ⊂ M . Вiдображення φ−1

α

називається локальною параметризацiєю M на локальнiй мапi Uα. Зауважимо, що в
виду злiченностi бази, атлас на многовидi можна вибрати так, що число його локаль-
них мап не бiльше нiж лiчильно.

Якщо Q належить перетину Uα i Uβ , то Q можна поставити у вiдповiднiсть два
набора параметрiв: (x1α, . . . , xnα) i (y1β, . . . , y

n
β). Тодi гомеоморфiзм склеювання

φαβ = φβ ◦ φ−1
α : IRn → IRn

є вiдображенням арифметичних просторiв i задається набором з n неперервнiстю фун-
кцiї

yiβ = yiβ(x
1
α, . . . , x

n
α).

179



180 РОЗДIЛ 3. ПIДМНОГОВИДИ I ТЕНЗОРИ

Означення 3.1.2 Многовид називається гладким класу Ck, якщо iснує атлас A =
{(uα, φα)}α∈IR такий, що φαβ ∈ Cm ( m ≥ k) для будь-яких α, β таких, що Uα∩Uβ ̸=
∅.

При k = 0 многовид називається топологiчним. Гладкi многовиди, на вiдмiну вiд
топологiчних, мають властивiсть, що дозволяє аналiтично визначити, чи є вiдображе-
ння склеювання гомеоморфiзмом (насправдi навiть дифеоморфiзмом, тобто гладким,
взаємно-однозначним вiдображенням з гладким оберненим). Такий засiб дає теорема
об оберненом вiдображеннi , добре вiдома з аналiзу.

Теорема 3.1.1 Нехай f : IRn(x) → IRn(y) Ck-гладке вiдображення, задане набором
гладких функцiй

yi = yi(x1, . . . , xn) (i = 1, . . . , n),

Якщо в точцi p(x1p, . . . , xnp ) ∈M визначник матрицi Якобi

det
( ∂yi
∂xk

)
(p) ̸= 0,

то iснує окiл Up точки p такий, що в цьому околi дане вiдображення оборотне i
обернене до нього також є гладким класу регулярностi Ck.

3.2 Локальна параметризацiя пiдмноговидiв в IRn.

Нагадаємо наступне визначення з курсу топологiї.

Означення 3.2.1 Пiдмножина F топологiчного простору M називається пiд-
многовидом, якщо F є многовид в iндукованiй топологiї.

Ми будемо розглядати пiдмноговиди в IRn. Нехай F k ⊂ IRn пiдмноговид. Позначи-
мо через (x1, . . . , xn) декартовi прямокутнi координати в IRn. Точцi p ∈ F k вiдповiдає
набiр декартових координат (x1, . . . , xn). Але, оскiльки F k – пiдмноговид, то iснує ло-
кальний гомеоморфiзм φ деякого його iндукованого околу W = U ∩ F k

φ
≈ IRk (U –

околу точки в IRn). Позначимо через (u1, . . . , uk) – декартовi координати в IRk. Тодi
φ−1
α (IRk) =W ⊂ U , а значить вiдображення φ−1

α : IRk → IRn задається у виглядi

xi = xi(u1, . . . , uk) (i = 1, . . . , n). (3.1)

Вiдображення (3.1) називається локальною параметризацiєю F k (в околi точцi p ∈ F ).
В просторi IRn, кожнiй його точцi можна поставити у вiдповiднiсть радiус-вектор цiй
точцi. Тодi локальну параметризацiю (3.1) можна записати у виглядi вектор-функцiї

r⃗ = r⃗(u1, . . . , uk), (3.2)

яка називається векторною локальною параметризацiєю пiдмноговида в F k ⊂ IRn.
Аналiтична умова, що забезпечує локальну оберненiсть1 i гладкiсть для гладкого

вiдображення(3.1), є його регулярнiсть. Сформулюємо це поняття в бiльш широкому
контекстi.

1У сенсi наявностi вiдображення з W = U ∩ F k на IRk
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Означення 3.2.2 Гладке вiдображення f : IRk → IRn називається регулярним в
точцi p ∈ IRk, якщо ранг матрицi Якобi цього вiдображення в точцi p максимальний
(тобто, дорiвнює min(k, n)).

Нехай Up – окiл точки p в точках якої вiдображення f регулярно. При k < n вiд-
ображення називається локальной iмерсiей (зануренням); при k > n вiдображення
називається локальной субмерсiей (накладенням); при k = n вiдображення називає-
ться локальним дифеоморфiзмом.

Означення 3.2.3 Зв’язна пiдмножина F в IRn називається параметризованим ре-
гулярним пiдмноговидом, якщо для будь-якої точки p ∈ F iснує Up = Wp ∩ F i така
локальна параметризацiя r⃗ : D(u1, . . . , uk) → Wp ⊂ IRn, що ранг матрицi Якобi вiд-
ображення r⃗ дорiвнює k.

Якщо локально вiдображення r⃗ задається як

x1 = x1(u1 . . . uk)
. . .

xn = xn(u1 . . . uk)

то умова регулярностi

rg

 ∂x1

∂u1 . . .
∂x1

∂uk

. . .
∂xn

∂u1 . . .
∂xn

∂uk

 = k

Якщо k = 1, то цей пiдмноговид називається регулярною кривою, а якщо k = 2 -
регулярною поверхнею. Якщо n > 3 i k = n − 1, то пiдмноговид називається гiперпо-
верхнею.

Приклад 3.2.1 Розглянемо вiдображення

r⃗ : I → IR2 I = (0, 2π).

задано у виглядi

r⃗ = {cos t, sin t} ∼
{
x = cos t
y = sin t

Матриця Якобi:

∂r⃗ =

(
− sin t
cos t

)
.

Її ранг равен 1 для всiх t, оскiльки (x
′
t)
2 + (y

′
t)
2 ≡ 1

Приклад 3.2.2 r⃗ : D2(u, v)→ IR3


x = u
y = v
z = u2 + v2
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Тут D2 = IR2, оскiльки вiдображення визначено i взаємно однозначно у всiх точках
IR. Матриця Якобi має вигляд:

∂r⃗ =


x

′
u x

′
v

y
′
u y

′
v

z
′
u z

′
v

 =

 1 0

0 1

2u 2v

 rg (∂r⃗) = 2

Ця поверхня елiптичного параболоїда.

Приклад 3.2.3 Розглянемо r⃗ : D2 → IR3 виду
x = sinu cos v
y = sinu sin v
z = cosu

Тут D2 = {0 < u < π, 0 < v < 2π} – вiдкритий прямокутник на площинi IR2. Матриця
Якобi

(∂r⃗) =

 cosu cos v − sinu sin v
cosu sin v sinu cos v
− sin v 0


Її ранг може бути менше 2 тiльки у випадку, коли стовпчики матрицi пропорцiйнi.
Розглянемо вектор-функцiї, складенi з стовпцiв матрицi Якобi, а саме,

∂ur⃗ = { cosu cos v, cosu sin v, − sinu}
∂v r⃗ = {− sinu sin v, sinu cos v, 0 }

.

Тодi умова пропорцiйностi стовпцiв буде еквiвалентна умовi колiнеарностi цих вектор-
функцiй, що в свою чергу виражається у виглядi

∂ur⃗ × ∂v r⃗ = 0.

Обчислимо

∂ur⃗ × ∂v r⃗ = {sin2 u cos v,− sin2 u sin v, sinu cos v} = sinu{sinu cos v,− sinu sin v, cosu}

оскiльки sinu
∣∣
D2 ̸= 0, то rg(∂r⃗) = 2 i параметризацiя регулярна. Дана поверхня є

частиною одиничної сфери.

3.3 Явна параметризацiя.

Означення 3.3.1 Нехай F k – пiдмноговид в IRn. Кажуть, що пiдмноговид F k до-
пускає явну параметризацiю в околi точки p ∈ F k, якщо iснує окiл Up ⊂ F k, який є
графiком гладкого вiдображення f : IRk → IRn−k, тобто

Up =
{
(x, y)

∣∣ y = f(x), x ∈ IRk, y ∈ IRn−k
}
.
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Теорема 3.3.1 Якщо F k– регулярний параметризований пiдмноговид в IRn, то для
будь-якої точки p ∈ F k є окiл Up для якого iснує явна параметризацiя.

Доведення. Нехай точка p ∈ F k. Нехай Up– окiл p для якого iснує регулярна пара-
метризацiя

r⃗ : Dk(u1 . . . uk)→ Up.

Випишемо це вiдображення в координатах:

x1 = x1(u1 . . . uk)
...

xk = xk(u1 . . . uk)
xk+1 = xk+1(u1 . . . uk)

...
xn = xn(u1 . . . uk)

Будемо вважати, що ранг цього вiдображення досягається на перших k рядках, тобто,
будемо вважати, що

rg

(
∂xi

∂uj

) ∣∣∣∣∣
Dk

= k, i, j = 1, . . . , k

Позначимо через p̄ точку в IRk з координатами (u1p, . . . , u
k
p). Покладемо

xip = xi(u1p, . . . , u
k
p).

Тодi в деякому околi V (xp) ⊂ IRk iснує обернене вiдображення

u : V (xp)→ Vp̄ ⊂ Up,

що записується в координатнiй формi як

u :


u1 = u1(x1 . . . xk)
...
uk = uk(x1 . . . xk)

Причому, цi функцiї мають той же клас регулярностi, що i вихiднi функцiї xi =
xi(u1 . . . uk). Пiдставляючи цi функцiї в координатний вираз параметризацiї, отри-
маємо

x1 = x1

x2 = x2

. . .
xk = xk

xk+1 = f1(x1, . . . , xk)
. . .
xn = fn−k(x1, . . . , xk)

що завершує доведення.
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3.4 Неявно заданi регулярнi пiдмноговиди в IRn.

Нехай f : IRn → IRm (n > m) гладке вiдображення. Точка q ∈ IRm називається
регулярним значенням вiдображення f , якщо ранг матрицi Якобi вiдображення f у
всiх точках p ∈ f−1(q) максимален2.

Теорема 3.4.1 Нехай f : IRn → IRm (n > m) – гладке вiдображення. Нехай q ∈ IRm

– регулярне значення для f . Тодi кожна зв’язна компонента f−1(q) є параметризо-
ваним пiдмноговидом IRn вимiрностi n−m.

Доведення. Покажемо тiльки, що в околi кожнiй точцi iз прообразу регулярного
значення, пiдмножина f−1(q) може бути задана як графiк гладкого вiдображення.

Нехай f : IRn → IRm – гладке вiдображення. Нехай q ∈ IRm– регулярне значення.
Нехай p ∈ f−1(q). Задамо наше вiдображення в координатах:

f :


y1 = f1(x1, . . . , xn)
...
ym = fm(x1, . . . , xm)

Матриця Якобi випишеться як

∂f =


∂f1

∂x1 . . . ∂f1

∂xm
∂f1

∂xm+1 . . . ∂f1

∂xn

...
...

...
...

∂fm

∂x1 . . . ∂fm

∂xm
∂fm

∂xm+1 . . . ∂fm

∂xn


Будемо вважати, що

det

(
∂f i

∂xj

) ∣∣∣
p
̸= 0, i, j = 1, . . . ,m.

Тодi iснує окiл Up точки p такий, що

det

(
∂f i

∂xj

)
|Up ̸= 0

По теоремi про неявне вiдображення iснує рiшення рiвняння

f(x1, . . . , xm;xm+1, . . . , xn) = 0

у виглядi

f(φ1(xm+1, . . . , xn), φ2(xm+1, . . . , xn), . . . , φm(xm+1, . . . , xn), xm+1 . . . xn) = 0

де φ1, φ2, . . . , φm– гладкi функцiї. Значить рiшення рiвняння:

f(x1 . . . xm, xm+1 . . . xn) = 0

2тобто, дорiвнює m
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може бути представлено у виглядi:

x1 = φ1(xm+1 . . . xn)
...
xm = φm(xm+1 . . . xn)
xm+1 = xm+1

...
xn = xn

тобто, у виглядi графiка вiдображення φ : IRn−m → IRn. Отже, кожна зв’язна компо-
нента множини f−1(q) є параметризованим пiдмноговидом в IRn вимiрностi n−m.

Означення 3.4.1 Неявно заданим регулярним пiдмноговидом в IRn називається
повний прообраз регулярного значення гладкого вiдображення f : IRn → IRm. Ви-
мiрнiсть цього пiдмноговида дорiвнює n−m.

Вимога регулярностi iстотно в силу наступної теореми.

Теорема 3.4.2 (Уїтнi). Для будь-якої замкненої пiдмножини F ⊂ IRn iснує C∞ –
гладке вiдображення f : IRn → IR, таке, що F = f−1(0).

Наприклад, без умови регулярностi, пiдмножина

γ = {(x, y) ⊂ IR2 |F (x, y) = 0}

може мати вигляд, який мало нагадує iнтуїтивне уявлення про криву. Взяти хоча б
пiдмножину F на площинi, що складається з точок з цiлочисловими координатами
або Канторову множину.

3.5 Перетворення базису дотичного простору при замiнi
параметрiв

Нехай поверхня Fm параметризована двома областями параметрiв Dm(u1, . . . , um) i
G(v1, . . . , vm) i нехай цим областям вiдповiдає параметризацiї

r⃗ = r⃗ (u1, . . . , um), ρ⃗ = ρ⃗ (v1, . . . , vm).

Позначимо через u = u(v) дифеоморфiзм u : Gm → Dm виду
u1 = u1(v1, . . . , vm),

. . . . . . . . . . . .
um = um(v1, . . . , vm).

В довiльнiй точцi q ∈ Fm простiр TqF
m мiстить двi системи базисiв ∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ i

∂1ρ⃗ , . . . , ∂mρ⃗ .
Складемо формальнi матрицi-рядки,

∂r⃗ = (∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ ) и ∂ρ⃗ = (∂1ρ⃗ , . . . , ∂mρ⃗ ).

Справедливе наступне твердження.
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Твердження 3.5.1 Нехай регулярна поверхня Fm параметризована двома вектор -
функцiями r⃗ = r⃗ (u) i ρ⃗ = ρ⃗ (v) над областями параметрiв Dm(u) i G(v) вiдповiдно.
I нехай u : Gm → Dm локальний дифеоморфiзм. Тодi

∂r⃗ = ∂ρ⃗

(
∂u

∂v

)
,

де
(
∂u

∂v

)
— матриця Якобi перетворення координат.

Доведення. оскiльки u : Gm → Dm локальний дифеоморфiзм, то вiн задає перепара-
метризацiю а поверхнi i ми можемо записати

ρ⃗ (v1, . . . , vm) = r⃗ (u1(v1, . . . , vm), . . . , um(v1, . . . , vm)).

Тодi, за правилом диференцiювання складеної функцiї, знайдемо

∂iρ⃗ = ∂kr⃗
∂uk

∂vi
,

що в матричнiй формi запису переписується у виглядi

(∂1ρ⃗ , . . . , ∂mρ⃗ ) = (∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ )


∂u1

∂v1
. . .

∂u1

∂vm
... · · ·

...
∂um

∂v1
. . .

∂um

∂vm


або в згорненому виглядi

∂ρ⃗ = ∂r⃗

(
∂u

∂v

)
.

3.5.1 Перетворення координат дотичного вектора при замiнi пара-
метрiв

Нехай X⃗ дотичний вектор до поверхнi Fm в довiльнiй її точцi. оскiльки вектор-функцiї
∂ir⃗ , . . . , ∂r⃗ визначають базис дотичного простору поверхнi Fm в кожнiй її точцi, то
має мiсце розкладання

X⃗ = X1∂1r⃗ + · · ·+Xm∂mr⃗ .

В цьому розкладаннi вектор X⃗ зображен як вектор в Em+p, має m+ p координат, якi
ми будемо називати зовнiшнiми координатами вектора X⃗.

Поставимо у вiдповiднiсть вектору X⃗ набор параметрiв (X1, . . . , Xm) записаних у
виглядi вектора-стовпця:

X⃗ →

 X1

...
Xm

 = X.

Цей набiр параметрiв ми будемо називати внутрiшнiми координатами дотичного ве-
ктора X⃗. Використовуючи внутрiшнi координати вектора, його розкладання по базису
дотичного простору даної параметризацiї, скажiмо r⃗ = r⃗ (u), набуде вигляду

X⃗ = ∂r⃗ X.
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Твердження 3.5.2 Нехай регулярна поверхня Fm параметризована двома вектор -
функцiями r⃗ = r⃗ (u) i ρ⃗ = ρ⃗ (v) над областями параметрiв Dm(u) i G(v) вiдповiдно. I
нехай u : Gm → Dm локальний дифеоморфiзм. Позначимо через X(u) i X(v) внутрi-
шнi координати одного i того ж вектора вiдносно систем координат Dm(u) i Gm(v)
вiдповiдно. Тодi

X(u) =

(
∂u

∂v

)
X(v),

Доведення. Нехай X⃗ довiльний дотичний вектор до поверхнi. Тодi його розкладання
по базисах двох параметризацiй будуть мати вигляд

X⃗ = X1(u)∂1r⃗ + . . .+Xm(u)∂mr⃗ , X⃗ = X1(v)∂1ρ⃗ + . . .+Xm(v)∂mρ⃗

або в матричному записi

X⃗ = ∂r⃗ X(u), X⃗ = ∂ρ⃗X(v).

Ми отримали два розкладання одного й того ж вектора в Em+p i, отже, тримуємо
рiвнiсть

∂r⃗ X(u) = ∂ρ⃗X(v).

Користуючись формулою перетворення базисiв дотичного простору, продовжимо

∂r⃗ X(u) = ∂ρ⃗Xv = ∂r⃗
∂u

∂v
X(v).

Звiдси негайно робимо висновок

X(u) =
∂u

∂v
X(v).

3.6 Поняття регулярного пiдмноговиду i дотичного про-
стору.

Нагадаємо деякi поняття, якi стосуються геометрiї поверхонь.

Означення 3.6.1 Елементарною поверхнею Fm ⊂ IRm+p називається образ вiдкри-
тої кулi Dm ⊂ IRm при його топологiчному вiдображеннi в IRm+p.

Топологiчним вiдображенням називається вiдображення φ : Dm → IRm+p є гомеомор-
фiзмом на свiй образ, тобто

Dm φ
≈ φ(Dm) = Fm.

Область D називається областю параметрiв. Кажуть також, що поверхня Fm

задана над областю параметрiв D.
Область параметрiв визначена не однозначно. Якщо φ : Dm → φ(Dm), а ψ : Gm ≈

Dm – гомеоморфiзм, то вiдображення φ ◦ ψ : Gm → IRp+m має таку властивiсть, що

(φ ◦ ψ)(Gm) = φ(Dm) = Fm
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Гомеоморфiзм ψ називається перепараметризацiей поверхнi Fm або замiною параме-
трiв. Розгдлянемо

IRm+p = IR1 × · · · × IR1︸ ︷︷ ︸
m+p

i розглянемо проекцiї
πi : IR

m+p → IR1
(i),

якi є неперервними вiдображеннями. Тодi композицiї φi = πi ◦ φ є неперервними
вiдображеннями

φi : Dm → IR1
(i)

i називаються компонентами вiдображення φ.
Якщо (x1, . . . , xm+p ) ∈ IRm+p, а (u1, . . . , um) ∈ Dm ⊂ IRm, то тодi φi(u) можно

записати у виглядi
xi = φi(u

1, . . . , um),

а саме вiдображення φ розписати покомпонентно у виглядi
x1 = φ1(u

1, . . . , um)
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

xm+p = φm+p (u
1, . . . , um)

(3.3)

Рiвняння (3.3) називаються параметричними рiвнянням елементарної поверхнi
Fm або координатним виразом гомеоморфiзма φ. Вiдображення φ називається глад-
ким класу Ck, якщо в його координатному виразi φi ∈ Cs (s ≥ k). Гомеоморфiзм φ
називається дифеоморфiзмом класу Ck, якщо φ i φ−1 є Ck гладкими.

Рiвняння (3.3) взагалi кажучи не задають елементарної поверхнi в Em+p, оскiльки
не забезпечують виконання вимоги Dm

φ
≈ φ(Dm). Досить покласти φi(u

1, . . . , um) = ci.
Тодi побудоване за вiдображенням φi вiдображення

φ(u1, . . . , um) = (c1, . . . , cm)

переводить Dm в точку, а значить не є гомеоморфiзмом. На рiвняння (3.3) необхiдно
накласти додаткову умову, щоб по вiдображенням φi вiдновлювався гомеоморфiзм φ.
Виняток становить випадок, коли вiдображення φ : IRm → IRm+p має вигляд

φ(u) = (u, h(u)).

де u ∈ Dm. В цьому випадку вiдображення φ задає бiекцiю мiж Dm i графiком Γh вiд-
ображення h : IRm → IRp. Вiдображення h неперервно (гладко) тодi i тiльки тодi, коли
вiдображення φ : Dm → Γh, задане по формулi φ(u) = (u, h(u)), є гомеоморфiзмом
(дифеоморфiзмом) Dm на графiк вiдображення h, тобто

Dm φ
≈ φ(Dm) = Γh.

Таким чином, графiки гладких вiдображеннь дають приклад елементарних поверхонь,
якi називаються явно заданими.
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Означення 3.6.2 Кажуть, що вiдображення φ : IRm → IRm+p задає поверхню Fm

над областю Dm ∈ IRm явно, якщо φ|Dm має вигляд дiагонального добутку

φ|Dm = id× h,

де h : IRm → IRp гладке вiдображення, a id : IRm → IRm – тотожне вiдображення.

Зазначимо тепер критерiй, що дозволяє локально задавати елементарнi поверх-
нi або, що те ж саме, локально вiдновлювати гомеоморфiзм по його координатному
виразу.

Твердження 3.6.1 Нехай φ : IRm → IRm+p, задане своїми компонентами φi :
IRm → IR1, i φ ∈ Ck (k ≥ 1). Якщо в точцi u0 ∈ IRm ранг матрицi Якобi

rg

(
∂φ

∂u

)∣∣∣∣
u0

= m,

то iснує окiл Au0 точки u0 i локальний дифеоморфiзм ψ : IRm → IRm такi, що

(φ ◦ ψ)|Au0
= id× h,

де h ∈ Ck.

Iншими словами, вибором нової локальної параметризацiї, пiдмножина φ(Au0) ⊂
IRm+p може бути представлена у виглядi графiка гладкого вiдображення зi збере-
женням порядку гладкостi.

Доведення. Нехай φ : IRm → IRm+p = IRm × IRp. Представимо це вiдображення
у виглядi дiагонального добутку φ = (φ1, φ2) вважаючи

φ(u) = (φ1(u), φ2(u)),

де φ1 : R
m → Rm, а φ2 : R

m → Rp.
оскiльки

rg

(
∂φ

∂u

)∣∣∣∣
u0

= m,

то не порушуючи загальностi, будемо вважати, що

det

(
∂φ1

∂u

)∣∣∣∣
u0=0

̸= 0.

Тодi iснує окiл Au0 , такий що det

(
∂φ1

∂u

)∣∣∣∣
Au0=0

̸= 0.

За теоремою про обернене вiдображення iснує вiдображення

ψ : IRm ← IRm,

таке що (φ1 ◦ ψ)|Au0
= id, при цьому ψ ∈ Ck i є локальним дифеоморфiзмом. Тодi

маємо
φ ◦ ψ = (φ1 ◦ ψ,φ2 ◦ ψ) = (id, h),

тобто (φ ◦ g)|Au0
= id× h, h ∈ Ck, що i потрiбно було довести.

Доведене твердження є основою для визначення регулярної поверхнi.
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Означення 3.6.3 Пiдмножина Fm ⊂ IRm+p називається регулярною параметри-
зованою поверхнею вимiрностi m класу Ck, якщо у кожнiй точки q ∈ Fm цiєї мно-
жини iснує окiл Vq ⊂ IRm+p i дифеоморфiзм φ : Dm ⊂ IRm → Fm ∩ Vq = Wq, що
φ ∈ Ck i

rgφ|Dm = m.

Вiдображення φ називається регулярною параметризацiею поверхнi Fm в околi Wq.

Безпосередньо з визначення випливає, що регулярна поверхня локально може бути
задана як графiк деякого вiдображення.

В диференцiальнiй геометрiї вiдображення φ : Dm → IRm+p прийнято задавати у
виглядi вектор-функцiї r⃗ = r⃗ (u1, . . . , um), вiдкладаючи вектор r⃗ з координатами{

φ1(u), . . . , φm(u)
}

вiд початку координат ототожнювати образ φ(Dm) з годографом цiєї вектор-функцiї.
Замiсть

φ :


x1 = φ1(u

1, . . . , um);
. . . . . . . . . . . . . . .

xn+p = φm+p(u
1, . . . , um)

пишуть
r⃗ = r⃗ (u) =

{
φ1(u), . . . , φm+p(u)

}
.

За визначенням вважаємо, що r⃗ (u) ∈ Ck якщо φi ∈ Cs, (s ≥ k). Образ вектор-функцiї
r⃗ називається її годографом.

Позначимо
∂ir⃗ =

{
∂φ1

∂ui
. . . ,

∂φm+p

∂ui

}
(i = 1, . . . ,m).

Твердження 3.6.2 Регулярнiсть параметризацiї r⃗ : Dm → IRm+p еквiвалентна лi-
нiйнiй незалежностi системи вектор-функцiй

∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ .

Доведення. Стовпцi матрицi Якобi вiдображення r⃗

∂r⃗ =


∂φ1

∂u1
. . .

∂φ1

∂um
. . . . . . . . .

∂φm+p

∂u1
. . .

∂φm+p

∂um


складенi з вектор-функцiй ∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ , а значить, якщо rg

(
∂φ
∂u

)
= m, то вектори

∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ лiнiйно незалежнi.

Регулярну поверхню можна отримати, використовуючи теорему про прообраз ре-
гулярного значення вiдображення.

Твердження 3.6.3 Нехай f : IRm+p → IRp — гладке вiдображення i нехай y0 ∈ IRp —
регулярне значення вiдображення f . Тодi f−1(y0) — регулярна параметризована по-
верхня.

Такi поверхнi називаються заданими неявно.
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3.6.1 Кривi на поверхнi

Означення 3.6.4 Нехай Fm ⊂ IRm+p – поверхня. Кривою на поверхнi Fm назива-
ється неперервне вiдображення σ : [a, b] → Fm, що є локальним гомеоморфiзмом на
свiй образ.

Нехай φ : Dm → φ(Dm) ⊂ IRm+p локальний гомеоморфiзм. Тодi вiдображення
γ : [a, b]→ Dm задане як γ = φ−1◦σ, iснує крива в областi параметрiв Dm. I навпаки,
якщо γ : [a, b]→ Dm—крива в областi параметрiв, то σ = φ◦γ : [a, b]→ Fm — крива на
поверхнi. Таким чином, криву на поверхнi можна задати кривою в областi параметрiв
i навпаки, будь-яку криву з областi параметрiв можна пiдняти на поверхню.

Рiвняння кривої на поверхнi, представлене рiвнянням кривої γ : [a, b] → Dm в
областi параметрiв називається внутрiшнiм параметричним рiвнянням кривої
на поверхнi Fm.

Запишемо внутрiшнє рiвняння кривої на поверхнi у виглядi

γ :


u1 = u1(t),
. . . . . . . . .
um = um(t).

Задамо Fm вектор-функцiєю r⃗ : Dm → IRm+p. Тодi зовнiшнiм параметричним
рiвнянням кривої називається рiвняння

γ⃗ (t) = r⃗ (u(t)) ∼ γ⃗ = r⃗ ◦ γ .

Внутрiшнє рiвняння кривої задає цю криву незалежно вiд простору, в якому лежить
поверхня, що розглядається. Воно пов’язує внутрiшнi локальнi координати точок по-
верхнi. Перехiд до зовнiшнього рiвняння кривої означає завдання кривої, що лежить
на поверхнi, як кривої в обхопному евклiдовому просторi.

Твердження 3.6.4 Крива γ⃗ (t) регулярна як крива в Em+p тодi i тiльки тодi, коли
регулярна крива γ (t) як крива в областi параметрiв регулярної поверхнi.

Доведення. Дiйсно, дотичний вектор до кривої в областi параметрiв має вигляд

γ ′ =

{
du1

dt
, . . . ,

dum

dt

}
.

Для дотичного вектора кривої γ⃗ отримаємо

γ⃗ ′ = ∂ir⃗
dui

dt
.

Тепер очевидно, що якщо |γ⃗ ′| ̸= 0, то i |γ ′| ̸= 0 в силу лiнiйної незалежностi векторiв
∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ i навпаки.



192 РОЗДIЛ 3. ПIДМНОГОВИДИ I ТЕНЗОРИ

3.6.2 Дотичний простiр.

Означення 3.6.5 Дотичним простором до поверхнi Fm ⊂ Em+p в точцi q ∈ Fm

називається лiнiйний простiр TqFm ⊂ Em+p, що мiстить дотичнi вектори до всiх
регулярних кривих γ ⊂ Fm, якi проходять через точку q.

Твердження 3.6.5 Нехай Fm — регулярна поверхня, q ∈ Fm. Тодi в точцi q iснує
дотичний простiр, причому

TqF
m = Lin (∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ )(q).

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗ (u1, . . . , um) — локальна параметризацiя Fm i нехай точцi q
вiдповiдає координати (u1q , . . . , u

m
q ). Нехай γ — регулярна крива на Fm, що проходить

через точку q, тобто
γ : [t0 − ε, t0 + ε]→ Fm,

причому γ (t0) = q. Запишемо внутрiшнє рiвняння кривої γ

γ :


u1 = u1(t),
. . . . . . . . .

um = um(t).

Тодi зовнiшнє рiвняння кривої γ має вигляд

γ⃗ (t) = r⃗ (u1(t), . . . , um(t)).

Дотичний вектор кривої γ⃗ в точцi q знаходимо як дотичний вектор до кривої в Em+p

за звичайним правилом, диференцiюючи вектор-функцiю γ⃗ (t)

γ⃗ ′(t0) = ∂ir⃗ (q)
dui

dt
(t0).

Отже,
γ⃗ ′(t0) ∈ Lin (∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ )(q).

I навпаки, якщо розглянути довiльний вектор

a⃗ = a1∂1r⃗ (q) + . . .+ am∂mr⃗ (q) ∈ Lin (∂1r⃗ , . . . , ∂mr⃗ )(q).

то крива в областi параметрiв виду

γ :


u1 = a1t+ u1q ,

. . . . . . . . . . . .
um = amt+ umq ,

задає на поверхнi регулярну криву

γ⃗ (t) = r⃗ (a1t+ u1q , . . . , a
mt+ umq ),

проходить через точку q ∈ Fm при t = 0. Причому

γ⃗ ′(0) = a1∂1r⃗ (q) + . . .+ am∂mr⃗ (q) = a⃗.

Отже,
TqF

m = Lin (∂1r⃗ (q), . . . , ∂mr⃗ (q))
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Наслiдок 3.6.1 Рiвняння дотичного простору до Fm в точцi q, як афiнного пiдпро-
стору в Em+p, має вигляд

R⃗ = r⃗ (q) + ti ∂ir⃗ (q),

де r⃗ = r⃗ (u1, . . . , u
m) — параметризацiя Fm.

3.7 Визначення i приклади тензорних полiв

До цього моменту геометрiя на поверхнi розглядалася в межах однiєї локальної карти.
На перетинi двох локальних карт геометричнi об’єкти (такi, як вектори, диференцi-
альнi форми, лiнiйнi оператори та iн.) мають рiзне координатне уявлення в залежностi
вiд вибору локальної карти. На щастя, геометричнi об’єкти перетворюються при замiнi
параметрiв деяким спецiальним чином, що дозволяє "склейку" геометричних об’єктiв
на перетинi карт. Такий характер перетворення називається тензорним, а сам об’єкт,
який пiдпорядковується тензорному закону перетворення називається тензором. Та-
ким чином поняття тензора дозволяє глобалiзувати об’єкти, якi спочатку були заданi
локально.

Нехай Fn – гладкий многовид. Не порушуючи загальностi, можна вважати, що
Fn є вкладеним пiдмноговидом в евклiдовому просторi EN досить великого числа
вимiрiв.

Нехай (U,φ(u)) и (V, φ(v)) двi локальнi карти з непустим перетином. На U ∩ V
виникає дифеоморфiзм перетворення координат φ(u) ◦ φ(v)−1 = u(v), який має коор-
динатний вираз у виглядi ui = ui(v1, . . . , vn) з невиродженою матрицею Якобi(

∂ui

∂vα

)
(i, α = 1, . . . , n).

Матриця Якобi локально оберненого вiдображення vα = vα(u1, . . . , un), а саме,(
∂vα

∂ui

)
(i, α = 1, . . . , n)

є оберненою матрицею по вiдношенню до матрицi Якобi вiдображення. Отже, має
мiсце спiввiдношення (нагадаємо, що ми приймаємо правило Ейнштейна пiдсумову-
вання за однаковими нижнiм i верхнiм iндексами)(

∂ui

∂vα

)
·
(
∂vα

∂uk

)
= δik.

Розглянемо базовi приклади перетворень геометричних об’єктiв.

• Перетворення координатних базисiв дотичних площин.

Нехай r⃗ = r⃗ (u) локальна параметризацiя пiдмноговиду Fn i ρ⃗ = (r⃗ ◦ u)(v) – ло-
кальна перепараметризацiя Fn. Тодi базиснi вектори дотичної площини вiдносно
цих двох параметризацiй зв’язуються спiввiдношенням

∂αρ⃗(v) = ∂ir⃗ (u)
∂ui

∂vα
. (3.4)



194 РОЗДIЛ 3. ПIДМНОГОВИДИ I ТЕНЗОРИ

• Перетворення коефiцiєнтiв диференцiальних форм.

Нехай
ω = ωi(u)du

i

диференцiальна 1-форма, задана в локальнiй координатнiй системi (u). Тодi пi-
сля переходу до координат (v) ця форма приймає вираз

ω = ωi(u)
∂ui

∂vα
dvα = ωα(v)dv

α.

Таким чином,

ωα(v) = ωi(u)
∂ui

∂vα
. (3.5)

Порiвнюючи (3.5) i (3.4) можна помiтити, що координати 1-форми перетворю-
ються за тим же правилом, що i базиснi вектори. У цьому випадку прийнято
говорити, що коефiцiєнти 1-форми перетворюються коварiантно вiдносно до
перетворення базисiв.

• Перетворення координат векторних полiв.

Нехай
ξ(u) = ξi(u)∂ir⃗ , ξ(v) = ξα(v)∂αρ⃗

координатний вираз вектора ξ вiдносно базисiв вiдповiдних координатних си-
стем. Згiдно (3.4), маємо

ξα(v)∂αρ⃗ = ξα(v)
∂ui

∂vα
∂ir⃗ .

Значить

ξi(u) =
∂ui

∂vα
ξα(v).

Таким чином,

ξα(v) =
∂vα

∂ui
ξi(u). (3.6)

Порiвнюючи (3.6) i (3.4) можна помiтити, що останнє перетворення здiйснюється
за допомогою матрицi, оберненої до матрицi Якобi перетворення координат. У
цьому випадку прийнято говорити, що координати векторного поля перетворю-
ються контраварiантно вiдносно до перетворення базисiв.

• Перетворення матрицi лiнiйного оператора.

Нехай A : TqF
n → TqF

n лiнiйний оператор, який дiє в дотичному просторi по-
верхнi, тобто

η = Aξ.

Вiдносно параметризацiї u

ηi(u) = aik(u)ξ
k(u).
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Пiсля замiни параметрiв виду u = u(v), маємо

∂ui

∂vα
ηα(v) = aik(u)

∂uk

∂vβ
ξβ(v),

отже

ηα(v) =
∂vα

∂ui
aik(u)

∂uk

∂vβ
ξβ(v).

Таким чином, вiдносно нових параметрiв, матриця лiнiйного оператора набуває
вигляду

aαβ(v) =
∂vα

∂ui
aik(u)

∂uk

∂vβ
. (3.7)

Порiвнюючи (3.7) с (3.6) i (3.5) можна помiтити, що рядки матрицi (верхнiй iн-
декс фiксований) перетворюються як 1-форми, а стовпцi (нижнiй iндекс фiксо-
ваний) перетворюються за векторним законом. Таким чином, матриця лiнiйного
оператора пiдпорядковується змiшаному закону перетворення.

Означення 3.7.1 Тензорним полем на многовидi Fn називається набiр функцiй

T
i1,...,ip
j1,...,jq

: Fn → IR

(
1 6 i1, . . . ip 6 n
1 6 j1, . . . jp 6 n

)
,

який при замiнi координат виду

u = u(v) ∼


u1 = u1(v1, . . . , vn)

. . . . . . . . . . . .
un = un(v1, . . . , vn)

змiнюється за законом:

T
α1,...,αp

β1,...,βq
(v) =

∂vα1

∂ui1
. . .

∂vαp

∂uip
T
i1,...,ip
j1,...,jq

(u)
∂uj1

∂vβ1
. . .

∂ujq

∂vβq
,

де
(
∂ui

∂vα

)
– матриця Якобi вiдображення u = u(v), а

(
∂vα

∂ui

)
– матриця, обернена

до матрицi Якобi. Величина p+q називається рангом тензору, а пара (p, q) – типом
тензору. Тензори типу (0, 0) ототожнюються з функцiями на многовидi.

Закон тензорного перетворення легко запам’ятовується з використанням мульти-
iндексiв. Покладемо

(i) = (i1, . . . , ip), (j) = (j1, . . . , jq) (α) = (α1, . . . , αp), (β) = (β1, . . . , βq).

Тодi закон перетворення тензорiв запишеться короткою формулою

T
(α)
(β) (v) =

∂v(α)

∂u(i)
T
(i)
(j)(u)

∂u(j)

∂v(β)
, (3.8)

схожою на закон перетворення матрицi поля лiнiйного оператора.
Таким чином, векторне поле утворює тензорне поле типу (1, 0), диференцiальнi

1-форми утворюють тензорне поле типу (0, 1), а поле лiнiйного оператора утворює
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тензорне поле типу (1, 1). Зважаючи на очевидну подвiйнiсть, 1-форми часто назива-
ють ковекторами.

Перша фундаментальна форма перетворюється як

gik(u)du
iduk = gik(u)

∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ
dvαdvβ,

тобто,

gαβ(v) = gik(u)
∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ
,

а значить матриця першої квадратичної форми g = (gij) утворює тензор типу (0, 2).
Ясно, що матриця другої квадратичної форми B = (bij) утворює тензорне поле

типу (0, 2), а поле операторiв Вейнгартена A = (aij)– поле тензора типу (1, 1).

Вправа 3.7.1 Перевiрте, що матриця g−1 = (gik), що обернена до матрицi першої
квадратичної форми, утворює тензорне поле типу (2, 0).

3.8 Алгебраїчнi операцiї над тензорами

1. Додавання тензорiв. Нехай T i1...ip
j1...jq

, Si1...ip
j1...jq

– два тензорних поля однакового типу.
Визначимо

(T + S)
i1...ip
j1...jq

= T
i1...ip
j1...jq

+ S
i1...ip
j1...jq

.

Тодi T + S є тензорне поле того ж типу, що i тензори T i S.
2. Множення на функцiю. Нехай T

i1...ip
j1...jq

– тензорне поле, λ : Fn → IR – функцiя
на Fn. Визначимо

(λT )
i1...ip
j1...jq

= λT
i1...ip
j1...jq

.

Тодi λT є тензорне поле того ж типу, що й T .

Цi двi операцiї з очевиднiстю є тензорними, тобто не виводять з множини тензо-
рiв. Таким чином, в кожнiй точцi многовиду, множина тензорiв типу (p, q) утворює
речовий лiнiйний простiр, розмiрностi np+q.

Наступнi двi операцiї так само є тензорними3.
3. Тензорний добуток. Нехай є два тензорних поля

T
i1...ip
j1...jq

и Sα1...αm
β1...βr

типу (p, q) и (m, r) вiдповiдно. Тодi їх тензорним добутком T ⊗S називається тензорне
поле типу (p+m, q + r) з компонентами

(T ⊗ S)i1...ip α1...αm

j1...jq β1...βr
= T

i1...ip
j1...jq

· Sα1...αm
β1...βr

.

Якщо, наприклад, ξ i η – векторнi поля, тобто тензорнi поля типу (1, 0), то

(ξ ⊗ η)ik = ξiηk

3Доведення не складно провести самостiйно або пiдглянути в пiдручнику О. Борисенко "Дiфе-
ренцiальна геометрiя i топологiя" . Основа, 1998 р.
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є тензорне поле типу (2, 0). Зокрема, якщо n = 2, то матриця цього тензора має вигляд

(ξ ⊗ η)ik =

(
ξ1η1 ξ1η2

ξ2η1 ξ2η2

)
.

Якщо ж ξ – векторне поле, a ω – диференцiальна 1-форма, то ξ ⊗ ω є поле лiнiйних
операторiв з матрицею

(ξ ⊗ ω)ik = ξiωk.

Тензорний добуток не комутативний, T ⊗ S ̸= S ⊗ T , що легко перевiрити на
прикладi тензорного добутку двох векторних полiв:

ξ ⊗ η =

(
ξ1η1 ξ1η2

ξ2η1 ξ2η2

)
̸=
(
η1ξ1 η1ξ2

η2ξ1 η2ξ2

)
= η ⊗ ξ.

Тензорний добуток асоцiативний i дистрибутивний:

(λS + µT )⊗R = λ(S ⊗R) + µ(T ⊗R).

Це можна легко перевiрити за допомогою формули (3.8).

4. Перестановка iндексiв.
Нехай T

(i)
(j) - тензор, σ(α) – деяка перестановка вiдповiдного набору iндексiв

(α1, . . . , αm). Тодi набiр функцiй
T
σ(i)
σ(j)

утворює тензор, який називається тензором, утвореним перестановкою iндексiв. Тен-
зор T (i)

(j) називається симетричним за нижнiми/верхнiми iндексами, якщо

T
(i)
(j) = T

(i)
σ(j), вiдповiдно T

(i)
(j) = T

σ(i)
(j)

i кососиметричним за нижнiми/верхнiми iндексами, якщо

T
(i)
(j) = ε(σ)T

(i)
σ(j), вiдповiдно T

(i)
(j) = ε(σ)T

σ(i)
(j) ,

де ε(σ) – парнiсть перестановки, для будь-якої перестановки σ. Кососиметричнi тен-
зори типу (0, q) називаються зовнiшнiми формами ступеня q.

5. Згортка тензора. Нехай T i1...ip
j1...jq

– тензорне поле типу (p, q). Згортка за iндексами
iα, jβ є тензорне поле типу (p− 1, q − 1), компоненти якого утворюється так:∑

s

T
i1...iα−1 s iα+1...ip
j1...jβ−1 s jβ+1...jq

.

Наприклад, якщо T i
j — поле лiнiйного оператора, то його згортка∑

s

T s
s

є слiд цього оператора. Це тензор типу (0, 0), тобто функцiя.
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Скалярний добуток векторних полiв може бути записаний як композицiя тензор-
ного добутку та згортки. А саме, як ми знаємо⟨

X,Y
⟩
g
= gikX

iY k.

Розглянемо тензор T ik
jl = (g ⊗X ⊗ Y )ikjl = gjlX

iY k. Згорнемо його за всiма iндексами
(Повна згортка тензора)

n∑
i,k=1

T ik
ik = gikX

iY k =
⟨
X,Y

⟩
g
.

Наступна операцiя є композицiєю тензорного множення i згортки, а тому є тен-
зорною.
6. Операцiя пiднiмання (опускання) iндексу. Нехай gik – невироджених тензор
типу (0, 2). Розглянемо gik – зворотний до нього тензор типу (2, 0), тобто такий, що
gisg

sk = δki .
Нехай T

i1,...,ip
j1,...,jp

– тензор типу (p, q), тодi тензор виду T
i2,...,ip

i1j1...jq
= gi1sT

s i2,...,ip
j1...jq

– є

тензор типу (p− 1, q + 1). У цьому випадку говорять, що тензор T i2,...,ip
i1j1...jq

отриманий з

тензора T i1...ip
j1...jq

, опусканням iндексу i1.

Нехай є тензор T
i1...ip
j1...jq

, тодi операцiя пiдняття iндексу здiйснюється за наступним
правилом

T
j1i1...ip
j2,...,jq

= gj1sT
i1...ip

sj2,...,jq
.

Iтерацiєю опускання (пiдiймання) iндексу можна перейти до тензорiв з усiма нижнiми
(верхнiми) iндексами.

3.9 Iнварiантний вираз тензору. Тензори в некоординатно-
му базисi

Згортання тензора T типу (p, q) з набором з q векторних полiв (X1, . . . , Xq)
i набором з p 1-форм (ω1, . . . , ωp) призводить до полiлiнiйному вiдображенню
T (X1, . . . , Xq;ω

1, . . . , ωp), що задається формулою

T (X1, . . . , Xq;ω
1, . . . , ωp) = T

i1...ip
j1...jq

Xj1
1 . . . X

jq
q ω1

i1 . . . ω
p
ip
.

В силу лiнiйностi тензорного множення, останню формулу можна переписати у ви-
глядi

T (X1, . . . , Xq;ω
1, . . . , ωp) = T

i1...ip
j1...jq

(X1 ⊗ · · · ⊗Xq)
j1...jq(ω1 ⊗ · · · ⊗ ωp)i1...ip .

Розкладаючи векторнi поля за базисом e1, . . . , en, а диференцiальнi форми за двоiсто-
стю4 базису e1, . . . , en, можемо записати

X1 = Xj1
1 ej1 , . . . , Xq = X

jq
q ejq ; ω1 = ω1

i1e
i1 , . . . , ωp = ωp

ip
eip .

4Базис форм ei називається двоїстим вiдносно до векторного базису ej , якщо ei(ej) = δij . Такий
базис завжди iснує, див. [9].
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Тодi, наприклад,

X1 ⊗X2 = ej1 ⊗ ej2X
j1
1 X

j2
2 , ω1 ⊗ ω2 = ei1 ⊗ ei2ω1

i1ω
2
i2 ,

а значить

T (X1, . . . , Xq;ω
1, . . . , ωp) = T

j1...jq
i1...ip

ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eip X
j1
1 . . . X

jq
q ω1

i1 . . . ω
p
ip
.

Отже, для тензора T маємо наступний координатний вираз

T = T
j1...jq
i1...ip

ej1 ⊗ · · · ⊗ ejq ⊗ ei1 ⊗ · · · ⊗ eip

в розкладаннi за базисом

ej1 ⊗ · · · ⊗ ejqei1 ⊗ · · · ⊗ eip .

Для зовнiшнiх форм ступеня q можна ввести в розгляд деякий спецiальний базис.
Наприклад при q = 2 можна записати

T = Tije
i ⊗ ej =

∑
i<j

Tije
i ⊗ ej +

∑
i>j

Tij e
i ⊗ ej =

∑
i<j

Tij (e
i ⊗ ej − ej ⊗ ei)

Позначимо
ei ⊗ ej − ej ⊗ ei := ei ∧ ej .

Тодi для кососиметричного тензора T отримаємо вираз∑
i<j

Tij e
i ∧ ej .

Зокрема, для стандартного координатного базису (du1, . . . , dun)

T =
∑
i<j

Tij du
i ∧ duj .

У загальному випадку, зовнiшня форма ступеня q представляється у виглядi (докла-
днiше див. [9])

T =
∑

i1<···<iq

Ti1...ip du
i1 ∧ · · · ∧ duiq .

3.10 Диференцiювання тензору

Нехай T i1,...,ip
j1,...,jq

— тензорне поле. Формально можна утворити новий набiр функцiй виду

∂T
i1,...,ip
j1,...,jq

∂uk
.
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Однак, такий набiр в загальному випадку утворює тензорне поле. Як приклад, роз-

глянемо векторне поле ξ з компонентами ξi(u). Утворимо набiр функцiй
∂ξi

∂uk
. Зробимо

замiну u = u(v). Тодi маємо

∂

∂vα
ξµ(v) =

∂

∂vα

(
∂vµ

∂ui
ξi(u)

)
=
∂uk

∂vα
∂

∂uk

(
∂vµ

∂ui
ξi(u)

)
=

∂uk

∂vα

(
∂2vµ

∂uk∂ui
ξi(u) +

∂vµ

∂ui
∂ξi

∂uk

)
=
∂vµ

∂ui
∂ξi

∂uk
∂uk

∂vα
+
∂uk

∂vα
∂2vµ

∂uk∂ui
ξi(u). (3.9)

Зауважимо, що отримана формула справедлива i "в зворотному напрямку" , а саме,

∂ξi

∂uk
(u) =

∂ui

∂vσ
∂ξσ

∂vβ
∂vβ

∂uk
+
∂vβ

∂uk
∂2ui

∂vβ∂vα
ξα(v). (3.10)

З отриманої формули випливає, що набiр функцiй ∂ξi

∂uk не утворює тензора, оскiльки
перетворюється за тензорним законом тiльки за лiнiйної замiни параметрiв. Тому ви-
значення похiдної тензора вимагає деякої корекцiї, щоб операцiя диференцiювання НЕ
виводила з класу тензорiв. Виявляється, що така корекцiя може бути здiйснена за до-
помогою деякого набору функцiй, якi є аналогом символам Крiстофеля. Зауважимо,
що символи Крiстофеля можуть бути обчисленi за коефiцiєнтами першої квадрати-
чної форми, тобто позитивно визначеної квадратичної форми g, заданної на многовидi
Fn. Якщо така форма задана, то пара (Fn, g) називається рiмановим многовидом. По-
кажемо, що набiр символiв Крiстофеля не утворює тензора.

Лема 3.10.1 Нехай (Fn, g) – рiмановий многовид. Тодi при замiнi параметрiв u =
u(v) символи Крiстофеля перетворюються за формулою

Γµ
αβ(v) =

∂vµ

∂us

( ∂2us

∂vα∂vβ
+ Γs

ik(u)
∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ
)
. (3.11)

Доведення. Нехай r⃗ = r⃗ (u) деяка регулярна параметризацiя Fn як пiдмноговид у
евклiдовому просторi та ρ⃗ = r⃗ (u(v)) її локальна перепараметрiзацiя. Тодi мають мiсце
два розкладання Гаусса:

∂αβ ρ⃗ = Γσ
αβ(v)∂σρ⃗+ bαβ(v)n⃗(v), ∂ikr⃗ = Γs

ik(u)∂sr⃗ + bik(u)n⃗(u)

Використовуючи закон перетворення (3.4), маємо:

∂αβ ρ⃗ = ∂α

(∂uk
∂vβ

∂kr⃗
)
=

∂2uk

∂vα∂vβ
∂kr⃗ +

∂uk

∂vβ
∂α(∂kr⃗ ) =

∂2uk

∂vα∂vβ
∂kr⃗ +

∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
∂

∂ui
(∂kr⃗ ) =

∂2um

∂vα∂vβ
∂mr⃗ +

∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα

(
Γm
ik(u)∂mr⃗ (u) + bik(u)n⃗(u)

)
=

( ∂2um

∂vα∂vβ
+ Γm

ik(u)
∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα

)
∂mr⃗ (u) + bik(u)

∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
n⃗(u).
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З iншого боку, знову використовуючи (3.4) це ж розкладання можна записати у ви-
глядi

∂αβ ρ⃗ = Γσ
αβ(v)

∂um

∂vσ
∂mr⃗ + bαβn⃗(v).

Звiдси випливає рiвнiсть

Γσ
αβ(v)

∂um

∂vσ
=

∂2um

∂vα∂vβ
+ Γm

ik(u)
∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
,

що й потрiбно було довести.

Нагадаємо, що частинна коварiантна похiдна векторного поля ξi визначалася як
проекцiя на дотичну площину похiдної дотичного векторного поля поверхнi форму-
лою, що включає символи Крiстофеля, а саме,

∇kξ
i =

∂ξi

∂uk
+ Γi

kjξ
j .

Виявляється, що така, "виправлена" похiдна, вже утворює тензор.

Твердження 3.10.1 Нехай ξ – векторне поле на рiмановому многовидi (Fn, g). Тодi
набiр функцiй

∇kξ
i =

∂ξi

∂uk
+ Γi

kjξ
j ,

де Γj
kj – символи Крiстофеля, становить тензор типу (1,1)

Доведення. Застосувавши формулу (3.10) i застосовуючи (3.11), знаходимо

∂ξi

∂uk
(u) =

∂ui

∂vα
∂ξα

∂vβ
∂vβ

∂uk
+
∂vβ

∂uk
∂2ui

∂vβ∂vα
ξα(v) =

∂ui

∂vα
∂ξα

∂vβ
∂vβ

∂uk
+

∂vβ

∂uk

(
Γσ
βα(v)

∂ui

∂vσ
− Γi

jm(u)
∂um

∂vα
∂uj

∂vβ

)
ξα(v) =

∂ui

∂vα
∂ξα

∂vβ
∂vβ

∂uk
+
∂vβ

∂uk
Γσ
βα(v)ξ

α(v)
∂ui

∂vσ
− Γi

jm(u)
∂um

∂vα
ξα(v)

∂vβ

∂uk
∂uj

∂vβ
=

∂ui

∂vσ

(
∂ξσ

∂vβ
+ Γσ

βα(v)ξ
α(v)

)
∂vβ

∂uk
− Γi

jm(u)ξm(u)δkj .

Остаточно, знаходимо(
∂ξi

∂uk
+ Γi

kmξ
m

)
(u) =

∂ui

∂vσ

(
∂ξσ

∂vβ
+ Γσ

βαξ
α

)
(v)

∂vβ

∂uk

що i завершує доказ.

Твердження 3.10.2 Пусть (Fn, g) рiмановий многовид. Тодi

∂kgij = Γs
ki gjs + Γs

kj gis. (3.12)
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Доведення. Використовуючи локальну параметризацiю r⃗ = r⃗ (u), запишемо

∂kgij = ∂k
⟨
∂ir⃗ , ∂j r⃗

⟩
=
⟨
∂kir⃗ , ∂j r⃗

⟩
+
⟨
∂ir⃗ , ∂kj r⃗

⟩
= Γki,j + Γkj,i = Γs

ki gjs + Γs
kj gis.

Вправа 3.10.1 Перевiрте, що

∂kg
ij = −Γi

ks g
sj − Γj

ks g
is. (3.13)

Формула для коварiантного диференцiювання векторних полiв, тобто тензорiв ти-
пу (1, 0), була нам вiдома. Для поля 1-форм, розглянемо наступну конструкцiю.

Нехай ω = ωm du
m – диференцiальна форма. Тодi ξi = gimωm є координати ве-

кторного поля. Використовуючи (3.13), знаходимо

∇kξ
i = ∂kξ

i + Γi
ksξ

s = ∂k(g
imωm) + Γi

ksg
smωm =

∂kg
imωm + gim∂kωm + Γi

ksg
smωm = (−Γi

ks g
sm − Γm

ks g
is)ωm + gim∂kωm + Γi

ksg
smωm =

gim∂kωm − Γm
ks g

isωm = gis
(
∂kωs − Γm

ks ωm

)
.

оскiльки всi використанi нами операцiї були тензорними, то набiр функцiй ∂kωs −
Γm
ks ωm утворює тензорне поле типу (0, 2). Покладемо за визначенням

∇kωs = ∂kωs − Γm
ks ωm. (3.14)

Для поля лiнiйного оператора (aij) природно визначити коварiантну похiдну форму-
лою

∇k a
i
j = ∂k a

i
j + Γi

ks a
s
j − Γs

kj a
i
s. (3.15)

Для тензорiв типу (p, q) визначимо коварiантну похiдну формулою

∇kT
i1...ip
j1...jq

=
∂T

i1...ip
j1...jq

∂uk
+ Γi2

kαT
αi2...ip
j1...jq

+ Γi1
kαT

i1α...ip
j1...jq

+ . . .+

Γ
ip
kαT

i1...ip−1α
j1...jq

− Γα
kj1T

i1...ip
αj2...jq

− . . .− Γα
kjqT

i1...ip
j1...jq−1α

. (3.16)

Отриманий тензор має тип (p, q + 1).
Композицiя тензорного множення i згортки дозволяє природним чином визначити

коварiантну похiдну одного векторного поля у напрямку iншого. А саме, якщо X i Y
– два векторних поля, то

∇XY := Xk∇kY.

Вiдмiтимо, що ∇XY є тензорне поле типу (1, 0). Тобто, диференцiювання векторного
поля у напрямку iншого векторного поля не виводить з класу векторних полiв.

Вправа 3.10.2 Покажiть, що для будь-яких гладких векторних полiв X,Y, Z i глад-
ких функцiй λ, µ похiдна векторного поля у напрямку має такi властивостi5

5Цi властивостi можуть бути покладенi в основу визначення зв’язностi на многовидi (Див. Кобаясi
К., Номiдзу К. Основи диференцiальної геометрiї.
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• ∇λX+µY Z = λ∇XZ + µ∇Y Z,

• ∇X(λY ) = ∂Xλ · Y + λ∇XY .

Зокрема, фiксоване векторне поле ξ задає поле лiнiйного оператора Aξ, що визначає-
ться формулою

AξX = −∇Xξ. (3.17)

Цей лiнiйний оператор називається оператором Номiдзу .
Зауважимо, що в доказi тензорного характеру коварiантною похiдною ми вико-

ристовували тiльки характер перетворення символiв Крiстофеля, але не використали
спосiб обчислення самих символiв. Це дає можливiсть дати наступне визначення.

Означення 3.10.1 Набiр функцiй Γj
ik на гладкому многовидi Fn, що змiнюються

при замiнi параметрiв за законом

Γµ
αβ(v) =

∂vµ

∂us

(
∂2us

∂vα∂vβ
+ Γs

ik(u)
∂ui

∂vα
∂uk

∂vβ

)
(3.18)

називається диференцiйно-геометричною або афiнною зв’язностю.

Як зазначалося, набiр функцiй зв’язностi не пiдкоряється тензорному закону пе-
ретворення. Однак легко помiтити, що набiр функцiй Γj

ik − Γj
ki перетвориться за тен-

зорним законом. Тензор
T j
ik = Γj

ik − Γj
ki

називається тензором крутiння аффiнної зв’язностi.

Вправа 3.10.3 Для векторних полiв X i Y , набiр функцiй T j
ikX

iY k утворює векторне
поле, що позначається як T (X,Y ). Покажiть, що

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

де [X,Y ] – векторне поле з координатами

[X,Y ]j = Xs∂Y
j

∂us
− Y s∂X

j

∂us
.

Векторне поле [X,Y ] називається комутатором, або дужкою Лi векторних полiв X
i Y .

Вправа 3.10.4 Покажiть, що для будь-яких векторних полiв X,Y i Z справедлива
тотожнiсть Якобi [

X, [Y, Z]
]
+
[
Y, [Z,X]

]
+
[
Z, [X,Y ]

]
= 0.

Це означає, що лiнiйний простiр векторних полiв утворює алгебру Лi.
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У загальному випадку Γj
ki ̸= Γj

ik. Якщо ж тензор крутiння зв’язностi тотожно нульо-
вий, тобто Γj

ik = Γj
ki, то зв’язнiсть називається зв’язнiстю без крутiння або симе-

тричною зв’язнiстю.
Наявнiсть зв’язностi на многовидi означає можливiсть визначити коварiантнi по-

хiднi тензорних полiв формулою (3.16). Як наслiдок, якщо aij – тензор типу (0, 2),
то

∇kaij =
∂aij
∂uk

− Γs
ki asj − Γs

kj ais.

Зв’язнiсть на рiмановому многовидi (Fn, g) називається узгодженої з метрикою або
метричною зв’язнiстю, якщо перша квадратична форма g паралельна вiдносно цiєї
зв’язностi, тобто ∇kgij = 0. Це означає, що

∂kgij = Γki,j + Γkj,i.

Симетрична зв’язнiсть, що узгоджена з метрикою називається рiмановою зв’язнiстю.

Твердження 3.10.3 Якщо Γj
ik – симетрична зв’язнiсть, узгоджена з метрикою на

рiмановому многовидi (Fn, g), то

Γik,j =
1

2

(
∂gij
∂uk

+
∂gkj
∂ui

− ∂gik
∂uj

)
, Γj

ik = gjmΓik,m.

Доведення. Розглянемо коварiантну похiдну

∇kgij =
∂gij
∂uk

− Γs
kigsj − Γs

kjgis = 0.

Позначимо, Γki,m = Γs
kigsm, тодi

∂gij
∂uk

= Γki,j + Γkj,i,
∂gkj
∂ui

= Γik,j + Γij,k
∂gik
∂uj

= Γji,k + Γjk,i.

Взявши суму перших двох виразiв i вiднiмаючи Третє знаходимо

1

2

(
∂gij
∂uk

+
∂gkj
∂ui

− ∂gik
∂uj

)
= Γik,j

Це означає, що символи Крiстофеля утворюють єдину рiманову зв’язнiсть на рима-
новому многовидi (Fn, g).

Виразом для коварiантної похiдної рiманової зв’язностi можна надати елегантний
вираз у виглядi так званої формули Кошуля.

Твердження 3.10.4 Для коварiантної похiдної векторних полiв вiдносно рiманової
зв’язностi справедлива наступна формула

2
⟨
∇XY,Z

⟩
g
= ∂X

⟨
Y,Z

⟩
g
+ ∂Y

⟨
X,Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
−

−
⟨
X, [Y,Z]

⟩
g
−
⟨
Y, [X,Z]

⟩
g
+
⟨
Z, [X,Y ]

⟩
g

(3.19)
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Доведення. Вираз для координатних функцiй коварiантної похiдної ∇XY запишемо
в виглядi

(∇XY )s = Xi(∂iY
s + Γs

ijY
j) := ∂XY

s + Γs(X,Y )

або, у векторнiй формi,
∇XY = ∂XY + Γ(X,Y ).

Вираз для символiв Крiстофеля першого роду звернемо з векторними полями

2Γij,kX
iY jZk = (Xi∂igjk)Y

jZk + (Y j∂j)gikX
iZk − (Zk∂kgij)X

iY j .

Тепер зауважимо, що

(Xi∂igjk)Y
jZk = Xi∂i(gjkY

jZk)− gjkXi∂iY
jZk − gjkY jXi∂iZ

k =

∂X
⟨
Y, Z

⟩
g
−
⟨
∂XY, Z

⟩
g
−
⟨
Y, ∂XZ

⟩
g
.

Вираз в лiвiй частинi рiвностi в наших позначеннях можна перетворити так

2Γij,kX
iY jZk = 2

⟨
Γ(X,Y ), Z

⟩
g
= 2
⟨
∇XY, Z

⟩
g
− 2
⟨
∂XY, Z

⟩
g
.

Таким чином, отримуємо

2
⟨
∇XY,Z

⟩
g
= 2
⟨
∂XY, Z

⟩
g
+ ∂X

⟨
Y, Z

⟩
g
−
⟨
∂XY, Z

⟩
g
−
⟨
Y, ∂XZ

⟩
g
+

∂Y
⟨
X,Z

⟩
g
−
⟨
∂YX,Z

⟩
g
−
⟨
X, ∂Y Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
+
⟨
∂ZX,Y

⟩
g
+
⟨
X, ∂ZY

⟩
g
=

∂X
⟨
Y, Z

⟩
g
+ ∂Y

⟨
X,Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
+
⟨
[X,Y ], Z

⟩
g
+
⟨
[Z,X], Y

⟩
+
⟨
X, [Z, Y ]

⟩
g
=

∂X
⟨
Y, Z

⟩
g
+ ∂Y

⟨
X,Z

⟩
g
− ∂Z

⟨
X,Y

⟩
g
−
⟨
X, [Y, Z]

⟩
g
−
⟨
Y, [X,Z]

⟩
g
+
⟨
Z, [X,Y ]

⟩
.

Вiрно i зворотне, якщо зв’язнiсть задовольняє властивостi (3.19), то вона є рiмановою.

3.11 Тензор кривини рiманового многовиду.

Якщо ξ это C2-гладке векторне поле на площинi або в евклiдовому просторi, що задане
в декартових координатах, то

∂i∂kξ = ∂k∂iξ.

У загальному випадку слiд обчислювати коварiантнi похiднi векторного поля. Чи
будуть вони комутувати?

Нехай ξ — векторне поле. Розглянемо рiзницю ∇k∇iξ −∇i∇kξ. Маємо,

∇iξ
m =

∂ξm

∂ui
+ Γm

ij ξ
j .

Далi,

∇k(∇iξ
m) =

∂

∂uk

(
∂ξm

∂ui
+ Γm

ij ξ
j

)
+ Γm

ks

(
∂ξs

∂ui
+ Γs

ijξ
j

)
− Γt

ki

(
∂ξm

∂ut
+ Γm

tj ξ
j

)
=

∂2ξm

∂uk∂ui
+
∂Γm

ij

∂uk
ξj + Γm

ij

∂ξj

∂uk
+ Γm

ks

∂ξs

∂ui
+ Γm

ksΓ
s
ijξ

j − Γt
ki

∂ξm

∂ut
− Γt

kiΓ
m
tj ξ

j .
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Помiнявши iндекси i→ k i k → i, знаходимо

∇i∇kξ
m =

∂2ξm

∂ui∂uk
+
∂Γm

kj

∂ui
ξj + Γm

kj

∂ξj

∂ui
+ Γm

is

∂ξs

∂uk
+ Γm

isΓ
s
kjξ

j − Γt
ik

∂ξm

∂ut
− Γt

ikΓ
m
tj ξ

j .

Вiднiмаючи, знаходимо

∇k∇iξ −∇i∇kξ =

∂Γm
ij

∂uk
ξj −

∂Γm
kj

∂ui
ξj + Γm

ksΓ
s
ijξ

j − Γm
isΓ

s
kjξ

j =

ξj
(
∂Γm

ij

∂uk
−
∂Γm

kj

∂ui
+ Γm

ksΓ
s
ij − Γm

isΓ
s
kj

)
. (3.20)

Лiва частина отриманої рiвностi має тензорний характер. Отже, права частина визна-
чає деякий тензор, який називається тензором Рiмана.

Означення 3.11.1 Тензором кривини або тензором Рiмана типу (1, 3) називає-
ться тензор з компонентами

Rm
jki =

∂Γm
ij

∂uk
−
∂Γm

kj

∂ui
+ Γm

ksΓ
s
ij − Γm

isΓ
s
kj ,

де Γm
ij – компоненти рiманової зв’язностi (символи Крiстофеля).

Опустивши верхнiй iндекс за допомогою метричного тензора, отримаємо тензор кри-
вини типу (0,4):

Rmjki =
∂Γij,m

∂uk
−
∂Γkj,m

∂ui
+ Γs

kjΓmi,s − Γs
ijΓmk,s.

Тензор Рiмана володiє легко перевiряючими симетрiями вiдносно iндексiв виду

Rmjki = −Rmjik, Rmjki = −Rjmki, Rmjki = Rkimj

i
Rmjki +Rmkij +Rmijk = 0 (алгебраїчна тотожнiсть Б’янкi),

тому не всi його компоненти є суттевими.

Вправа 3.11.1 Покажить, що тензор Рiмана задовольняє диференцiальнiй тото-
жностi Б’янкi

∇sR
m
jki +∇kR

m
jis +∇iR

m
jsk.

Твердження 3.11.1 Тензор Рiмана тотожно дорiвнює нулю тодi i тiльки тодi,
коли iснує локальна система координат вiдносно якої всi символи Крiстофеля то-
тожно нульовi.
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Доведення. Розглянемо перетворення символiв Крiстофеля (3.18) i будемо вимагати
виконання тотожностi Γσ

αβ(v) = 0. Для цього необхiдно i достатньо, щоб мала рiшення
система диференцiальних рiвнянь

∂2um

∂vα∂vβ
+ Γm

ik(u)
∂uk

∂vβ
∂ui

∂vα
= 0.

Умовою iнтегрованостi цiєї системи є тотожнiсть

∂

∂vλ

(
∂2um

∂vα∂vβ

)
=

∂

∂vβ

(
∂2um

∂vα∂vλ

)
.

Для спрощення викладок, введемо такi позначення

(u1, . . . , un) := u, ∂uk

∂vα := ∂αu
k, ∂2um

∂vα∂vβ
:= ∂αβu

m, . . . ,(
Γ(∂βu, ∂αu

)m
= Γm

ik∂βu
k∂αu

i.

У цих позначеннях система рiвнянь доведеться до "векторної" формi

∂αβu = −Γ(∂βu, ∂αu).

Тодi

∂λ(∂αβu) = −(∂λΓ)(∂βu, ∂αu)− Γ(∂λβu, ∂αu)− Γ(∂βu, ∂λα) =

− (∂λΓ)(∂βu, ∂αu) + Γ(Γ(∂λu, ∂βu), ∂αu) + Γ(∂βu,Γ(∂λu, ∂αu)).

Отже,

∂β(∂αλu) = −(∂βΓ)(∂λu, ∂αu) + Γ(Γ(∂βu, ∂λu), ∂αu) + Γ(∂λu,Γ(∂βu, ∂αu)).

Вiднiмаючи, знаходимо

∂λ(∂αβu)− ∂β(∂αλu) =
(∂βΓ)(∂λu, ∂αu)− (∂λΓ)(∂βu, ∂αu) + Γ(∂βu,Γ(∂λu, ∂αu))− Γ(∂λu,Γ(∂βu, ∂αu)).

Нарештi, зауважимо, що ∂βΓ
m
ik(u) =

(
∂

∂ujΓ
m
ik

)
∂uj

∂vβ
. Тому, повертаючись до iндексних

позначень, отримуємо

∂λ(∂αβu)− ∂β(∂αλu) =(
∂jΓ

m
ik − ∂kΓm

ij + Γm
jsΓ

s
ik − Γm

ksΓ
s
ij

)∂uj
∂vβ

∂uk

∂vλ
∂ui

∂vα
= Rm

ijk

∂uj

∂vβ
∂uk

∂vλ
∂ui

∂vα
= 0.

В силу невиродженостi матриць Якобi, остання рiвнiсть можлива тодi i тiльки тодi,
коли Rm

ijk = 0.

Вправа 3.11.2 Покажiть, що рiмановий многовид Fn допускає локальну параме-
тризацiю, вiдносно якої коефiцiєнти першої фундаментальної форми постiйнi тодi
i тiльки тодi, коли iснує параметризацiя вiдносно якої всi символи Крiстофеля то-
тожно нульовi.
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Тензор Рiмана може бути виражений в iнварiантних, бескоординатних термiнах. Для
початку трохи аналогiї. Для C2 гладкої функцiї f : Fn → R згортка форми першого
диференцiала df = ∂f

∂ui з векторним полем X має вигляд Xi ∂f
∂ui = ∂Xf := df(X).

Другий диференцiал функцiї f визначає симетричну 2-форму ∂2f
∂ui∂uk du

iduk, згор-
тка якої з двома векторними полями X i Y задає симетричну бiлiнiйну форму
(d2f)(X,Y ) = ∂2f

∂ui∂ukX
iY k. Аналогом форми першого диференцiала для векторного

поля ξ є форма коварiантного диференцiала Dξ = ∇iξdu
i згортка якого з векторним

полем X має вигляд Xi∇iξ = ∇Xξ := (Dξ)(X). Аналогом форми другого диференцiа-
ла функцiї є (векторнозначна) форма другого коварiантного диференцiала векторного
поля ξ, а саме

(D2ξ)(X,Y ) = XiY k∇i∇kξ.

Користуючись правилом Лейбнiца для коварiантної похiдної, отримуємо

∇X(∇Y ξ) = Xi∇i(Y
k∇kξ) = Xi∇iY

kξ +XiY k∇i∇kξ = ∇∇XY ξ + (D2ξ)(X,Y ).

Звiдси випливає, що
(D2ξ)(X,Y ) = ∇X∇Y ξ −∇∇XY ξ.

Отримана форма може бути розкладена на симетричну i кососиметричну компоненти
у виглядi

(D2ξ)(X,Y ) =
1

2

(
(D2ξ)(X,Y ) + (D2ξ)(Y,X)

)
+

1

2

(
(D2ξ)(X,Y )− (D2ξ)(Y,X)

)
.

Кососиметрична частина отриманого виразу збiгається з виразом (3.20), якщо останнє
згорнути з X и Y . З iншого боку,

(D2ξ)(X,Y )− (D2ξ)(Y,X) = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[XY ]ξ

i отже, iнварiантне вираження для (згорнутого з векторними полями) тензора криви-
ни має вигляд

R(X,Y )ξ = (D2ξ)(X,Y )− (D2ξ)(Y,X) = ∇X∇Y ξ −∇Y∇Xξ −∇[XY ]ξ.

i є мiрою несиметричностi форми другого коварiантного диференцiала векторного
поля.

Вправа 3.11.3 Покажiть, що вираз для тензора кривини в термiнах оператора Но-
мiдзу (3.17) має вигляд

R(X,Y )ξ = (∇YAξ)X − (∇XAξ)Y.

Якщо ξ – поле одиничних нормалей сiмейства гiперповерхонь (заданих, наприклад,
рiвнянням f(u1, . . . , un) = const), то Aξ є полем операторiв Вейнгартена для кожної
з поверхонь i отриманий вираз збiгається з рiвнянням Кодаццi.

Вправа 3.11.4 Доведiть iнварiантне вираження для алгебраїчної тотожностi
Б’янкi

R(X,Y )Z +R(Y,Z)X +R(Z,X)Y = 0.

Вказiвка: алгебраїчна тотожнiсть Б’янкi зводиться до тотожностi Якобi для вектор-
них полiв.
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Вправа 3.11.5 Покажiть, що iнварiантне вираження для коварiантної похiдної
тензора Рiмана має вигляд

(∇WR)(X,Y )Z = ∇W

(
R(X,Y )Z

)
−R(∇WX,Y )Z −R(X,∇WY )Z −R(X,Y )∇WZ.

Покажiть, що iнварiантна диференцiальна тотожнiсть Б’янкi має вигляд

(∇WR)(X,Y )Z + (∇XR)(Y,W )Z + (∇YR)(W,X)Z = 0.

Тензор Рiмана називається тензором кривини зважаючи на наступну конструкцiю.
Нехай (Fn, g) – рiмановий многовид. Зафiксуємо точку q ∈ Fn i виберемо два орто-
нормованих дотичних вектори X,Y ∈ TqF

n. Позначимо через F 2 ⊂ Fn двовимiрну
поверхню, утворену всiлякими геодезичними, що виходять з точки q в напрямку всi-
ляких одиничних дотичних векторiв, що лежать в площинi векторiв X i Y . Оберемо
одиничний вектор ξ ∈ TqF 2 i розглянемо паралельне перенесення вектора ξ за малим
замкнутим контуром ∂σ, що обмежує однозв’язну область σ на поверхнi F 2. За Лемою
2.14.2, результат паралельного перенесення утворює з вихiдним вектором ξ кут ∆φ,
що дорiвнює

∆φ =

∫∫
σ

K dS,

де K – Гауссова кривина F 2 в областi, що обмежена цим контуром. Тодi границя

lim
σ→q

∆φ

S(σ)
= K(q)

називається кривиною рiманового многовиду Fn в точцi q в двовимiрному напрямку
(X,Y ) або, коротко, секцiйною кривиною KXY (q). Можна показати [15], що секцiйна
кривина рiманового многовиду виражається через тензор Рiмана за формулою

K(X,Y ) =
RijklX

iY jXkY l

(gikgjl − gilgjk)XiY jXkY l
.

Цьому виразу можна надати бiльш ясний вигляд.
Нехай X, Y , Z i U дотичнi вектори в точцi q ∈ Fn. Розглянемо згортку

Rm(X,Y )Z = Rm
ijkZ

iXjY k.

Це тензор типу (1,0), тобто вектор в точцi q. Тодi⟨
R(X,Y )Z,U

⟩
g
= gmlR

m
ijkZ

iXjY kU l = RlijkZ
iXjY kU l.

Вираз в знаменнику перетвориться до виду

(gikgjl − gilgjk)XiY jXkY l =

gikX
iXk · gjlY jY l − gilXiY k · gjkXkY j = |X|2g |Y |2g −

⟨
X,Y

⟩2
g
.

i висловлює квадрат площi паралелограма, натягнутого на вектори X i Y . Таким
чином,

Kq(X,Y ) =

⟨
R(X,Y )Y,X

⟩
g

|X|2g |Y |2g −
⟨
X,Y

⟩2
g

Секцiйна кривина визначає тензор кривини в тому сенсi, що якщо вiдома секцiйна
кривина за всiма двовимiрним напрямками, то вiдомий i тензор кривини [17].
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Вправа 3.11.6 Покажiть, що для тензора кривини справедливий вираз

6
⟨
R(X,Y )Z,U

⟩
= K(X + U, Y + Z)−K(X + U, Y )−K(X + U,Z)−K(X,Y + Z)−

K(U, Y + Z) +K(X,Z) +K(U,Z)−K(Y + U,X + Z) +K(Y + U,X)+

K(Y + U,Z) +K(Y,X + Z) +K(U,X + Z)−K(Y, Z)−K(U,Z). (3.21)

Поверхнi, секцiйна кривина яких не залежить вiд точки i двовимiрного напрямку
називаються поверхнями (просторами) постiйної кривини. Насправдi, вимога незале-
жностi вiд точки зайва, тому що справедлива [16]

Теорема 3.11.1 (Shur) Якщо секцiйна кривина простору в кожнiй точцi не зале-
жить вiд вибору двовимiрного напрямку, то вона не залежить i вiд вибору точки.

Для просторiв постiйної кривини c тензор Рiмана влаштований дуже просто, а саме

R(X,Y )Z = c
(⟨
Y, Z

⟩
g
X −

⟨
X,Z

⟩
g
Y
)
.

3.11.1 Тензор Рiччi та скалярна кривина

Тензор Рiмана в великих розмiрностях мiстить значну кiлькiсть суттєвих компонент,
а саме n2(n2−1)

12 . Для спрощення ситуацiї, можна розглядати згортку тензора Рiмана
за деякою парою iндексiв. В геометрiї використовується згортка тензора Рiмана виду

Rik = Rs
isk.

Отриманий тензор симетричний за iндексами (i, k) i називається тензором Рiччi . Цей
тензор має n(n+1)

2 iстотних компонент i значно простiше тензора Рiмана. З iншого
боку, вiн мiстить менше iнформацiї про геометрiю простору. Тензор Рiччi має тип
(0,2). Пiдняттям iндексу, визначається тензор Рiччi типу (1,1), а саме

Ri
k = gisRsk.

Кривиною Рiччi в напрямку одиничного вектору X називається величина

Ric(X) = RikX
iXk.

Простори з постiйною кривиною Рiччi називаються Ейнштейновими. Тензор Рiччi
таких просторiв пропорцiйний метричному тензору

Rik = λ gik.

Останнє рiвняння (як рiвняння вiдносно метричного тензору) було знайдено А. Ейн-
штейном як рiвняння гравiтацiйного поля в вакуумi.

Геометричний сенс кривини Рiччi можна описати через секцiйнi кривини насту-
пним чином. Нехай X — даний одиничний вектор. Доповнимо його до ортонормова-
ного репера (e1, . . . , en−1, X). Тодi

Ric(X) =

n−1∑
α=1

K(eα, X).
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Ще менше iнформацiї мiстить скалярна кривина простору, що обумовлена ??як згор-
тка тензора Рiччi типу (1,1), а саме

r = Rs
s

Скалярна кривина є функцiя точки поверхнi. Неважко бачити, що в рiвняннi Ейн-
штейна λ = r/n.

3.12 Диференцiальнi оператори Бельтрамi: градiєнт i ла-
пласiан

.
Нагадаємо, що якщо ω = ωidu

i – диференцiальна 1-форма, а X = Xi∂i – векторне
поле, то значенням форми ω на векторному полi X називається функцiя

ω(X) =
∑
i

ωiX
i.

Ясно, що ця функцiя може розглядатися як згортка тензорного добутку ω ⊗X. Так,
наприклад, якщо ω = df = ∂if du

i є форма першого диференцiала гладкої функцiї на
многовидi, то

df(X) = ∂if X
i = ∂Xf

є похiдна функцiї f за напрямком векторного поля X.

Означення 3.12.1 Векторне поле

(grad f)i = gis∂sf,

двоїсте 1-формi першого диференцiалу гладкої функцiї f : Fn → IR, називаеться
полем градiєнта функцiї f .

Геометричний сенс векторного поля градiєнта прояснює наступне твердження.

Твердження 3.12.1 Нехай f : Fn → IR – гладка функцiя. Тодi векторне поле гра-
дiєнта є полем нормалей поверхнi рiвня f(u1, . . . , un) = const i визначає напрямок
найбiльшого зростання/зниження функцiї f .

Доведення. Нехай p ∈ Fn – довiльна точка i γ : I → Fn – гладка крива на поверхнi
рiвня, що проходить через точку p. Будемо враховувати, що γ(0) = p. Тодi

f(u1(t), . . . , un(t)) ≡ 0.

Тому
d

dt
f = ∂if

dui

dt
≡ 0.

Отже, в точцi p
df(γ′(0)) = 0
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для будь-якої кривої, що проходить через точку p. Тобто, для будь-якого дотичного
вектора X ∈ TpFn,

df(X) = ∂if X
i = gikg

kj∂jf X
i =

⟨
grad f,X

⟩
g
= 0,

що доводить першу властивiсть.
Розглянемо всiлякi натурально параметризованi кривi γ (s), що проходять через

точку p (s = 0) i будемо шукати напрямок в точцi p, що дає екстремуми функцiї

f ′(s) = (f ◦ γ )′ = ∂f · γ ′

в точцi p. Оскiльки для непостiйнiй функцiї f критичнi точки функцiй f ′ i (f ′)2

збiгаються, то будемо вирiшувати завдання на умовний екстремум саме для (f ′)2.
Покладемо γ ′(0) = X з умовою gikX

iXk = 1. Тодi наша задача зводиться до задачi
на умовний екстремум функцiї

(∂ifX
i)2 = ∂if∂kfX

iXk = ΦikX
iXk = XtΦX,

де ми позначили Φ = (Φik) = (∂if∂kf). Вiдповiдна функцiя Лагранжа має вигляд

L = XtΦX − λXtgX = (Φik − λ gik)XiXk.

Диференцiювання L по Xi дає систему лiнiйних рiвнянь

(Φik − λ gik)Xk = 0 ∼ (Φ− λ g)X = 0

Множення останньої системи на Xt, з урахуванням рiвняння зв’язку, дає:

XtΦX = λ.

Значить, множники Лагранжа i є шуканi екстремуми. Так ранг матрицi Φ дорiвнює
1, то характеристичне рiвняння det(Φ− λ g) = 0 має вигляд

λn − trace (g−1Φ)λn−1 = 0,

тобто, єдине нульове власне значення дорiвнює

λ = trace (g−1Φ) = gik∂if∂kf = | grad f |2g.

що й потрiбно було довести.

Означення 3.12.2 Першим диференцiальним оператором Бельтрамi ∇(·, ·) нази-
вається диференцiйний оператор на гладких функцiях f : Fn → IR, дiючий за прави-
лом

∇(f, f) = | grad f |2g.

Вiдповiдний бiлiнiйну оператор має вигляд ∇(φ, f) =
⟨
gradφ, grad f

⟩
g
.
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Означення 3.12.3 Дивергенцiєю векторного поля X на рiмановому многовидi
(Fn, g) називається функцiя

div (X) =
∑
i

∇iX
i

Iншими словами, дивергенцiя векторного поля є слiдом матрицi його коварiантних
похiдних.

Нехай Fn−1 ⊂ Fn – сiмейство гiперповерхонь рiвня деякої гладкої функцiї f :

f(u1, . . . , un) = const.

Тодi

ξ :=
grad f

| grad f |
є полем одиничних нормалей на кожнiй з таких гiперповерхонь. Оператор Вейнгарте-
на для гiперповерхнi визначається так само як i для поверхнi в E3, а саме,

AX = −∇Xξ,

де X – дотичне векторне поле на гiперповерхнi. Функцiя

H =
1

n− 1
trace(A)

називається середньою кривиною гiперповерхнi.

Твердження 3.12.2 Середня кривина гiперповерхнi

f(u1, . . . , un) = c

в рiмановому просторi (Fn, g) може бути обчислена за формулою

H
∣∣∣
f=c

= − 1

n− 1
div
( grad f

| grad f |

)∣∣∣
f=c

.

Доведення. Дiйсно, позначимо через ∂i – координатний базис на гiперповерхнi f = c.
Якщо ξ(c) – одиничне нормальне векторне поле цiєї гiперповерхнi, то

∇∂iξ(c) = −a
k
i (c)∂k.

Тодi
aik(c) = −gis

⟨
∇∂kξ, ∂s

⟩
g
= −gisgsm∇∂kξ

m(c) = ∇∂kξ
i(c)

а значить
trace(A(c)) = −∇∂iξ

i
∣∣∣
f=c

= −div(ξ)
∣∣∣
f=c

.

Вважаючи ξ = grad f
| grad f | , отримаємо необхiдне.

Вправа 3.12.1 Перевiрте справедливiсть формули

div(f ·X) =
⟨
grad f,X

⟩
g
+ f · div(X).

для будь-якої гладкої функцiї f .
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Як наслiдок, випишемо формулу для геодезичної кривини кривої, заданої неявно,
на двовимiрнiй поверхнi.

Вправа 3.12.2 Покажiть, що

• геодезична кривина кривої f(u1, u2) = c на двовимiрнiй поверхнi виражається
формулою

kg = −div
( grad f

| grad f |

)∣∣∣
f=c

= −
( ∆f

| grad f |g

∣∣∣
f=c

+∇
(
φ,

1

| grad f |g

) ∣∣∣
f=c

)
;

• вираз для середньої кривини гiперповерхнi f(u1, . . . , un) = c в рiмановому про-
сторi (Fn, g) може бути приведене до вигляду

H
∣∣∣
f=c

= − 1

n− 1

(
∆f

| grad f |g

∣∣∣
f=c

+∇
(
f,

1

| grad f |g

) ∣∣∣
f=c

)
.

• середня кривина координатної гiперповерхнi uk = c = const може бути зведена
до формули

H
∣∣∣
uk=c

= − 1

n− 1

1√
gkk

(
−gijΓk

ij +
1

gkk
gikgjkΓk

ij

) ∣∣∣
uk=c

=

1

n− 1

(
1

(gkk)3/2

∣∣∣∣ gkk gki

gkj gij

∣∣∣∣Γk
ij

)
uk=c

.

Якщо на данiй гiперповерхнi f(u1, . . . , un) = const вектор градiєнта не обертається
на нуль, то вздовж цiєї гiперповерхнi визначено поле одиничних нормалей ξ = grad f

| grad f | .
Позначимо через x1 натуральний параметр на кожнiй з геодезичних, проведених у
напрямку вектора ξ. В силу невиродженостi градiєнта, сама гiперповерхня f = const
допускає локальну параметризацiю деякими параметрами (x2, . . . , xn). Прийнявши
(x1, x2, . . . , xn) в якостi нових параметрiв на Fn, ми отримаємо локальне завдання
гiперповерхнi f = const рiвнянням x1 = 0 i, очевидно, g11 = 1, g1α(0, x2, . . . , xn) =
0 (α = 2, . . . , n). Записавши рiвняння геодезичних в нових координатах побачимо, що
∂g1α
∂x1

= 0. Отже, g1α ≡ 0 i перша фундаментальна форма для Fn зведеться до виду
[16]

ds2 = (dx1)2 + gαβ(x
1, x2, . . . , xn)dxαdxβ.

Звiдси видно, що сiмейство еквiдистантних поверхонь (x1 = const) утворює сiмей-
ство гiперповерхонь, ортогональних побудованому сiмейству геодезичних. Побудова-
на параметризацiя є аналогом напiвгеодезичнiй системи координат на двовимiрнiй
поверхнi.

В курсi аналiзу оператор Лапласа визначався на C2-гладких функцiях формулою

∆f = div(grad f).

Оператор Лапласа-Бельтрамi визначається такою ж самою формулою, але в при-
пущеннi, що дивергенцiя i градiєнт обчислюються в довiльнiй криволiнiйнiй системi
координат.
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Твердження 3.12.3 Нехай f : Fn → IR – C2- гладка функцiя на рiмановому много-
видi (Fn, g). Тодi

∆f = div (grad f) = gmk(∂mkf − Γi
mk∂if).

Доведення. Враховуючи, що ∇k(g
mk) = 0, знаходимо

div (grad f) =

∇k(grad f)
k = ∇k(g

mk∂mf) = gmk∇k(∂mf) = gmk(∂mkf − Γi
mk∂if),

що i завершує доказ.

Нагадаємо, що в декартових координатах лапласiан функцiї може бути виражений
ще i як слiд матрицi других похiдних, тобто гессiана функцiї. Аналогом гессiану в
криволiнiйних координатах є наступна конструкцiя.

Нехай ω = df – форма першого диференцiала гладкої функцiї. Коварiантна похiдна
форми ω має вигляд

∇kωi =
∂ωi

∂uk
− Γm

ikωm =

(
∂2f

∂ui∂uk
− Γm

ik

∂f

∂um

)
,

є симетричною бiлiнiйною матрицею i називається Гессiаном функцiї на многовидi.
Таким чином,

(Hessf )ik =

(
∂2f

∂ui∂uk
− Γm

ik

∂f

∂um

)
.

Формою Гессе функцiї f називається симетрична бiлiнiйна форма

Hessf (X,Y ) = (Hessf )ikX
iY k.

У цих термiнах лапласiан є повною згорткою тензору g−1 ⊗Hessf , тобто

∆f = gik(Hessf )ik.

Функцiя на поверхнi називається гармонiчною, якщо оператор Лапласа-Бельтрамi
вiд неї дорiвнює нулю:

∆f = gik∇ikf = gik(∂ik − Γm
ik∂mf) = 0,

Ненульова функцiя f називається власною функцiєю оператора Лапласа - Бельт-
рамi, якщо iснує таке число λ, що

∆f = λf.

Набор чисел λ1 ≤ λ2 ≤ . . . називається спектром оператора Лапласа - Бельтра-
мi. Власнi функцiї оператора Лапласа-Бельтрамi на одиничнiй сферi називаються
сферичними гармонiками i вiдносяться до класу спецiальних функцiй.6

Твердження 3.12.4 Поверхня F 2 ⊂ E3 мiнiмальна тодi i тiльки тодi, коли коор-
динатнi функцiї її конформної параметризацiї є гармонiчними функцiями.

6Детальнiше див. Г. Корн, Т. Корн. Довiдник з математики для iнженерiв i науковцiв.
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Доведення. Вiдносно конформної параметризацiї, перша фундаментальна форма по-
верхнi має вигляд

ds2 = e2σ
(
(du1)2 + (du2)2

)
.

Тодi

g =

(
e2σ 0
0 e2σ

)
, g−1 =

(
e−2σ 0
0 e−2σ

)
Порахуємо символи Крiстофеля:

Γ1
11 = ∂1σ, Γ1

12 = ∂2σ, Γ1
22 = −∂1σ;

Γ2
11 = −∂2σ, Γ2

12 = ∂1σ, Γ2
22 = ∂2σ.

Тодi

∆f = gik
(

∂2f

∂ui∂uk
− Γm

ik

∂f

∂um

)
=

e−2σ

(
∂2f

(∂u1)2
+

∂2f

(∂u1)2
− (Γm

11 + Γm
22)

∂f

∂um

)
= e−2σ∆0f.

де через ∆0 позначений Евклiдовий Лапласiан функцiї, тобто Лапласiан функцiї в
Декартових координатах. Звiдси

∆f = 0 ⇔ ∆0f = 0.

Розглянемо конформну параметризацiю поверхнi

r⃗ = {φ1(u1, u2), φ(u1, u2), φ3(u1, u2)}, (u1, u2) ∈ D, φi : D → R.

Використовуючи розкладання Вейнгартена

∂ikr⃗ = Γm
ik∂mr⃗ + bikn⃗,

знайдемо

∆0r⃗ =
∑
i

∂iir⃗ = (Γm
11 + Γm

22)∂mr⃗ + (b11 + b22)n⃗ = (b11 + b22)n⃗.

Зауважимо, що

H =
1

2
trace A =

1

2
trace (g−1B) =

1

2
trace

[(
e−2σ 0
0 e−2σ

)(
b11 b12
b12 b22

)]
=

1

2
e−2σ(b11 + b22).

Значить, H = 0 тодi i тiльки тодi, коли ∆0r⃗ = 0.

Вправа 3.12.3 Довести, що в E3 не iснує замкненої мiнiмальної поверхнi.
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Як вiдомо, дiйсна i уявна частини голоморфної функцiї комплексної змiнної є гар-
монiйними функцiями. Ця обставина дозволяє будувати велику кiлькiсть прикладiв
мiнiмальних поверхонь i називається поданням Вейерштрасса-Еннепера для мiнiмаль-
ної поверхнi7. Введемо на мiнiмальнiй поверхнi з радiусом-вектором x = (x1, x2, x3)
конформнi (iзотермiчнi) координаты (u1, u2) i позначимо z = u1 + iu2. У цих коорди-
натах лiнiйний елемент має вигляд ds2 = Λ(du21 + du22). Пусть

φk(z) =
∂xk

∂u1
− i∂x

k

∂u2
(3.22)

оскiльки ∂xk

∂uj
при j = 1, 2– пов’язанi гармонiйнi функцiї, то φk(z) аналiтичнi функцiї.

Тодi отримаємо рiвняння

3∑
k=1

φ2
k(z) =

3∑
k=1

{(
∂xk

∂u1

)2

− 2i
∂xk

∂u1

∂xk

∂u2
−
(
∂xk

∂u2

)2
}

= 0 (3.23)

де ми використовували ту обставину, що координати iзотермiчнi:(
∂x

∂u1

)2

=

(
∂x

∂u2

)2

,
∂x

∂u1

∂x

∂u2
= 0.

Крiм того, маємо

∑
k

|φk(z)| 2 =
∑
k

{(
∂xk

∂u1

)2

+

(
∂xk

∂u2

)2
}

= 2Λ (3.24)

Розглянемо рiвняння (3.23). Це рiвняння можна вирiшити за допомогою двох компле-
ксних аналiтичних функцiй f i g. Покажемо, що для функцiй φk, що задовольняють
рiвняння (3.23), iснує уявлення

φ1 =
f

2
(1− g2), φ2 =

if

2
(1 + g2), φ3 = fg (3.25)

Насамперед зазначимо, що так заданi функцiї φk дiйсно задовольняють рiвняння
(3.23). Пiдстановка в рiвняння дає тотожнiсть

1

4
f2(1− 2g2 + g4)− 1

4
f2(1 + 2g2 + g4) + f2g2 ≡ 0

Назад, якщо вiдомi функцiї φk, що задовольняють рiвняння (3.23), то функцiї f i g
визначимо наступним чином

f = φ1 − iφ2, g =
φ3

φ1 − iφ2
(3.26)

Покажемо, що за допомогою так визначених функцiй f i g, функцiй φk представля-
ються у виглядi (3.25). Дiйсно, маємо з (3.26) очевидну рiвнiсть

φ3 = fg

7Тут ми використовуємо викладки з [2]
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Далi, рiвняння (3.23) можна записати так

(φ1 − iφ2)(φ1 + iφ2) = −φ2
3

Звiдси знаходимо

φ1 + iφ2 = −
φ2
3

φ1 − iφ2
= −

(
φ3

φ1 − iφ2

)2

(φ1 − iφ2) = −fg2

За допомогою цiєї рiвностi i виразу для f в (3.26) знаходимо

2φ1 = f − fg2, −2iφ2 = f + fg2

тобто маємо вирази (3.25). Для регулярної поверхнi функцiї φk(z) повиннi бути ре-
гулярнi. Це накладає певнi умови на поведiнку функцiй f i g. В областi змiни ком-
плексної змiнної z функцiя g(z) може бути довiльною мероморфною функцiєю, в той
час як f(z)– аналiтична функцiя. При цьому, якщо в деякiй точцi z функцiя g(z) має
полюс порядку m, то f повинна мати в цiй точцi нуль порядку не менш 2m. В iншо-
му випадку в цiй точцi φ1 була б необмежена. Але i бiльший порядок нуля, нiж 2m
функцiя f не може мати, оскiльки в iншому випадку φk = 0, k = 1, 2, 3 тобто базиснi
дотичнi вектори xu1 i xu2 дорiвнюють нулю, що неможливо.

Має мiсце уявлення

2x1 = Re
∫
f(1− g2) dz + c1

2x2 = Re
∫
if(1 + g2) dz + c2

x3 = Re
∫
fg dz + c3

(3.27)

Дiйсно, маємо приклад для першої компоненти радiус-вектора

2x1 = 2Re

∫
φ1dz + c1 = Re

∫
f(1− g2) dz + c1

В якостi незалежної комплексної змiнної можна взяти i g. Тодi отримаємо класичне
уявлення Вейерштрасса-Еннепера

x1 = ℜ
∫
F (g)(1− g2) dg + a1

x2 = ℜ i
∫
F (g)(1 + g2) dg + a2

x3 = ℜ
∫
2F (g)g dg +a3

(3.28)

де F (g) = 1
2f

dz
dg – називається функцiєю Вейєрштрасса. Якщо в цих формулах покла-

сти F (g) = 1, то отримаємо поверхню Еннепера, при F = − 1
2g2

отримаємо катеноїд.
Функцiя F = 1/

√
1− 14g4 + g8 вiдповiдає поверхнi Г.А. Шварца. Поверхня Хеннебер-

га виходить при F = 1− 1
g4

.

Ротор векторного поля. Поле Кiллiнга.

Нехай ξ – векторне поле на поверхнi. Позначимо через ω – форму, двоїсту векторному
полю ξ. Тодi

ωi = gikξ
k.
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Ротором векторного поля ξ називається кососиметрична 2-форма rot ξ, що визнача-
ється формулою

(rot ξ)ik = ∇iωk −∇kωi.

Векторне поле називається замкнутим, якщо його ротор дорiвнює нулю.

Вправа 3.12.4 Покажiть, що якщо дане визначення узгоджується з визначенням
ротора з векторного аналiзу в R3.

Векторне поле ξ називається полем Кiллiнга (або Кiллiнговим), якщо воно задоволь-
няє рiвнянню

∇iωk +∇kωi = 0,

де ω – двоїста 1- форма.

Вправа 3.12.5 Покажiть, що одиничне векторне поле ξ є полем Кiллiнга тодi i
тiльки тодi, коли ⟨

∇Xξ, Y
⟩
g
= −

⟨
∇Y ξ,X

⟩
g
.

Остання рiвнiсть означає, що оператор Номiдзу Aξ : X → −∇Xξ є кососиметричним
лiнiйним оператором.

Вправа 3.12.6 Покажiть, що якщо оператор Aξ симетричний, то iнтегральнi
траєкторiї поля ξ являються геодезичними лiнiями, а саме поле є полем одиничних
нормалей деякого сiмейства гiперповерхонь.
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