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Óðàâíåíèÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé 

 
Êóñî÷íî-íåïðåðûâíûå ôóíêöèè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðèêëàäíûõ 

íàóêàõ. Îíè ñîñòîÿò èç êóñêîâ íåñêîëüêèõ ôóíêöèé è ìîãóò áûòü 
ïðåäñòàâëåíû ðàçëè÷íûìè âûðàæåíèÿìè íà ðàçëè÷íûõ ó÷àñòêàõ èçìåíåíèÿ 
àðãóìåíòà. Ìîæíî ðàáîòàòü ñ òàêèìè ôóíêöèÿìè, èñïîëüçóÿ èõ êóñî÷íóþ 
ïðèðîäó, íî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå ðàáîòàòü ñ åäèíûì «àíàëèòè÷åñêèì» 
âûðàæåíèåì òàêîé ôóíêöèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè 
âðó÷íóþ, òî êóñî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ íàèáîëåå 
óäîáíî. Îäíàêî, ïðè êîìïüþòåðíîì àíàëèçå ôóíêöèè, åäèíîå 
«àíàëèòè÷åñêîå» âûðàæåíèå âûãëÿäèò áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûì.   

Â ïðèëîæåíèÿõ èñïîëüçóþò, êàê ïðàâèëî, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è 
çäåñü ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ òàêèìè ôóíêöèÿìè. Åñëè óðàâíåíèå 
êàæäîãî êóñêà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé, è ñîñòàâíàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ 
íåïðåðûâíîé, òî òàêóþ ôóíêöèþ ìû áóäåì íàçûâàòü êóñî÷íî-ãëàäêîé 
íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé (Piecewise Smooth Continuous function � PSC 
ôóíêöèÿ). Â íàñòîÿùåé ãëàâå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïåðåõîäèòü îò 
êóñî÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ñîñòàâíûõ ôóíêöèé ê åäèíîìó àíàëèòè÷åñêîìó 
âûðàæåíèþ. Â ÷àñòíîñòè áóäóò îòäåëüíî ðàññìîòðåíû êóñî÷íî-ëèíåéíûå 
ôóíêöèè (ëîìàíûå), êóñî÷íî-ïîëèíîìèàëüíûå ôóíêöèè, à òàêæå 
íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ñîñòàâëåííûå èç êóñêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé, óðàâíåíèÿ 
êîòîðûõ çàäàíû.  

1.1 Óðàâíåíèå ëîìàíîé 
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ 
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Îíà ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ïî ïåðåìåííîé x. Ïðè x<a ôóíêöèÿ ðàâíà 0, ïðè 
x>a+w îíà ðàâíà 1, à âíóòðè èíòåðâàëà a x a w    ñîâïàäàåò ñ ëèíåéíîé 
ôóíêöèåé ( ) /x a w . Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïðèâåäåí ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè 
äëÿ ñëó÷àÿ w>0.  

 
Ðèñ. 3 Ãðàôèê ôóíêöèè ( , , )P x a w  ïðè 0w  . 
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. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîé 



êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè (ëîìàíîé), êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè 
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, ðàâíà 0y  ïðè 0x x  è ðàâíà ny  ïðè nx x , èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèè ( , , )P x a w  âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ àáñîëþòíîãî 
çíà÷åíèÿ, òî ïîñëå ïîäñòàíîâêè (1) è íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìû ìîæåì 
çàïèñàòü óðàâíåíèå ëîìàíîé (2) â âèäå 
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Ôîðìóëû (2) è (3) äàþò óðàâíåíèå ëîìàíîé, êîòîðàÿ ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûå 
çíà÷åíèÿ âíå îòðåçêà 0[ , ]nx x  . Äëÿ äîáàâëåíèÿ ê ëîìàíîé íàêëîííûõ ëó÷åé 
íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôóíêöèè 
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( , ) ( )
2lQ x a x a x a    .  (4) 

Îáå ôóíêöèè íåïðåðûâíû. Ôóíêöèÿ ( , )Q x a  ðàâíà 0 ïðè xa, è ðàâíà x a  
ïðè xa. Ôóíêöèÿ ( , )lQ x a  ðàâíà 0 ïðè xa è ðàâíà x-a ïðè xa. Íà 
ñëåäóþùåì ðèñóíêå ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé ( ,1)Q x  è ( ,2)lQ x . 

 
Ðèñ. 4   Ãðàôèêè ôóíêöèé ( ,1)Q x  è ( ,2)lQ x . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíóþ ëîìàíóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êè  
  0
( , )

n
k k k

x y


, íóæíî ïðîäëèòü âëåâî áåñêîíå÷íûì ëó÷îì, âûõîäÿùèì èç òî÷êè 
(x0,y0) ïîä óãëîì   ê îñè ÎX, è ïðîäëèòü âïðàâî ëó÷îì, âûõîäÿùèì èç òî÷êè 
( , )n nx y  ïîä óãëîì  ê îñè ÎX. Ñëåäóþùèé ðèñóíîê ïîÿñíÿåò ñèòóàöèþ. 



 
Ðèñ. 5 

Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè (ëîìàíîé), 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè è èìåþùåé çàäàííûå íàêëîííûå 
ïðÿìîëèíåéíûå ëó÷è, èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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Ïðèìåð 1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ëîìàíîé, ãðàôèê êîòîðîé ïðèâåäåí íà 
ñëåäóþùåì ðèñóíêå. 

 
Ðèñ. 6 

Çäåñü ìû èìååì 3
0{ } {0,1,3,4}i ix   , 3

0{ } {0,1, 1,0}i iy    . Òîãäà èç ôîðìóëû (2) 
ïîëó÷àåì ( ) ( ,0,1) 2 ( ,1,2) ( ,3,1)by x P x P x P x   . Çàìåíÿÿ ôóíêöèþ ( , , )P x a w  
èõ âûðàæåíèÿìè (1), ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì 

1
( ) (| | 2 | 1| 2 | 3 | | 4 |)

2by x x x x x       . 

Ïðèìåð 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ëîìàíîé, ãðàôèê êîòîðîé ïðèâåäåí íà 
ñëåäóþùåì ðèñóíêå. 

 
Ðèñ. 7 

Çäåñü ìû èìååì äâå òî÷êè èçëîìà 1
0{ } {1,3}i ix   , 1

0{ } {1, 1}i iy     è 1tg  , 
1tg   . Èç ôîðìóëû (2) ïîëó÷àåì ( ) 1 2 ( ,1,2)by x P x  . Èç ôîðìóëû (5) 

ïîëó÷àåì ( ) ( ,1) 1 2 ( ,1,2) ( ,3)ly x Q x P x Q x    . Çàìåíÿÿ ôóíêöèè ( ,1,2)P x , 
( ,1)lQ x , ( ,3)Q x  èõ âûðàæåíèÿìè (1) è (4), ïîñëå ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé 

ïîëó÷àåì ( ) 2 | 1| | 3 |y x x x x       . 
 



1.3 Ïðåäñòàâëåíèå êóñî÷íûõ ïîëèíîìîâ 
Ñðåäè êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèõ ôóíêöèé íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûìè 
ÿâëÿþòñÿ êóñî÷íûå ïîëèíîìû, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ñïëàéíû. 
Êóñî÷íûå ïîëèíîìû èñïîëüçóþòñÿ â ãåîìåòðè÷åñêîì ìîäåëèðîâàíèè, òåîðèè 
àïïðîêñèìàöèè è ìíîãèõ äðóãèõ ðàçäåëàõ ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Çäåñü ìû 
ïðèâåäåì ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ êóñî÷íûõ ïîëèíîìîâ â âèäå åäèíîãî 
«àíàëèòè÷åñêîãî» âûðàæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíêöèè àáñîëþòíîãî 
çíà÷åíèÿ. 

Ó êóñî÷íûõ ïîëèíîìîâ êàæäûé ñåãìåíò ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì, ò.å.  
àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè. Ïóñòü äàíî ðàçáèåíèå 
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1k kx x x    ( 1,2, , )k n  . Ïóñòü òàêæå âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå  íåïðåðûâíîñòè 
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ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìàìè ñòåïåíè  1max , 1k k k kN l l m   . 
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Ïðèìåð 1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî êóñî÷íîãî ïîëèíîìà 
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Çäåñü 1 1x  , 2 2x   è 1( )p x x , 2
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Ïðèìåð 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî êóñî÷íîãî ïîëèíîìà 
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Î÷åâèäíî, ÷òî â òî÷êàõ ñòûêà 1 1x   è 2 3x   íåïðåðûâíû ïåðâàÿ è âòîðàÿ 
ïðîèçâîäíûå. Ïîñêîëüêó 1( ) 0p x   è 3( ) 0p x  , òî ôîðìóëà (5) äàåò 
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Ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷òî 
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Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ (2) � (4) ïîëó÷àåì 
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Ïðèìåð 3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî êóñî÷íîãî ïîëèíîìà ( 0)w   
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Ïðèìåð 4. Íàïèñàòü óðàâíåíèå ñëåäóþùåãî êóñî÷íîãî ïîëèíîìà ( 0)w   
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Ïðèìåð 5. Óðàâíåíèå Áåðíøòåéíà êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè (ëîìàíîé). 

Äàí íàáîð óçëîâ   0
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n
k k k

x y


, nxxx  10  è íàäî ïîñòðîèòü 
ëîìàíóþ íà îòðåçêå 0[ , ]nx x . Ïóñòü ïðè ýòîì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè 
   1100 ,,, yxyx  ïðîäîëæàåòñÿ âëåâî è îïðåäåëÿåò äëÿ âñåõ 1xx   ëó÷ ëîìàíîé, 
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòè òî÷êè. À îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ïàðó òî÷åê 
   nnnn yxyx ,,, 11  , îïðåäåëÿåò äëÿ 1 nxx  äðóãîé ëó÷ ëîìàíîé. Ôîðìóëû (3) 
� (5)  ïðè N=1 äàþò 
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ôîðìóëà (1.5) ìîæåò áûòü ïðèâåäåíà ê âèäó (10), åñëè â 
íåé ôóíêöèè 1 1( , , )i i iP x x x x   çàìåíèòü ïðåäñòàâëåíèåì (1.1). Âåðîÿòíî, 
ôîðìóëà (10) áûëà èçâåñòíà åùå Ñ.Í.Áåðíøòåéíó. Â ðàáîòå [1] îí ïðèâîäèò 
åå àíàëîã äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óçëîâ è èñïîëüçóåò ïðè 
äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Âåéåðøòðàññà. 



 

1.4 Êóñî÷íî-ãëàäêèå íåïðåðûâíûå ôóíêöèè 
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è ôóíêöèè ( )if x  íåïðåðûâíû íà ñîîòâåòñòâóþùèõ ó÷àñòêàõ. Â ýòîì ñëó÷àå 
êóñî÷íàÿ ôóíêöèÿ ( )f x  â òî÷êàõ ix  ìîæåò èìåòü òîëüêî ðàçðûâû ïåðâîãî 
ðîäà. Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî êóñî÷íàÿ ôóíêöèÿ ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà 
çâåíüåâ. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ìû ïîëàãàåì, ÷òî âñå ó÷àñòêè ÿâëÿþòñÿ 
ïîëóîòêðûòûìè èíòåðâàëàìè ii xxx 1 , îäíàêî ýòî íå ñóùåñòâåííî.  

Çäåñü ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêèå ôóíêöèè, 
êîòîðûå îïðåäåëåíû íà âñåé îñè x     è çàäàþòñÿ ðàçëè÷íûìè 
àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè ( )if x . Â àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè 
èñïîëüçóþò, êàê ïðàâèëî, íåïðåðûâíûå ôóíêöèè è ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî 
ñ òàêèìè ôóíêöèÿìè. Êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ( )f x  áóäåò 
íåïðåðûâíîé, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ  

1 1 1( ) ( )i i i if x f x     1, , 1i n  .      (2) 

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîêàæåì, êàê ìîæíî ïåðåõîäèòü îò êóñî÷íîãî 
ïðåäñòàâëåíèÿ (1) òàêèõ ôóíêöèé ê åäèíîìó «àíàëèòè÷åñêîìó» âûðàæåíèþ. 

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ  
1

( , , ) ( ) ( 0)
2

x a w w x a x a w w            (3) 

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îíà ðàâíà x a  ïðè a x a w   , ðàâíà 0 ïðè x a  è ðàâíà 
w ïðè x a w  . Ýòà ôóíêöèÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæèòåëÿ 1/ w  
ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé P(x,a,w) îïðåäåëåííîé â ï. 1.1. 

Ïóñòü çàäàíà âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë 0{ }n
i ix    è 

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà îòðåçêàõ âåùåñòâåííîé îñè 
1 1[ , ]n

i i ix x   àíàëèòè÷åñêèìè âûðàæåíèÿìè 1{ ( )}n
i if x  . Áóäåì òàêæå 

ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñîñåäíèå ôóíêöèè â òî÷êàõ ïðèëåãàíèÿ ñìåæíûõ îòðåçêîâ 
èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ò.å. 1( ) ( )i i i if x f x   ( 1, , )i n  . Òîãäà äëÿ 
íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè (1) èìååò ìåñòî 
Òåîðåìà 1. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîé êðèâîëèíåéíîé ëîìàíîé, êîòîðàÿ íà 
îòðåçêàõ 1[ , ]i ix x  çàäàíà ôóíêöèÿìè ( )if x  è âíå îòðåçêà 0[ , ]nx x  ñîõðàíÿåò 
ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ, èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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Ïðèìåð 1. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êóñî÷íîé ôóíêöèè 
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Â ñîîòâåòñòâèè ñ (4) èìååì 
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Ïðèìåð 2. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êóñî÷íîé ôóíêöèè 
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Çäåñü 2
0{ } ( 1,0,1)i ix    , à êðèâîëèíåéíûå îòðåçêè ñîñòàâíîé ôóíêöèè 

ÿâëÿþòñÿ äóãàìè îêðóæíîñòè 2
1( ) 1 ( 1)f x x     è 2

2 ( ) 1 ( 1)f x x   . 

Ôóíêöèÿ ( )y x  ñîõðàíÿåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ âíå îòðåçêà [ 1,1] . Ïîýòîìó 
ìîæíî èñïîëüçîâàòü ôîðìóëó (4). Èìååì 

   1 1 1 2 2( ) ( 1) ( 1 ( , 1,1)) ( 1) ( ( ,0,1)) (0)y x f f x f f x f             
2 21 ( , 1,1) 2 ( ,0,1) ( ,0,1)x x x       . 

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåïðåðûâíóþ êðèâîëèíåéíóþ ëîìàíóþ ëåâåå òî÷êè 0x  
íóæíî îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 0 ( )f x , è ïðàâåå òî÷êè nx  íóæíî 
îïðåäåëèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè 1( )nf x  ñ ñîõðàíåíèåì óñëîâèÿ 
íåïðåðûâíîñòè 0 0 1 0( ) ( )f x f x  è 1( ) ( )n n n nf x f x  .  
Òåîðåìà 2. Óðàâíåíèå íåïðåðûâíîé êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, 
êîòîðàÿ íà îòðåçêàõ 1[ , ]i ix x  ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèÿìè ( )if x , ïðè 0x x  
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé 0 ( )f x  è ïðè  nx x  îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé 1( )nf x , 
èìååò ñëåäóþùèé âèä: 
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Ïðèìåð 3. Íàïèñàòü óðàâíåíèå êóñî÷íîé ôóíêöèè 
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Çäåñü 1
0{ } ( 1,1)i ix     è 1

0( ) xf x e  , 1( ) 1f x  , 1
2 ( ) xf x e  . Â ñîîòâåòñòâèè ñ (5) 

ïîëó÷àåì 
1 ( 1 ( , 1)) ( , 1)1 (1 ( ,1)) ( ,1)( ) (1 1) ( 1) 1l lQ x Q xQ x Q xy x e e e e              . 

Ïðèìåð 4. Ïðèâåäåì åùå ðàç âûâîä ÿâíîãî óðàâíåíèÿ ëîìàíîé, èñïîëüçóÿ 
ôîðìóëó (5). Äàí íàáîð óçëîâ   0
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x y


, nxxx  10  è íàäî ïîñòðîèòü 

èíòåðïîëÿöèîííóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ. Ïóñòü ïðè ýòîì îòðåçîê, 
ñîåäèíÿþùèé òî÷êè    1100 ,,, yxyx  ïðîäîëæàåòñÿ âëåâî è îïðåäåëÿåò äëÿ 
âñåõ 1xx   ëó÷ ëîìàíîé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ýòè òî÷êè. À îòðåçîê, 
ñîåäèíÿþùèé ïàðó òî÷åê    nnnn yxyx ,,, 11  , îïðåäåëÿåò äëÿ 1 nxx  äðóãîé 
ëó÷ ëîìàíîé. 

Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâà ñîñåäíèõ óçëà, èìååò âèä  
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Âñïîìèíàÿ îïðåäåëåíèÿ (1.4) è (3), óðàâíåíèå (6) ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó 
(3.10), ñîäåðæàùåìó òîëüêî ôóíêöèþ àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ. 
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