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Âñòóï

Ïîñiáíèê ìiñòèòü áàçîâi âiäîìîñòi ïðî êðèâi i ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó, à òàêîæ ¨õ
óçàãàëüíåííÿ äî òàê çâàíèõ ãiïåðêâàäðiê â åâêëiäîâîìó i àôiííîìó ïðîñòîðàõ.
Âèêëàä áàçó¹òüñÿ íà ìàòðè÷íîìó i îïåðàòîðíîìó ïîäàííi òàêèõ îá'¹êòiâ. Äëÿ
îâîëîäiííÿ òåõíèêîþ îá÷èñëåíü áàæàíå çíàéîìñòâî ç îñíîâàìè ëiíiéíî¨ àëãå-
áðè, à ñàìå ç ïîíÿòòÿìè êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè, âëàñíèõ ÷èñåë i âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöü i ïîâ'ÿçàíèõ ç íèìè îïåðàòîðiâ. Âiäïîâiäíi âiäîìîñòi â ñêîðî÷åíîìó
âàðiàíòi ïîäàíi â äàíîìó ïîñiáíèêó.

Ðîçäië 1 ìiñòèòü iíôîðìàöiþ ïðî êàíîíi÷íi ôîðìè ðiâíÿíü êðèâèõ i ïîâåð-
õîíü 2 ïîðÿäêó.

Ðîçäië 2 ¹ ïiäãîòîâ÷èì äëÿ ïîäàëüøèõ ðîçãëÿäiâ i ìiñòèòü iíôîðìàöiþ ïðî
ïåðåòâîðåííÿ êîåôiöi¹íòiâ êâàäðiêè ïðè çàìiíi ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Ðîçäië 3 ¹ îñíîâíèì. Â öüîìó ðîçäiëi ðîçâèíóòî àëãîðèòì çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ
êâàäðiêè äî êàíîíi÷íîãî âèäó i äîâåäåíî êëàñèôiêàöiéíi òåîðåìè äëÿ êðèâèõ,
ïîâåðõîíü i çàãàëüíèõ ãiïåðêâàäðiê â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði. Äåòàëüíî ðîçiáðàíi
ïðèêëàäè çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ êðèâèõ i ïîâåðõîíü 2 ïîðÿäêó
âèêîðèñòàííÿì ïåâíîãî ñòàíäàðòíîãî ïðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ðîçäië 4 ìiñòèòü òåõíîëîãiþ ç'ÿñóâàííÿ êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ êâàäðiêè áåç
íåîáõiäíîñòi çíàõîäæåííÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò çà äîïîìîãîþ iíâàðiàíòiâ i
íàïiâiíâàðiàíòiâ ðiâíÿííÿ êâàäðiêè ç ðîçâ'ÿçàííÿì ïåâíî¨ êiëüêîñòi ïðèêëàäiâ
âèêîðèñòàííÿ òàêî¨ òåõíiêè.

Ðîçäië 5 ïðèñâÿ÷åíèé ç'ÿñóâàííþ ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ âçà¹ìíîãî ðîçòàøó-
âàííÿ ïðÿìî¨ i êâàäðiêè â çàãàëüíié ïîñòàíîâöi çàäà÷i. Âèâåäåíi ðiâíÿííÿ äi-
àìåòðiâ, ãîëîâíèõ äiàìåòðiâ, äîòè÷íî¨ ïðÿìî¨/ïëîùèíè/ãiïåðïëîùèíè, àñèì-
ïòîò/àñèìïòîòè÷íèõ êîíóñiâ. Íàâåäåíî ïðèêëàäè ðîçâ'ÿçàííÿ áàçîâèõ çàäà÷.

Ðîçäië 6 ïðèñâÿ÷åíèé êëàñèôiêàöi¨ êâàäðiê âiäíîñíî øèðøî¨ � àôiííî¨ � ãðó-
ïè ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò.

Çìiñò ïîñiáíèêà âiäïîâiäà¹ êóðñó àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, ùî âèêëàäà¹òüñÿ íà
ôàêóëüòåòi ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè â Õàðêiâñüêîìó íàöiîíàëüíîìó óíiâåð-
ñèòåòi iì. Â.Í. Êàðàçiíà.

Àâòîð ïðèíîñèòü ïîäÿêó êîëåãàì ç êàôåäðè ôóíäàìåíòàëüíî¨ ìàòåìàòèêè
�.Â. Ïåòðîâó i Î.Î. Øóãàéëî çà êðèòè÷íi çàóâàæåííÿ i ïîðàäè ùîäî çìiñòó òà
ìåòè ïîñiáíèêà.

Óãîäà ïðî ïîçíà÷åííÿ. Âåêòîðíi âåëè÷èíè áóäåìî ïîçíà÷àòè íàïiâæèð-
íèì øðèôòîì, íàïðèêëàä, a,b,X,Y, . . . Ìàòðèöi ïîçíà÷àòèìåìî âåëèêèìè ëà-
òèíñüêèìè ëiòåðàìè, íàïðèêëàä, A,B,Q, . . . â òîìó ÷èñëi ìàòðèöi-ñòîâï÷èêè
X,Y, . . . Ñèìâîëîì (′) ïîçíà÷à¹òüñÿ òðàíñïîíóâàííÿ = ïåðåñòàíîâêà ðÿäêiâ ó
ñòîâï÷èêè i íàâïàêè.

ßêùî X � ñòîâï÷èê, òî ñèìâîëîì X ïîçíà÷à¹òüñÿ âåêòîð, êîîðäèíàòè ÿêîãî
âiäíîñíî çàäàíîãî áàçèñó ¹ ïîñëiäîâíèìè åëåìåíòè ñòîâï÷èêà X. Íàïðèêëàä,
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ÿêùî X =

(
x1
x2

)
, òî X = x1e1 + x2e2.
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1 Êàíîíi÷íi ðiâíÿííÿ êðèâèõ i ïîâåðõîíü äðóãîãî ïîðÿä-

êó

1.1 Çàãàëüíi ïîëîæåííÿ

Àëãåáðà¨÷íîþ ãiïåðïîâåðõíåþ ïîðÿäêó n â àôiííîìó ïðîñòîði ç IRm êîîðäèíà-
òàìè (x1, . . . , xm) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ àëãåáðà¨÷íîãî ðiâíÿííÿ

Pn(x1, . . . , xm) = 0 (n ≥ 1), (1)

äå Pn � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíi n.
ßêùî m = 2, òî âiäïîâiäíà ãiïåðïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðà¨÷íîþ êðèâîþ

ïîðÿäêó n. ßêùî m = 3, òî çàçâè÷àé òàêó ãiïåðïîâåðõíþ íàçèâàþòü ïðîñòî
àëãåáðà¨÷íîþ ïîâåðõíåþ.

ßêùî n = 1, òî ìíîãî÷ëåí ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ êîîðäèíàò, à ìíîæèíà
ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) ÿâëÿ¹ ñîáîþ àôiííó ïðÿìó, ïëîùèíó àáî ãiïåðïëîùèíó
äëÿ m = 2, m = 3 òà m > 3, âiäïîâiäíî.

ßêùî n = 2, òî ìíîãî÷ëåí â ðiâíÿííi (1) ¹ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíi 2, òîáòî
êâàäðàòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì. Â òàêîìó ðàçi ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1)
íàçèâà¹òüñÿ àôiííîþ êðèâîþ, ïîâåðõíåþ àáî ãiïåðïîâåðõíåþ äðóãîãî ïîðÿäêó
äëÿ m = 2, m = 3 òà m > 3, âiäïîâiäíî. Äëÿ òàêèõ ãåîìåòðè÷íèõ îáðàçiâ
âèêîðèñòîâóþòü ñïiëüíèé òåðìií � àôiííà êâàäðiêà.

ßêùî îõîïëþþ÷èé ïðîñòið ¹ åâêëiäîâèì, òî âiäïîâiäíi êðèâi òà ïîâåðõíi íà-
çèâàþòü åâêëiäîâèìè êâàäðiêàìè.

ßêùî n = 3 àáî n = 4, òî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ (1) íàçèâà¹òüñÿ
àôiííîþ àáî åâêëiäîâîþ êóáiêîþ àáî êâàðòiêîþ. Ïðîöåñ ìîæíà ïðîäîâæèòè.

Â êóðñi àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå êðèâi i ïîâåðõíi 2 ïîðÿä-
êó, äëÿ ÿêèõ iñíó¹ çàâåðøåíà êëàñèôiêàöiÿ òà ðîçðîáëåíî âiäïîâiäíi ìåòîäè
¨õ äîñëiäæåííÿ. Êðèâi i ïîâåðõíi áiëüøèõ ïîðÿäêiâ ¹ ïðåäìåòîì äîñëiäæåííÿ
àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨.

1.2 Åâêëiäîâi êàíîíi÷íi êðèâi i ïîâåðõíi äðóãîãî ïîðÿäêó

Çàôiêñó¹ìî íà ïëîùèíi äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò (x, y). Åâ-
êëiäîâîþ êðèâîþ äðóãîãî ïîðÿäêó íà ïëîùèíi íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå
òî÷îê êîîðäèíàòè ÿêèõ âiäíîñíî äàíî¨ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäè-
íàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0 (a211 + a212 + a222 ̸= 0). (2)

×ëåíè äðóãîãî ïîðÿäêó a11x
2+2a12xy+a22y

2 ðiâíÿííÿ (2) óòâîðþþòü êâàäðàòè-
÷íó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, ÷ëåíè ïåðøîãî ïîðÿäêó 2b1x+ 2b2y óòâîðþþòü ëiíiéíó
÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, ÷èñëî c íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì ÷ëåíîì ðiâíÿííÿ.
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Âèðiçíÿþòüñÿ 9 òèïiâ ðiâíÿíü êðèâèõ 2 ïîðÿäêó, ùî ìàþòü íàçâó êàíîíi-
÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî êàíîíi÷íèõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

1. Åëiïñ äiéñíèé
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0), (3)

2. Åëiïñ óÿâíèé
x2

a2
+

y2

b2
= −1 (a ≥ b > 0), (4)

3. Ãiïåðáîëà
x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0), (5)

4. Ïàðàáîëà.
y2 = 2px, (p > 0), (6)

5. Ïàðà äiéñíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

x2

a2
− y2

b2
= 0 (a > 0, b > 0), (7)

6. Ïàðà óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â äiéñíié òî÷öi (0, 0)

x2

a2
+

y2

b2
= 0 (a ≥ b > 0), (8)

7. Ïàðà ïàðàëåëüíèõ äiéñíèõ ïðÿìèõ

y2

b2
= 1 (b > 0), (9)

8. Ïàðà ïàðàëåëüíèõ óÿâíèõ ïðÿìèõ

y2

b2
= −1 (b > 0), (10)

9. Ïàðà ïðÿìèõ, ùî çëèâàþòüñÿ

y2 = 0. (11)
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Åâêëiäîâîþ ïîâåðõíåþ äðóãîãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî-
÷îê ïðîñòîðó êîîðäèíàòè ÿêèõ âiäíîñíî äàíî¨ äåêàðòîâî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ñèñòåìè
êîîðäèíàò (x, y, z) çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2b1x+ 2b2y + 2b3z + c = 0,

3∑
i,k=1

a2ik ̸= 0.

(12)
×ëåíè äðóãîãî ïîðÿäêó a11x

2+a22y
2+a33z

2+2a12xy+2a13xz+2a23yz ðiâíÿííÿ
(12) óòâîðþþòü êâàäðàòè÷íó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, ÷ëåíè ïåðøîãî ïîðÿäêó 2b1x+
2b2y+2b3z óòâîðþþòü ëiíiéíó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ, ÷èñëî c íàçèâà¹òüñÿ âiëüíèì
÷ëåíîì ðiâíÿííÿ.

Âèðiçíÿþòüñÿ 17 òèïiâ ðiâíÿíü åâêëiäîâèõ ïîâåðõîíü 2 ïîðÿäêó, ùî ìàþòü
íàçâó êàíîíi÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî êàíîíi÷íèõ ñèñòåì êîîðäèíàò.

1. Åëiïñî¨ä äiéñíèé

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 (a ≥ b ≥ c > 0), (13)

2. Åëiïñî¨ä óÿâíèé

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= −1 (a ≥ b ≥ c > 0), (14)

3. Ãiïåðáîëî¨ä îäíîïîðîæíèííèé

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1 (a ≥ b > 0, c > 0), (15)

4. Ãiïåðáîëî¨ä äâîïîðîæíèííèé

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= −1 (a ≥ b > 0, c > 0), (16)

5. Êîíóñ äiéñíèé

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 0 (a ≥ b > 0, c > 0), (17)

6. Êîíóñ óÿâíèé ç âåðøèíîþ â äiéñíié òî÷öi (0, 0, 0)

x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 0 (a ≥ b > 0, c > 0), (18)

7. Ïàðàáîëî¨ä åëiïòè÷íèé

x2

p
+

y2

q
= 2z (p ≥ q > 0), (19)
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8. Ïàðàáîëî¨ä ãiïåðáîëi÷íèé

x2

p
− y2

q
= 2z (p > 0, q > 0), (20)

9. Öèëiíäð åëiïòè÷íèé äiéñíèé

x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a ≥ b > 0), (21)

10. Öèëiíäð åëiïòè÷íèé óÿâíèé

x2

a2
+

y2

b2
= −1 (a ≥ b > 0), (22)

11. Öèëiíäð ãiïåðáîëi÷íèé

x2

a2
− y2

b2
= 1 (a > 0, b > 0). (23)

12. Öèëiíäð ïàðàáîëi÷íèé

y2 = 2p z (p > 0). (24)

13. Ïàðà äiéñíèõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

x2

a2
− y2

b2
= 0 (a > 0, b > 0), (25)

14. Ïàðà óÿâíèõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî äiéñíié ïðÿìié (îñi
Oz)

x2

a2
+

y2

b2
= 0 (a > 0, b > 0), (26)

15. Ïàðà ïàðàëåëüíèõ äiéñíèõ ïëîùèí

y2

b2
= 1 (b > 0), (27)

16. Ïàðà ïàðàëåëüíèõ óÿâíèõ ïëîùèí

y2

b2
= −1 (b > 0), (28)

17. Ïàðà ïëîùèí, ùî çëèëèñÿ

y2 = 0. (29)

Ñóòíiñòü êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèáîðîì äåêàðòîâîé ïðÿ-
ìîêóòíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó ìîæå
áóòè çâåäåíå äî îäíîãî ç 9 ïåðåëi÷åíèõ òèïiâ ðiâíÿíü, à ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2-
ãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè çâåäåíå äî îäíîãî ç ïåðåëi÷åíèõ 17 òèïiâ ðiâíÿíü 2-ãî
ïîðÿäêó.

Òèì ñàìèì, áóäü-ÿêà êðèâà 2-ãî ïîðÿäêó ¹ îäíi¹þ ç 9 ïåðåëi÷åíèõ êðèâèõ
2-ãî ïîðÿäêó, à ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó ¹ îäíi¹þ ç ïåðåëi÷åíèõ 17 ïîâåðõîíü 2-ãî
ïîðÿäêó.
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2 Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi ðiâíÿííÿ êâàäðiêè

Ðiâíÿííÿ çàãàëüíî¨ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0

i çàãàëüíî¨ ïîâåðõíi 2-äî ïîðÿäêó

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 + 2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2b1x+ 2b2y + 2b3z + c = 0

ìîæóòü áóòè ïîäàíi ¹äèíèì ìàòðè÷íèì ðiâíÿííÿì, ïðèäàòíèì äëÿ ðîçãëÿäó
ãiïåðïîâåðõîíü 2-ãî ïîðÿäêó â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði. Ïðè òàêîìó óçàãàëüíåííi
êðèâi i ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó íàçèâàþòüñÿ êâàäðiêàìè. Äëÿ öüîãî ââåäåìî â
ðîçãëÿä iíäåêñíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò, à ñàìå ïåðåïîçíà÷èìî
x → x1, y → x2, z → x3. Îêðiì òîãî, ñôîðìó¹ìî

• ñèìåòðè÷íó n × n ìàòðèöþ A, åëåìåíòè ÿêî¨ ñêëàäåíi ç êîåôiöi¹íòiâ êâà-
äðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ:

A =

 a11 . . . a1n
... · · · ...

an1 . . . ann

 (aij = aji),

• ñòîâïåöü êîåôiöi¹íòiâ ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ

b =

 b1
...
bn

 ,

• ñòîâïåöü çìiííèõ i éîãî òðàíñïîíîâàíèé (ðÿäîê çìiííèõ)

X =

 x1
...
xn

 , X ′ = (x1, . . . , xn).

Çà òàêèõ ïîçíà÷åíü ðiâíÿííÿ êâàäðiêè çàïèøåòüñÿ ¹äèíèì ÷èíîì ó ôîðìi ìà-
òðè÷íîãî ðiâíÿííÿ

X ′AX + 2X ′b+ c = 0. (30)

Íàïðèêëàä, äëÿ âèïàäêó êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó n = 2 i ðiâíÿííÿ (30) ðîçïèøåòüñÿ
ó íàñòóïíèé ñïîñiá:

X ′AX = (x1, x2)

(
a11 a12
a21 a22

)(
x1
x2

)
= (x1, x2)

(
a11x1 + a12x2
a21x2 + a22x2

)
=

= a11(x1)
2 + 2a12x1x2 + a22(x2)

2.
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X ′b = (x1, x2)

(
b1
b2

)
= b1x1 + b2x2.

Òàêèì ÷èíîì, ïîâåðòàþ÷èñü äî òðàäèöiéíèõ ïîçíà÷åíü äëÿ äåêàðòîâèõ êî-
îðäèíàò, îòðèìà¹ìî

X ′AX + 2X ′b+ c = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0,

ùî çáiãà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó.
Ìàòðè÷íà ôîðìà çàïèñó äîçâîëÿ¹ ïîðiâíÿíî ëåãêî îäåðæàòè ôîðìóëè ïåðå-

òâîðåííÿ êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ ïðè ïåðåõîäi äî iíøî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîð-
äèíàò. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X0 � ñòîâï÷èê ç êîîðäèíàò íîâîãî ïî÷àòêó êîîðäèíàò,
à ÷åðåç Q � ìàòðèöþ, ñòîâï÷èêè ÿêî¨ ñêëàäàþòüñÿ ç êîîðäèíàò ðîçêëàäàííÿ
áàçèñíèõ âåêòîðiâ íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çà âåêòîðàìè ñòàðîãî áàçèñó. Çâ'ÿ-
çîê ìiæ ñòàðèìè êîîðäèíàòàìè X i íîâèìè êîîðäèíàòàìè X̃ âñòàíîâëþ¹òüñÿ
ôîðìóëîþ X = X0 +QX̃.

Ëåìà 1. Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò X = X0+QX̃ ïåðåâîäèòü ðiâíÿííÿ äðóãîãî
ïîðÿäêó X ′AX + 2X ′b+ c = 0 â ðiâíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó

X̃ ′ÃX̃ + 2X̃ ′b̃+ c̃ = 0, (31)

êîåôiöi¹íòè ÿêîãî îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

Ã = Q′AQ, b̃ = Q′(AX0 + b), c̃ = X ′
0AX0 + 2X ′

0b+ c.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî ïiäñòàíîâêó

(QX̃ +X0)
′A(QX̃ +X0) + 2(QX̃ +X0)

′b+ c =

(QX̃)′A(QX̃) +X ′
0AQX̃ + (QX̃)′AX0 +X ′

0AX0 + 2(QX̃)′b+ 2X0b+ c =

X̃ ′(Q′AQ)X̃ +X ′
0AQX̃ + X̃ ′Q′AX0 + 2X̃ ′Q′b+X ′

0AX0 + 2X0b+ c.

Äëÿ áóäü-ÿêèõ ñòîâïöiâ X, Y ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü X ′Y ≡ Y ′X. Ìàòðèöÿ
A ñèìåòðè÷íà (òîáòî A′ = A), òoìó X ′(AY ) = (AY )′X = Y ′A′X = Y ′AX i
çíà÷èòü ñïðàâåäëèâà òîòîæíiñòü X ′AY ≡ Y ′AX. ßê íàñëiäîê,

X ′
0AQX̃ = (QX̃)′AX0 = X̃ ′Q′AX0.

Ïðîäîâæèìî îá÷èñëåííÿ

X̃ ′(Q′AQ)X̃ + 2X̃ ′Q′AX0 + 2X̃ ′Q′b+X ′
0AX0 + 2X0b+ c =

X̃ ′ (Q′AQ)︸ ︷︷ ︸
Ã

X̃ + 2X̃ ′Q′(AX0 + b)︸ ︷︷ ︸
b̃

+X ′
0AX0 + 2X0b+ c︸ ︷︷ ︸

c̃

.
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ùî i áóëî ïîòðiáíî äîâåñòè.

Ç äîâåäåíîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹, ùî â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
ðiâíÿííÿ êâàäðiêè ìîæå áóòè ñïðîùåíå. Îäíàê äëÿ ðåàëiçàöi¨ òàêîãî ïëàíó
ñïðîùåííÿ íàì áóäóòü ïîòðiáíi äåÿêi âiäîìîñòi ç ëiíiéíî¨ àëãåáðè, ùî ìàþòü
ãåîìåòðè÷íi iíòåðïðåòàöi¨.

Âiäîáðàæåííÿ A : IRn → IRn âåêòîðíîãî ïðîñòîðó IRn â ñåáå íàçèâà¹òüñÿ
ëiíiéíèì îïåðàòîðîì1 ÿêùî

A(λX+ µY) = λA(X) + µA(Y)

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ X,Y ∈ IRn i áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë λ, µ.
Âåêòîð X ̸= 0 íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðó A, ÿêùî AX = λX

äëÿ äå-ÿêîãî ÷èñëà λ, ùî íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì ÷èñëîì îïåðàòîðó A. Çíàõîäæå-
ííÿ âëàñíèõ ÷èñåë i âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ëiíiéíîãî îïåðàòîðó ïîâ'ÿçàíå
ç ðîçâ'ÿçàííÿì ïåâíî¨ ñèñòåìè îäíîðiäíèõ ðiâíÿíü.

Êîæíîìó ëiíiéíîìó îïåðàòîðó A : IRn → IRn ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü n ×
n ìàòðèöÿ A, ñòîâïöi ÿêî¨ ¹ êîåôiöi¹íòàìè ðîçêëàäàííÿ âåêòîðiâ Aek (k =
1, . . . , n) çà áàçèñîì e1, . . . , en. À ñàìå,

Aek =
n∑

i=1

aik ei = a1ke1 + · · ·+ anken.

Ñòîâïåöü

 a1k
...

ank

 ñêëàäà¹ k-é ñòîâïåöü ìàòðèöi A. Ïîáóäîâàíà ìàòðèöÿ A

íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöåþ ëiíiéíîãî îïåðàòîðó A âiäíîñíî îáðàíîãî áàçèñó.
Äiÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðó A íà âåêòîð X = x1e1 + x2e2 + . . .+ xnen âiäáóâà¹òüñÿ
çà ôîðìóëîþ

AX = x1A(e1) + x2A(e2) + . . .+ xnA(en) =
n∑

k=1

xkA(ek) =

n∑
k=1

n∑
i=1

aikxkei =
n∑

i=1

n∑
k=1

aikxkei.

Âèäíî, ùî êîîðäèíàòà ç íîìåðîì i âåêòîðó AX îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

(AX)i =
n∑

k=1

aikxk.

Òîáòî, ñòîâï÷èê ñêëàäåíèé ç êîîðäèíàò âåêòîðó AX ¹ ðåçóëüòàòîì äîáóòêó
ìàòðèöi A íà ñòîâï÷èê, ñêëàäåíèé ç êîîðäèíàò âåêòîðó X. Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî

1Îçíà÷åííÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðó â áiëüø çàãàëüíèõ âèïàäêàõ äèâ. [3],[4]
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âiäïîâiäíiñòü

X −→

 x1
...
xn

 = X, AX −→

 a11 . . . a1n
... · · · ...

an1 . . . ann

 x1
...
xn

 = AX,

Â òàêié iíòåðïðåòàöi¨ âëàñíîìó âåêòîðó X îïåðàòîðó A âiäïîâiäà¹ íåíóëüîâèé
ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè ðiâíÿíü a11 . . . a1n

... · · · ...
an1 . . . ann

 x1
...
xn

 = λ

 x1
...
xn

 ∼ AX = λX ∼ (A−λE)X = 0,

äå ñèìâîëîì E ïîçíà÷åíà îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. Îñêiëüêè âëàñíèé âåêòîð X ̸= 0,
òî ÷èñëî λ ìà¹ áóòè òàêèì, ùî âèçíà÷íèê ñèñòåìè det(A− λE) = 0, áî iíàêøå
ñèñòåìà ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê i âií ñêëàäà¹òüñÿ ç x1 = x2 = . . . = xn = 0.
Ìíîãî÷ëåí

χA(λ) = det(A− λE)

íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòè÷íèì ìíîãî÷ëåíîì äëÿ ìàòðèöi A, éîãî êîðåíi íà-
çèâàþòüñÿ âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿê ìàòðèöi A òàê i îïåðàòîðó A.

Ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi, äëÿ n = 2

χA(λ) =

∣∣∣∣ a11 − λ a12
a12 a22 − λ

∣∣∣∣ = λ2 − (a11 + a22)λ+ det(A); (32)

äëÿ n = 3

− χA(λ) = −

∣∣∣∣∣∣
a11 − λ a12 a13
a12 a22 − λ a23
a13 a23 a33 − λ

∣∣∣∣∣∣ =
λ3 − (a11 + a22 + a33)λ

2 +

(∣∣∣∣ a22 a23
a23 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a13
a13 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣)λ− det(A)

(33)

Ñóìà åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ ¨¨ ñëiäîì trace1(A). Ñó-
ìà ìiíîðiâ åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi âçÿòèõ ïî äâà íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì äðóãî-
ãî ïîðÿäêó trace2(A). Ñóìà ìiíîðiâ åëåìåíòiâ ãîëîâíî¨ äiàãîíàëi âçÿòèõ ïî òðè
íàçèâà¹òüñÿ ñëiäîì òðåòüîãî ïîðÿäêó trace3(A) i òàê äàëi. Äëÿ ìàòðèöi n× n ç
î÷åâèäíiñòþ tracen(A) = det(A). Îòæå, íàçàãàë

(−1)nχA(λ) = λn − trace1(A)λ
n−1 + trace2(A)λ

n−2 − . . .+ (−1)n det(A).

Âiäïîâiäíî äî îñíîâíî¨ òåîðåìè àëãåáðè, ðiâíÿííÿ χA(λ) = 0 ìà¹ ðiâíî n íàçàãàë
êîìïëåêñíèõ êîðåíiâ. Àëå ÿêùî A äiéñíà i ñèìåòðè÷íà, òî âñi ¨¨ âëàñíi ÷èñëà i
âëàñíi âåêòîðè äiéñíi.
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ßêùî λ0 îäíå ç âëàñíèõ ÷èñåë, òî íåíóëüîâèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(A− λ0E)X = 0

ñêëàäà¹ ñòîâï÷èê, ùî íàçèâà¹òüñÿ âëàñíèì âåêòîðîì ìàòðèöi A. Âëàñíîìó âå-
êòîðó ìàòðèöi A âiäïîâiäà¹ âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðó A çà ïðàâèëîì

X =

 x1
...
xn

 −→ X = x1e1 + . . .+ xnen.

Î÷åâèäíî, ùî âëàñíèé âåêòîð âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî íåíóëüîâîãî êîåôiöi¹í-
òà ïðîïîðöiéíîñòi: ÿêùî X âëàñíèé âåêòîð îïåðàòîðó A, òî âåêòîð kX (k ̸= 0)
òàêîæ ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðó A. Îòæå, ìíîæèíà âëàñíèõ âåêòîðiâ óòâî-
ðþ¹ iíâàðiàíòíèé ïiäïðîñòið îïåðàòîðó A. Âèìiðíiñòü âëàñíîãî ïiäïðîñòîðó
îïåðàòîðó A, ÿêèé âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó ÷èñëó λ, íàçèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íîþ
êðàòíiñòþ âëàñíîãî ÷èñëà λ. Êðàòíiñòü λ ÿê êîðåíÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíó ìàòðèöi íàçèâà¹òüñÿ éîãî àëãåáðà¨÷íîþ êðàòíiñòþ. Îïåðàòîð íàçèâà¹-
òüñÿ ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ⟨AX,Y⟩ = ⟨AY,X⟩. Ñèìåòðè÷íîìó îïåðàòîðó âiäïî-
âiäà¹ ñèìåòðè÷íà ìàòðèöÿ (A′ = A). Äëÿ ñèìåòðè÷íî¨ ìàòðèöi (ñèìåòðè÷íîãî
îïåðàòîðà) àëãåáðà¨÷íà êðàòíiñòü âëàñíîãî ÷èñëà äîðiâíþ¹ éîãî ãåîìåòðè÷íié
êðàòíîñòi.

Iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè îïåðàòîðó A ìàþòü âàæëèâó ãåîìåòðè÷íó âëàñòè-
âiñòü: iíâàðiàíòíi ïiäïðîñòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì
ñèìåòðè÷íîãî îïåðàòîðà âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi. Öåé ôàêò îçíà÷à¹, ùî â åâêëi-
äîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ q1, . . . ,qn, ùî ñêëàäåíèé iç âëà-
ñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðó A, âiäíîñíî ÿêîãî ìàòðèöÿ A öüîãî îïåðàòîðà ñòà¹
äiàãîíàëüíîþ. Ïðè÷îìó äiàãîíàëüíèìè åëåìåíòàìè ìàòðèöi A ¹ ñàìå âëàñíi ÷è-
ñëà îïåðàòîðà.

Íåõàé e1, . . . , en � äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó En. Äëÿ âåêòîðiâ X, Y ç
ðîçêëàäàííÿ

X =
∑

xiei, Y =
∑

yiei

âèïëèâà¹, ùî ñêàëÿðíîìó äîáóòêó âåêòîðiâ ⟨X,Y⟩ âiäïîâiäà¹ ìàòðè÷íèé äîáó-
òîê X ′Y = Y ′X. Äiéñíî,

⟨
X,Y

⟩
=

n∑
i=1

xiyi = (x1, . . . , xn)

 y1
...
yn

 = X ′Y = Y ′X.

Ç âèêîðèñòàííÿì îïåðàòîðó A ðiâíÿííÿ êâàäðiêè (30) ìîæå áóòè ïîäàíå â çðî-
çóìiëié ãåîìåòðè÷íié ôîðìi

⟨AX,X⟩+ 2⟨X,b⟩+ c = 0. (34)
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3 Ñïðîùåííÿ ðiâíÿííÿ êâàäðiêè âèáîðîì ñèñòåìè êîîð-

äèíàò

Çàóâàæèìî, ùî ìàòðèöÿ Q ñòîâïöi ÿêî¨ ñêëàäåíi ç êîîðäèíàò âëàñíèõ âåêòîðiâ
ìàòðèöi A ¹ ìàòðèöåþ ïåðåõîäó âiä çàäàíîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó e1, . . . , en
äî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó q1, . . . ,qn, à çíà÷èòü ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ.
Îòæå, ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò âèäó

X = QX̃ +X0

¹ ïåðåòâîðåííÿì äåêàðòîâèõ ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàò i ¹ êîìïîçèöi¹þ îðòîãî-
íàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Q îñåé êîîðäèíàò i ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó ïî÷àòêó êî-
îðäèíàò â òî÷êó ç ðàäióñ-âåêòîðîì X0.

Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ çâîäèòü äî êâàçiêàíîíi÷íîãî2 âèãëÿäó ðiâíÿííÿ áóäü-
ÿêî¨ êâàäðiêè ïåâíèì ñòàíäàðòíèì ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò.

Ëåìà 2. Íåõàé ðiâíÿííÿ Φ(X) = ⟨AX,X⟩ + 2⟨X,b⟩ + c = 0 çàäà¹ êâàäðiêó â
äåêàðòîâié ïðÿìîêóòíié ñèñòåìi êîîðäèíàò (x1, . . . , xn). Iñíó¹ îðòîíîðìîâà-
íèé áàçèñ q1, . . . ,qn i âåêòîð ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó p, òàêi, ùî ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò 

x̃1 = ⟨q1,X⟩+ p1,

x̃2 = ⟨q2,X⟩+ p2,

· · ·
x̃n = ⟨qn,X⟩+ pn,

∼ X̃ = Q′X + p,

çâîäèòü ðiâíÿííÿ êâàäðiêè äî âèäó∑
i:λi ̸=0

λix̃
2
i + 2

∑
i:λi=0

⟨b,qi⟩x̃i + c−
∑
i:λi ̸=0

λip
2
i = 0. (35)

Áiëüø äîêëàäíî,

• Q = [q1, . . . ,qn] � ìàòðèöÿ, ñòîâï÷èêè ÿêî¨ ñêëàäàþòüñÿ ç êîîðäèíàò
îðòîíîðìîâàíèõ âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi A ;

• pi =
⟨b,qi⟩
λi

ÿêùî λi ̸= 0 i pi = 0 ÿêùî λi = 0 (i=1,. . . ,n).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé (O, e1, . . . , en) çàäàíà äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà ñèñòåìó êî-
îðäèíàò i íåõàé (Õ,q1, . . . ,qn) íîâà ïðÿìîêóòíà äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò.
Ìàòðèöÿ Q, ñòîâï÷èêè ÿêî¨ ñêëàäåíi ç êîîðäèíàò âåêòîðiâ qi (i = 1, . . . , n), ¹
îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ïåðåòâîðåííÿ áàçèñiâ êîîðäèíàòíèõ ñèñòåì, à êîîð-
äèíàòè òî÷îê ïîâ'ÿçàíi ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò

X = QX̃ +X0

2Òîáòî, ìàéæå êàíîíi÷íîãî
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ç ìàòðèöåþ Q i ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì íà âåêòîð X0. Îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ
ìà¹ âèðàç

X̃ = Q′(X −X0) = Q′X −Q′X0 = Q′X + p,

äå ìè ïîêëàëè p = −Q′X0. Çàóâàæèìî, ùî ñòîâï÷èê p ñêëàäà¹òüñÿ iç ñêàëÿðíèõ
äîáóòêiâ pi = ⟨qi,−X0⟩, à çíà÷èòü âåêòîð

p =
n∑

i=1

⟨qi,−X0⟩qi

¹ ðîçêëàäàííÿì âåêòîðó −X0 çà íîâèì áàçèñîì. Âiäïîâiäíî, âåêòîð

X0 = −
n∑

i=1

piqi

¹ âåêòîðîì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó ïî÷àòêó êîîðäèíàò âiäíîñíî ñòàðî¨ êîîðäè-
íàòíî¨ ñèñòåìè.

Çà ëåìîþ 1, ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò X = QX̃ + X0 çâîäèòü ðiâíÿííÿ êâà-
äðiêè äî òàêîãî âèäó, ùî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ êâàäðiêè â íîâèõ êî-
îðäèíàòàõ ìàþòü âèðàçè

Ã = Q′AQ, b̃ = Q′(AX0 + b), c̃ = X ′
0AX0 + 2X ′

0b+ c.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç λ1, . . . , λn âëàñíi ÷èñëà îïåðàòîðó A, à ÷åðåç q1, . . . ,qn � âiä-
ïîâiäíi îðòîíîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè i ñêëàäåìî ìàòðèöþ Q = [q1, . . . , qn],
ñòîâï÷èêè ÿêî¨ ñêëàäåíi ç êîîðäèíàò âëàñíèõ âåêòîðiâ. Ìàòðèöÿ Q ¹ îðòîãî-
íàëüíîþ i âèçíà÷à¹ ïåðåòâîðåííÿ âiä áàçèñó e1, . . . , en äî áàçèñó q1, . . . ,qn. Ïî-
â'ÿæåìî ç áàçèñîì q1, . . . ,qn íîâó äåêàðòîâó ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò
(Õ;q1, . . . ,qn) ç ïîêè ùî íåâèçíà÷åíèì ïî÷àòêîì êîîðäèíàò Õ.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Eλ äiàãîíàëüíó ìàòðèöþ ç âëàñíèìè ÷èñëàìè λ1, . . . , λn íà
ãîëîâíié äiàãîíàëi. Ïîêàæåìî, ùî â íîâié êîîðäèíàòíié ñèñòåìi Ã = Eλ, òîáòî
ùî Q′AQ = Eλ. Öÿ ðiâíiñòü ó ñâîþ ÷åðãó åêâiâàëåíòíà ðiâíîñòi AQ = QEλ ÿêà
ëåãêî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ. Äiéñíî,

QEλ = [λ1q1, . . . , λnqn], AQ = [Aq1, . . . , Aqn] = [λ1q1, . . . , λnqn].

Äëÿ ïðèêëàäó,(
q11 q12
q21 q22

)(
λ1 0
0 λ2

)
=(

q11λ1 q12λ2

q21λ1 q22λ2

)
=

[
λ1

(
q11
q21

)
, λ2

(
q12
q22

) ]
= [λ1q1, λ2q2].

(
a11 a12
a21 a22

)(
q11 q12
q21 q22

)
=

[ (
a11 a12
a21 a22

)(
q11
q21

)
,

(
a11 a12
a21 a22

)(
q12
q22

) ]
=

[Aq1, Aq2] = [λ1q1, λ2q2].
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Îòæå, Q′AQ = Eλ i êâàäðàòè÷íà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ íàáóâà¹ âèãëÿäó
n∑

i=1

λix̃
2
i =

∑
i:λi ̸=0

λix̃
2
i .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî b̃. Îñêiëüêè p = −Q′X0, òî X0 = −Qp. Òîìó

b̃ = Q′AX0 +Q′b = −(Q′AQ) p+Q′b = −Eλ p+ h,

äå ìè ïîêëàëè h = Q′b. Îòæå, ìà¹ìî

b̃i = −λipi + hi.

Âåëè÷èíè hi ìàþòü ïðîçîðå ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ. Âèçíà÷èìî âåêòîð ëiíié-
íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ôîðìóëîþ

b = b1e1 + . . .+ bnen.

Çàóâàæèìî, ùî ðÿäêè ìàòðèöi Q′ ñêëàäàþòüñÿ ç êîîðäèíàò âåêòîðiâ q1, . . . ,qn i
òîìó åëåìåíòè ñòîâï÷èêà h ¹ ïîñëiäîâíî ñêàëÿðíèìè äîáóòêàìè âåêòîðiâ q1, . . . ,qn

íà âåêòîð b. Òàêèì ÷èíîì, hi = ⟨qi,b⟩ i âåêòîð

h =
n∑

i=1

hiqi =
n∑

i=1

⟨qi,b⟩qi

¹ òèì ñàìèì âåêòîðîì b, àëå ðîçêëàäåíèì çà íîâèì áàçèñîì q1, . . . ,qn.
Äî öüîãî ìîìåíòó ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ ïî÷àòêó êîîðäèíàò áóâ íåâèçíà÷å-

íèé. Îáðàâøè

pi =
hi

λi
=

⟨b,qi⟩
λi

(λi ̸= 0) (36)

ìè ìàêñèìàëüíî ñïðîùó¹ìî ëiíiéíó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ êâàäðiêè â íîâié ñèñòåìi
êîîðäèíàò i âîíà íàáóâà¹ âèãëÿäó

2
∑
i:λi=0

⟨b,qi⟩x̃i.

Òàêèì ÷èíîì, ðiâíÿííÿ êâàäðiêè ñïðîùó¹òüñÿ äî∑
i:λi ̸=0

λix̃
2
i + 2

∑
i:λi=0

⟨b,qi⟩x̃i + c̃ = 0. (37)

Äëÿ âiëüíîãî ÷ëåíó ìà¹ìî (ïiäñòàâëÿþ÷è X0 = −Qp, h = Q′b)

c̃ = X ′
0AX0 + 2X ′

0b+ c = p′Q′AQp− 2p′Q′b+ c = p′Eλ p− 2p′h+ c.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî ïîêëàâøè pi = 0 ó âñiõ âèïàäêàõ, êîëè λi = 0 ìè îñòàòî-
÷íî âèçíà÷à¹ìî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ, ÿêèé ìàêñèìàëüíî ñïðîùó¹ âiëüíèé ÷ëåí
ðiâíÿííÿ. Äiéñíî,

p′Eλp =
∑
i:λi ̸=0

λi pi
2 =

∑
i:λi ̸=0

λi
h2
i

λi
2 =

∑
i:λi ̸=0

h2
i

λi
=

∑
i:λi ̸=0

hi

λi
hi =

∑
i:λi ̸=0

pihi.
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Òåïåð çàóâàæèìî, ùî

p′h =
n∑

i=1

pihi =
∑
i:pi ̸=0

pihi +
∑
i:pi=0

pihi =
∑
i:λi ̸=0

pihi.

Òîìó îñòàòî÷íî
c̃ = c− p′Eλ p = c−

∑
i:λi ̸=0

λip
2
i .

Öåé æå âèðàç äëÿ âiëüíîãî ÷ëåíó ìîæíà îòðèìàòè iç iíøèõ, íàâiòü ïðîñòiøèõ
ìiðêóâàíü. Â ðiâíÿííi (37) ïîâåðíåìîñÿ äî ñòàðî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, âèêîðè-
ñòîâóþ÷è ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, à ñàìå

Φ(X) =
∑
i:λi ̸=0

λi

(
⟨qi,X⟩+ pi

)2
+ 2

∑
i:λi=0

⟨b,qi⟩
(
⟨qi,X⟩+ pi

)
+ c̃ = 0,

i çàóâàæèìî, ùî â ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò Φ(0) = c � âiëüíîìó ÷ëåíó ðiâíÿííÿ.
Ç iíøîãî áîêó ìà¹ìî

Φ(0) =
∑
i:λi ̸=0

λip
2
i + 2

∑
i:λi=0

⟨b,qi⟩pi + c̃ = c

Êîîðäèíàòè pi â ïåðøié ñóìi âèçíà÷åíi ôîðìóëàìè (36), â òîé ÷àñ ÿê â äðóãié
ñóìi êîîðäèíàòè pi äîâiëüíi. Ìàêñèìàëüíî ñïðîùåíèé i îäíîçíà÷íèé âèðàç äëÿ
c̃ îòðèìà¹ìî ïîêëàâøè pi = 0 ó âñiõ ôîðìóëàõ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò, ùî
âiäïîâiäàþòü λi = 0. Â òàêîìó ðàçi

c̃ = c−
∑
i:λi ̸=0

λip
2
i ,

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

3.1 Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà äëÿ êðèâèõ 2 ïîðÿäêó

Òåîðåìà 1. Ðiâíÿííÿ áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

⟨AX,X⟩+ 2⟨X,b⟩+ c = 0

îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ñèñòåìè êîîðäèíàò ìîæå áóòè çâåäåíå äî
îäíi¹¨ ç 9 ïåðåëi÷åíèõ êàíîíi÷íèõ ôîðì. Òèì ñàìèì, áóäü-ÿêà êðèâà 2-ãî ïî-
ðÿäêó ¹ îäíi¹þ ç ïåðåëi÷åíèõ 9 êðèâèõ.

Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò iç ëåìè 2 i çâåäåìî íàøå
ðiâíÿííÿ äî âèäó ∑

i:λi ̸=0

λix̃
2
i + 2

∑
i:λi=0

hix̃i + c−
∑
i:λi ̸=0

λip
2
i = 0, (∗)
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äå hi = ⟨b,qi⟩ � êîîðäèíàòè ðîçêëàäàííÿ âåêòîðó b çà áàçèñîì q1,q2.
Çàíóìåðó¹ìî âëàñíi ÷èñëà ó òàêèé ñïîñiá, ùî λ1 ̸= 0. Áiëüøå òîãî, äîìíî-

æóþ÷è ïðè íåîáõiäíîñòi îòðèìàíå ðiâíÿííÿ íà (−1) çàâæäè ìîæåìî ââà-
æàòè, ùî λ1 > 0.

Äàëi ìîæëèâi 2 âàðiàíòè: àáî ðiâíÿííÿ (∗) ìiñòèòü ëiíiéíó ÷àñòèíó, àáî âîíà
âiäñóòíÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçãëÿäiâ, ïîâåðíåìîñÿ äî òðàäèöiéíèõ ïîçíà÷åíü:

x1 → x, x2 → y.

Ïðèïóñòèìî, ðiâíÿííÿ (∗) íå ìiñòèòü ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè. Â òàêîìó ðàçi
ñïðîùåíå ðiâíÿííÿ îòðèìó¹ âèãëÿä∑

i:λi ̸=0

λix̃
2
i + c−

∑
i:λi ̸=0

λip
2
i = 0.

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè (x̃1, x̃2, . . . , x̃n), ùî ëåæèòü íà êâàäðèöi,
òî÷êà (−x̃1,−x̃2, . . . ,−x̃n) òàêîæ ëåæèòü íà öié æå êâàäðèöi. Öå îçíà÷à¹, ùî
ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ¹ öåíòðîì ñèìåòði¨ êâàäðiêè. Ðîçãëÿíåìî
ìîæëèâi âèïàäêè.

• λ1 > 0, λ2 ̸= 0. Òîäi p1 = 1
λ1
⟨q1,b⟩, p2 = 1

λ2
⟨q2,b⟩ i ðiâíÿííÿ (∗) ïðèéìå

âèãëÿä
λ1x̃

2 + λ2ỹ
2 + c− λ1p1

2 − λ2p2
2︸ ︷︷ ︸

c̃

= 0.

Âåêòîð p âèçíà÷åíèé ¹äèíèì ÷èíîì. Êðèâà ìà¹ ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨.
Òàêi êðèâi íàçèâàþòüñÿ öåíòðàëüíèìè. Ó çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ
çíàêiâ, îäåðæó¹ìî ïåðåëiê öåíòðàëüíèõ êðèâèõ

λ1 λ2 c̃ Êðèâà

+ + + åëiïñ óÿâíèé

+ + 0 ïàðà óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi (0, 0)

+ + − åëiïñ äiéñíèé

+ − ± ãiïåðáîëà

+ − 0 ïàðà äiéñíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

Îòæå, ìà¹ìî 5 öåíòðàëüíèõ êðèâèõ. Öåíòð êðèâî¨ çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi

X0 = −p = −(p1q1 + p2q2).

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ p2.
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• λ1 > 0, λ2 = 0, h2 = 0. Òîäi p1 =
1
λ1
⟨q1,b⟩, p2 = 0 i ðiâíÿííÿ (∗) ïðèéìå

âèãëÿä
λ1x̃

2 + c− λ1p1
2︸ ︷︷ ︸

c̃

= 0.

Ó çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ çíàêiâ, îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ïåðåëiê ïî-
âåðõîíü.

λ1 c̃ Êðèâà

+ + ïàðà óÿâíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ

+ 0 ïàðà ïðÿìèõ, ùî çëèâàþòüñÿ

+ − ïàðà äiéñíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ

Ó ïåðåëiêó 3 êðèâi, ùî ìàþòü ïðÿìó àáî ïëîùèíó öåíòðiâ ñèìåòði¨. Ïåðå-
òâîðåííÿ êîîðäèíàò âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩,

Ïðèïóñòèìî, ðiâíÿííÿ (∗) ìiñòèòü ëiíiéíó ÷àñòèíó. Öå îçíà÷à¹, ùî ïiñëÿ
ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò  x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩,

äå p1 =
1
λ1
⟨q1,b⟩, ðiâíÿííÿ (∗) ìà¹ âèãëÿä

λ1x̃
2 + 2h2ỹ + c− λ1p1

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0,

àáî

λ1x̃
2 + 2h2

(
ỹ +

1

2h2
(c− λ1p

2
1)
)
= 0.

Ñêîðåãó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ 1
2h2

(c− λ1p
2
1),

ç ìåòîþ �çíèùåííÿ� âiëüíîãî ÷ëåíó. Âiäíîñíî òàêî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò îòðèìó-
¹ìî ðiâíÿííÿ

λ1x̃
2 + 2h2ỹ = 0.

Çíàéäåíà êðèâà ¹ ïàðàáîëîþ. Îòæå çàãàëîì ìà¹ìî 9 êðèâèõ.
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3.1.1 Àëãîðèòì çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó

Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà 1 ìiñòèòü åôåêòèâíèé àëãîðèòì çâåäåííÿ ðiâíÿííÿ
êðèâî¨ äî êàíîíi÷íîãî âèäó. Ùîá çâåñòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0

ñëiä âèêîíàòè íàñòóïíi äi¨:

• âèïèñàòè ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ

A =

(
a11 a12
a12 a22

)
, b =

(
b1
b2

)
, c;

• çíàéòè âëàñíi ÷èñëà λ1, λ2 i âiäïîâiäíi îðòîíîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè q1,q2;

• çíàéòè êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäàííÿ hi âåêòîðó b çà áàçèñîì q1,q2, òîáòî çíà-
éòè hi = ⟨b,qi⟩ (i = 1, 2).

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò {
x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ p2

çâîäèòü ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äî íàéïðîñòiøîãî âèäó íàñòóïíèì âèáîðîì ïàðàìåòðiâ
p1, p2 ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

λ1 λ2 h2 p1 p2 Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ

̸= 0 ̸= 0 p1 =
h1

λ1
p2 =

h2

λ2
λ1x̃

2 + λ2ỹ
2+

c− (λ1p
2
1 + λ2p

2
2) = 0

̸= 0 0 0 p1 =
h1

λ1
p2 = 0 λ1x̃

2 + c− λ1p
2
1 = 0

̸= 0 0 ̸= 0 p1 =
h1

λ1
p2 =

1
2h2

(
c− λ1p

2
1

)
λ1x̃

2 + 2h2ỹ = 0

Ïðè öüîìó ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi

X0 = −p1q1 − p2q2.

Ïðèêëàä 3.1. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

29x2 − 24xy + 36y2 + 82x− 96y − 91 = 0

i çíàéòè âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.
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Ðîçâ'ÿçîê. Ñôîðìó¹ìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

(
29 −12

−12 36
,

)
b =

(
41

−48

)
, c = −91.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 − 65λ+ 900 = 0

i çíàéäåìî éîãî êîðåíi λ1 = 20, λ2 = 45. Çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A:

V1 =

(
4
3

)
V2 =

(
−3
4

)
.

Òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1

5

(
4
3

)
q2 =

1

5

(
−3
4

)
.

Ðîçêëàäåìî âåêòîð b çà áàçèñîì q1,q2:

h1 = ⟨b,q1⟩ = 4, h2 = ⟨b,q1⟩ = −63.

Çíàéäåìî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ

p1 =
h1

λ1
=

1

5
, p2 =

h2

λ2
= −7

5
.

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò îòðèìà¹ âèãëÿä
x̃ =

4x+ 3y

5
+

1

5
=

4x+ 3y + 1

5
,

ỹ =
−3x+ 4y

5
− 7

5
=

−3x+ 4y − 7

5
.

Âèïèøåìî íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ:

20x̃2 + 45ỹ2 + c̃ = 0.

Ïàðàìåòð c̃ = −91− 20
(
1
5

)2 − 45
(
7
5

)2
= −180. Îòæå, êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

20x̃2 + 45ỹ2 = 180 ∼ x̃2

9
+

ỹ2

4
= 1

¹ ðiâíÿííÿì åëiïñó ç íàïiâîñÿìè a = 3, b = 2 öåíòð ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi

X0 = −p = −1

5
q1 +

7

5
q2 =

1

25

(
−
(

4
3

)
+ 7

(
−3
4

))
=

(
−1
1

)
.

Íîâà âiñü Õỹ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì x̃ = 0, à íîâà âiñü Õx̃ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
ỹ = 0. Îòæå,

Õx̃ : −3x+ 4y − 7 = 0, Õỹ : 4x+ 3y + 1 = 0.
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Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òî÷êà (−1, 1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè{
4x+ 3y + 1 = 0,

−3x+ 4y − 7 = 0.

Ïðèêëàä 3.2. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

4xy + 3y2 + 16x+ 12y − 36 = 0.

i çíàéòè âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñôîðìó¹ìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

(
0 2
2 3

)
, b =

(
8
6

)
, c = −36.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 − 3λ− 4 = 0

i çíàéäåìî éîãî êîðåíi λ1 = 4, λ2 = −1. Çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A:

V1 =

(
1
2

)
V2 =

(
−2
1

)
.

Òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1√
5

(
1
2

)
q2 =

1√
5

(
−2
1

)
.

Ðîçêëàäåìî âåêòîð b çà áàçèñîì q1,q2:

h1 = ⟨b,q1⟩ =
20√
5
, h2 = ⟨b,q2⟩ = − 10√

5
.

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

p1 =
h1

λ1
=

5√
5
, p2 =

10√
5

i ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
x̃ =

x+ 2y√
5

+
5√
5
=

x+ 2y + 5√
5

,

ỹ =
−2x+ y√

5
+

10√
5
=

−2x+ y + 10√
5

.

Âèïèøåìî íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ:

4x̃2 − ỹ2 − 36− (4(
√
5)2 − (2

√
5)2) = 0 ∼ 4x̃2 − ỹ2 − 36 = 0.
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Êðèâà ¹ ãiïåðáîëîþ
x̃2

9
− ỹ2

36
= 1

ç íàïiâîñÿìè a = 3, b = 6.
Ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ëåæèòü â öåíòði ñèìåòði¨ êðèâî¨

X0 = − 5√
5

1√
5

(
1
2

)
− 10√

5

1√
5

(
−2
1

)
= −

(
1
2

)
− 2

(
−2
1

)
=

(
3

−4

)
,

ùî çáiãà¹òüñÿ ç òî÷êîþ ïåðåòèíó íîâèõ îñåé êîîðäèíàò.
Àñèìïòîòè ãiïåðáîëè ỹ = ±6

3 x̃ â ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò îòðèìàþòü ðiâíÿ-
ííÿ

−2x+ y + 10 = ±2(x+ 2y + 5).

Ïðèêëàä 3.3. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

4x2 − 12xy + 9y2 − 2x+ 3y − 2 = 0

i çíàéòè âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñôîðìó¹ìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

(
4 −6

−6 9

)
, b =

(
−1
3/2

)
, c = −2.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 − 13λ = 0

i çíàéäåìî éîãî êîðåíi λ1 = 13, λ2 = 0. Çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A:

V1 =

(
2

−3

)
V2 =

(
3
2

)
.

Òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1√
13

(
2

−3

)
q2 =

1√
13

(
3
2

)
.

Ðîçêëàäåìî âåêòîð b çà áàçèñîì q1,q2:

h1 = ⟨b,q1⟩ = −
√
13

2
, h2 = ⟨b,q2⟩ = 0.

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

p1 =
h1

λ1
= − 1

2
√
13

, p2 = 0
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i ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
x̃ =

2x− 3y√
13

+
(
− 1

2
√
13

)
=

2x− 3y − 1/2√
13

,

ỹ =
3x+ 2y√

13
.

Âèïèøåìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ:

13x̃2 + (−2)− 13

(
− 1

2
√
13

)2

= 0 ∼ 13x̃2 − 9/4 = 0 ∼ x̃ = ± 3

2
√
13

Öå ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, ùî çàäàþòüñÿ ó ñòàðié ñèñòåìi êîîðäèíàò ðiâíÿ-
ííÿìè

x̃ = − 3

2
√
13

∼ 2x− 3y + 1 = 0, x̃ =
3

2
√
13

∼ 2x− 3y − 2 = 0.

Íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî ïî÷àòêîâå ðiâíÿííÿ ðîçêëàäà¹òüñÿ íà ìíîæíèêè

4x2 − 12xy + 9y2 − 2x+ 3y − 2 = (2x− 3y + 1)(2x− 3y − 2).

Ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ëåæèòü â òî÷öi

X0 = −p = p1q1 =
1

2 · 13

(
2

−3

)
=

1

13

(
1

−3/2

)
,

ùî ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó íîâèõ îñåé êîîðäèíàò 3x+ 2y = 0 i 2x− 3y − 1/2 = 0.

Ïðèêëàä 3.4. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

9x2 − 24xy + 16y2 − 20x+ 110y − 50 = 0

i çíàéòè âiäïîâiäíå ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Ðîçâ'ÿçîê. Ñôîðìó¹ìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

(
9 −12

−12 16
,

)
b =

(
−10
55

)
, c = −50.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ2 − 25λ = 0

i çíàéäåìî éîãî êîðåíi λ1 = 25, λ2 = 0. Çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi A:

V1 =

(
3

−4

)
V2 =

(
4
3

)
.
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Òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1

5

(
3

−4

)
q2 =

1

5

(
4
3

)
.

Ðîçêëàäåìî âåêòîð b çà áàçèñîì q1,q2:

h1 = ⟨b,q1⟩ = −50, h2 = ⟨b,q1⟩ = 25.

Îñêiëüêè h2 = 25 ̸= 0, òî êîîðäèíàòè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó îòðèìàþòü âèðàç

p1 =
h1

λ1
= −2, p2 =

1

2h2

(
c− λ1p

2
1

)
=

1

50

(
− 50− 25 · 4) = −3.

Îñòàòî÷íå íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ ïðèéìå âèãëÿä

25x̃2 + 2 · 25ỹ = 0 ∼ x̃2 = −2ỹ,

à ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò 
x̃ =

3x− 4y

5
− 2,

ỹ =
4x+ 3y

5
− 3.

Íîâà âiñü Õỹ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì x̃ = 0, à íîâà âiñü Õx̃ çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì
ỹ = 0. Îòæå,

Õx̃ : 4x+ 3y − 15 = 0, Õỹ : 3x− 4y − 10 = 0.

Âåðøèíà ïàðàáîëè ëåæèòü â ïî÷àòêó íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, òîáòî â òî÷öi

X0 = −p = 2q1 + 3q2 =
2

5

(
3

−4

)
+

3

5

(
4
3

)
=

1

5

(
18
1

)
.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òî÷êà (18/5, 1/5) äiéñíî ëåæèòü â ïåðåòèíi ïðÿìèõ 4x +
3y − 15 = 0 i 3x− 4y − 10 = 0.

3.2 Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà äëÿ ïîâåðõîíü 2 ïîðÿäêó

Òåîðåìà 2. Ðiâíÿííÿ áóäü-ÿêî¨ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó

⟨AX,X⟩+ 2⟨X,b⟩+ c = 0

îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ñèñòåìè êîîðäèíàò ìîæå áóòè çâåäåíå äî
îäíi¹¨ ç ïåðåëi÷åíèõ 17 êàíîíi÷íèõ ôîðì. Òèì ñàìèì, áóäü-ÿêà ïîâåðõíÿ 2-ãî
ïîðÿäêó ¹ îäíi¹þ ç ïåðåëi÷åíèõ 17 ïîâåðõîíü.
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Äîâåäåííÿ. Çäiéñíèìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò iç ëåìè 2 i çâåäåìî íàøå
ðiâíÿííÿ äî âèäó ∑

i:λi ̸=0

λix̃
2
i + 2

∑
i:λi=0

hix̃i + c−
∑
i:λi ̸=0

λip
2
i = 0, (∗∗)

äå ìè ïîêëàëè äëÿ ñêîðî÷åííÿ hi = ⟨b,qi⟩ � êîîðäèíàòè ðîçêëàäàííÿ âåêòîðó
b çà áàçèñîì q1,q2,q3.

Ïîäiáíî äî âèïàäêó êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó, çàíóìåðó¹ìî âëàñíi ÷èñëà ó òàêèé
ñïîñiá, ùî λ1 ̸= 0. Áiëüøå òîãî, äîìíîæóþ÷è ïðè íåîáõiäíîñòi îòðèìàíå
ðiâíÿííÿ íà (−1) çàâæäè ìîæåìî ââàæàòè, ùî λ1 > 0.

Äàëi ìîæëèâi 2 âàðiàíòè: àáî ðiâíÿííÿ (∗∗) ìiñòèòü ëiíiéíó ÷àñòèíó, àáî âîíà
âiäñóòíÿ.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçãëÿäiâ, ïîâåðíåìîñÿ äî òðàäèöiéíèõ ïîçíà÷åíü:

x1 → x, x2 → y, x3 → z.

Ïðèïóñòèìî, ðiâíÿííÿ (∗∗) íå ìiñòèòü ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè. Ïîäiáíî äî êðè-
âî¨ 2 ïîðÿäêó, âiäñóòíiñòü ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ îçíà÷à¹, ùî ïî÷àòîê
íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ðîçìiùó¹òüñÿ â öåíòði ñèìåòði¨ ïîâåðõíi. Ïðîâå-
äåìî àíàëiç ìîæëèâèõ âèïàäêiâ.

• λ1 > 0, λ2 ̸= 0, λ3 ̸= 0. Òîäi p1 = 1
λ1
⟨q1,b⟩, p2 = 1

λ1
⟨q1,b⟩, p3 = 1

λ1
⟨q1,b⟩ i

ðiâíÿííÿ (∗∗) ïðèéìå âèãëÿä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃
2 + c− λ1p1

2 − λ2p2
2 − λ3p3

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0

Âåêòîð p âèçíà÷åíèé ¹äèíèì ÷èíîì. Ïîâåðõíÿ ìà¹ ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨.
Òàêi ïîâåðõíi íàçèâàþòüñÿ öåíòðàëüíèìè. Ó çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøå-
ííÿ çíàêiâ, îäåðæó¹ìî ïåðåëiê öåíòðàëüíèõ ïîâåðõîíü

λ1 λ2 λ3 c̃ Ïîâåðõíÿ

+ + + + åëiïñî¨ä óÿâíèé

+ + + 0 êîíóñ óÿâíèé

+ + + − åëiïñî¨ä

+ + − + äâîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

+ + − 0 êîíóñ

+ + − − îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

Îòæå, ìà¹ìî 6 öåíòðàëüíèõ ïîâåðõîíü. Öåíòð ïîâåðõíi çíàõîäèòüñÿ â
òî÷öi

X0 = −p = −(p1q1 + p2q2 + p3q3).
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Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè
x̃ = ⟨q1,X⟩+ 1

λ1
⟨q1,b⟩,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ 1
λ2
⟨q2,b⟩,

z̃ = ⟨q3,X⟩+ 1
λ3
⟨q3,b⟩.

• λ1 > 0, λ2 ̸= 0, λ3 = 0, h3 = 0. Òîäi p1 = 1
λ1
⟨q1,b⟩, p2 = 1

λ1
⟨q1,b⟩,

p3 = 0 i ðiâíÿííÿ (∗∗) ïðèéìå âèãëÿä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + c− λ1p1
2 − λ2p2

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Ó çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ çíàêiâ, îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ïåðåëiê ïî-
âåðõîíü.

λ1 λ2 c̃ Ïîâåðõíÿ

+ + + öèëiíäð åëiïòè÷íèé óÿâíèé

+ + 0 ïàðà óÿâíèõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

+ + − öèëiíäð åëiïòè÷íèé

+ − ± öèëiíäð ãiïåðáîëi÷íèé

+ − 0 ïàðà äiéñíèõ ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

Ó ïåðåëiêó 5 ïîâåðõîíü, ùî ìàþòü ïðÿìó öåíòðiâ ñèìåòði¨. Ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè

x̃ = ⟨q1,X⟩+ 1
λ1
⟨q1,b⟩,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ 1
λ2
⟨q2,b⟩,

z̃ = ⟨q3,X⟩,

• λ1 > 0, λ2 = λ3 = 0, h2 = h3 = 0. Òîäi p1 = 1
λ1
⟨q1,b⟩, p2 = 0, p3 = 0 i

ðiâíÿííÿ (∗∗) ïðèéìå âèãëÿä

λ1x̃
2 + c− λ1p1

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Ó çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ çíàêiâ, îäåðæó¹ìî íàñòóïíèé ïåðåëiê ïî-
âåðõîíü.

λ1 c̃ Ïîâåðõíÿ

+ + ïàðà ïàðàëåëüíèõ óÿâíèõ ïëîùèí

+ 0 ïàðà ïëîùèí, ùî çáiãàþòüñÿ

+ − ïàðà ïàðàëåëüíèõ äiéñíèõ ïëîùèí
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Ó ïåðåëiêó 3 ïîâåðõíi, ùî ìàþòü ïëîùèíó öåíòðiâ ñèìåòði¨. Ïåðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò çàäà¹òüñÿ ôîðìóëàìè

x̃ = ⟨q1,X⟩+ 1
λ1
⟨q1,b⟩,

ỹ = ⟨q2,X⟩,
z̃ = ⟨q3,X⟩,

Ïðèïóñòèìî, ðiâíÿííÿ (∗∗) ìiñòèòü ëiíiéíó ÷àñòèíó. Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi
âèïàäêè.

• λ1 > 0, λ2 ̸= 0, λ3 = 0, h3 ̸= 0. Â òàêîìó ðàçi

p1 =
1

λ1
⟨q1,b⟩, p2 =

1

λ1
⟨q1,b⟩, p3 = 0,

i ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ p2,

z̃ = ⟨q3,X⟩,

ðiâíÿííÿ (∗∗) îòðèìà¹ âèãëÿä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2h3z̃ + c− λ1p1
2 − λ2p2

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0

Ñêîðåãó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ç ìåòîþ �çíèùåííÿ� âiëüíîãî ÷ëåíó
ðiâíÿííÿ, à ñàìå ïîêëàäåìî

p3 =
1

2h3

(
c− λ1p

2
1 − λ2p

2
2

)
.

Òîäi ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
x̃ = ⟨q1,X⟩+ 1

λ1
⟨q1,b⟩,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ 1
λ2
⟨q2,b⟩,

z̃ = ⟨q3,X⟩+ 1
2h3

(
c− λ1p

2
1 − λ2p

2
2

)
çâîäèòü ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi äî âèäó

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2h3z̃ = 0.

Ó çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåííÿ çíàêiâ, îäåðæó¹ìî

λ1 λ2 Ïîâåðõíÿ

+ + Åëiïòè÷íèé ïàðàáîëî¨ä

+ − Ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä
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• λ1 > 0, λ2 = λ3 = 0, h2
2 + h3

2 ̸= 0. Â òàêîìó ðàçi

p1 =
1

λ1
⟨q1,b⟩, p2 = 0, p3 = 0

i ïiñëÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩,
z̃ = ⟨q3,X⟩,

ðiâíÿííÿ (∗∗) ïðèéìå âèãëÿä

λ1x̃
2 + 2h2ỹ + 2h3z̃ + c− λ1p1

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Âåêòîðè q2 i q3 ¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè, ùî âiäïîâiäàþòü êðàòíîìó âëà-
ñíîìó çíà÷åííþ λ = 0 i ìîæóòü áóòè îáðàíi äîâiëüíî â ïiäïðîñòîði, ùî
îðòîãîíàëüíèé âåêòîðó q1. Óìîâà h2

2 + h2
3 ̸= 0 îçíà÷à¹, ùî âåêòîð b ìà¹

íåíóëüîâó ïðî¹êöiþ íà öåé ïiäïðîñòið. Âèçíà÷èìî íîâèé áàçèñ, ïðèéíÿâøè

q̂2 =
b− ⟨b,q1⟩
|b− ⟨b,q1⟩|

, q̂3 = q1 × q̂2.

Ðîçêëàäàííÿ âåêòîðó b çà íîâèì áàçèñîì îòðèìà¹ âèðàç

b = h1q1 + ĥ2
2q̂2 + 0q̂3 = h1q1 +

√
h2
2 + h2

3 q̂2.

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò 
x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q̂2,X⟩,
z̃ = ⟨q̂3,X⟩,

çâîäèòü ðiâíÿííÿ äî âèäó

λ1x̃
2 + 2ĥ2 ỹ + c− λ1p1

2︸ ︷︷ ︸
c̃

= 0.

Ñêîðåãó¹ìî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ç ìåòîþ �çíèùåííÿ� âiëüíîãî ÷ëåíó
ðiâíÿííÿ, à ñàìå 

x̃ = ⟨q1,X⟩+ 1
λ1
⟨q1,b⟩,

ỹ = ⟨q̂2,X⟩+ 1

2ĥ2

(
c− λ1p

2
1

)
,

z̃ = ⟨q̂3,X⟩.
Îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ

λ1x̃
2 + 2ĥ2 ỹ = 0.

Öå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëi÷íîãî öèëiíäðó.
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Òàêèì ÷èíîì âèêîíàíî àíàëiç âñiõ ìîæëèâèõ âèïàäêiâ. Â ðåçóëüòàòi çíàéäåíî
âñi 17 òèïiâ êàíîíi÷íèõ ôîðì ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó i âiäïîâiäíi êàíîíi÷íi
ïîâåðõíi.

3.2.1 Àëãîðèòì çâåäåííÿ äî êàíîíi÷íîãî âèäó ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó

Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà 2 òàêîæ ìiñòèòü åôåêòèâíèé àëãîðèòì çâåäåííÿ ðiâ-
íÿííÿ ïîâåðõíi äî êàíîíi÷íîãî âèäó. Ùîá çâåñòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi

a11x
2 + a22y

2 + a33z
2 ++2a12xy + 2a13xz + 2a23yz + 2b1x+ 2b2y + 2b3z + c = 0

ñëiä âèêîíàòè íàñòóïíi äi¨:

• âèïèñàòè ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ

A =

 a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

 , b =

 b1
b2
b3

 , c;

• çíàéòè âëàñíi ÷èñëà λ1, λ2, λ3 i âiäïîâiäíi îðòîíîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè
q1,q2,q3;

• çíàéòè êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäàííÿ hi âåêòîðó b çà áàçèñîì q1,q2,q3, òîáòî
çíàéòè hi = ⟨b,qi⟩ (i = 1, 2, 3).

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò 
x̃ = ⟨q1,X⟩+ p1,

ỹ = ⟨q2,X⟩+ p2,

z̃ = ⟨q3,X⟩+ p3

çâîäèòü ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi äî êâàçiêàíîíi÷íîãî âèäó íàñòóïíèì âèáîðîì ïàðà-
ìåòðiâ p1,p2,p3 ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

• Ïàðàìåòðè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

λ1 λ2 λ3 h2 h3 p1 p2 p3

̸= 0 ̸= 0 ̸= 0 p1 =
h1

λ1
p2 =

h2

λ2
p3 =

h3

λ3

Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃ + c− (λ1p
2
1 + λ2p

2
2 + λ3p

2
3) = 0.

• Ïàðàìåòðè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó
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λ1 λ2 λ3 h2 h3 p1 p2 p3

≠ 0 ̸= 0 0 0 p1 =
h1

λ1
p2 =

h2

λ2
p3 = 0

Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + c− (λ1p
2
1 + λ2p

2
2) = 0.

• Ïàðàìåòðè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

λ1 λ2 λ3 h2 h3 p1 p2 p3

̸= 0 0 0 0 0 p1 =
h1

λ1
p2 = 0 p3 = 0

Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ λ1x̃
2 + c− λ1p

2
1 = 0.

• Ïàðàìåòðè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

λ1 λ2 λ3 h2 h3 p1 p2 p3

̸= 0 ̸= 0 0 ̸= 0 p1 =
h1

λ1
p2 =

h2

λ2
p3 =

1
2h3

(
c− λ1p

2
1 − λ2p

2
2

)
Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ λ1x̃

2 + λ2ỹ
2 + 2h3z̃ = 0.

• Îñîáëèâèé âèïàäîê

λ1 λ2 λ3 h2
2 + h2

3

̸= 0 0 0 ̸= 0

Ñëiä âèêîíàòè íàñòóïíi óòî÷íåííÿ:

áàçèñ q1 = q1, q̂2 =
b−⟨b,q1⟩q1

|b−⟨b,q1⟩q1| , q̂3 = q1 × q2;

ïàðàìåòðè ĥ2 =
√

h2
2 + h2

3 ̸= 0, ĥ3 = 0;

ïàðàìåòðè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó p1 =
h1

λ1
, p2 =

1

2ĥ2

(
c− λ1p

2
1), p3 = 0.

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò
x̃ = ⟨q1,X⟩+ h1

λ1
,

ỹ = ⟨q̂2,X⟩+ 1

2ĥ2

(
c− λ1p

2
1),

z̃ = ⟨q̂3,X⟩
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Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ λ1x̃
2 + 2ĥ2 ỹ = 0 ¹ ðiâíÿííÿì ïàðàáîëi÷íîãî öè-

ëiíäðó.

Ó âñiõ âèïàäêàõ, îêðiì ïàðàáîëi÷íîãî öèëiíäðó, ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi X0 = −(p1q1 + p2q2 + p3q3) Äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî
öèëiíäðó X0 = −(p1q1 + p2q̂2).

Ïðèêëàä 3.5. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó i çíàéòè âiäïîâiäíå ïðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò äëÿ ðiâíÿííÿ

7x2 + 6y2 + 5z2 − 4xy − 4yz − 6x− 24y + 18z + 30 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 7 −2 0
−2 6 −2
0 −2 5

 , b =

 −3
−12

9

 , c = 30.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ3−(7+6+5)λ2+

(∣∣∣∣ 7 −2
−2 6

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 7 0
0 5

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 6 −2
−2 5

∣∣∣∣)λ−

∣∣∣∣∣∣
7 −2 0

−2 6 −2
0 −2 5

∣∣∣∣∣∣ = 0,

λ3 − 18λ2 + 99λ− 162 = 0.

Êîðåíi ðiâíÿííÿ λ1 = 3, λ2 = 6, λ3 = 9. Âëàñíi âåêòîðè

V1 = {1, 2, 2}, V2 = {2, 1,−2}, V3 = {2,−2, 1}.

òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1

3

 1
2
2

 , q2 =
1

3

 2
1

−2

 , q3 =
1

3

 2
−2
1

 .

Ðîçêëàäåìî çà öèì áàçèñîì âåêòîð b:

h1 = ⟨q1,b⟩ = −3, h2 = ⟨q2,b⟩ = −12, h3 = ⟨q3,b⟩ = 9.

Çíàéäåìî êîîðäèíàòè ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

p1 =
h1

λ1
= −1, p2 =

h2

λ2
= −2, p3 =

h3

λ3
= 1.

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

x̃ =
x+ 2y + 2z

3
− 1 =

x+ 2y + 2z − 3

3

ỹ =
2x+ y − 2z

3
− 2 =

2x+ y − 2z − 6

3
,

z̃ =
2x− 2y + z

3
+ 1 =

2x− 2y + z + 3

3
.
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Çíàéäåìî íîâèé âiëüíèé ÷ëåí ðiâíÿííÿ c̃:

c− (λ1p
2
1 + λ2p

2
2 + λ3p

2
3) = 30− (3 + 24 + 9) = −6.

Îòæå ìà¹ìî íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ

3x̃2 + 6ỹ2 + 9z̃2 − 6 = 0.

Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ âèãëÿä

x̃2

2
+

ỹ2

1
+

z̃2

2/3
= 1.

Ïîâåðõíÿ ¹ åëiïñî¨äîì ç íàïiâîñÿìè a =
√
2, b = 1, c =

√
2/3. Ïëîùèíè

x+ 2y + 2z − 3 = 0, 2x+ y − 2z − 6 = 0, 2x− 2y + z + 3 = 0

¹ ïëîùèíàìè ñèìåòði¨. Ðàäióñ-âåêòîð öåíòðó ñèìåòði¨ â ïî÷àòêîâié ñèñòåìi êî-
îðäèíàò ¹ âåêòîðîì

X0 = −(p1q1 + p2q2 + p3q3) =

− 1

3

−

 1
2
2

− 2

 2
1

−2

+

 2
−2
1

 = −1

3

 −3
−6
3

 =

 1
2

−1

 .

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (1, 2,−1) ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè ðiâ-
íÿíü 

x+ 2y + 2z − 3 = 0,
2x+ y − 2z − 6 = 0,
2x− 2y + z + 3 = 0,

òîáòî ¹ òî÷êîþ ïåðåòèíó ïëîùèí ñèìåòði¨.

Ïðèêëàä 3.6. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó i çíàéòè âiäïîâiäíå ïðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò äëÿ ðiâíÿííÿ

5x2 + 8y2 + 5z2 + 4xy − 8xz + 4yz − 27 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 5 2 −4
2 8 2

−4 2 5

 , b =

 0
0
0

 , c = −27.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ3 − (5 + 8 + 5)λ2 +

(∣∣∣∣ 5 2
2 8

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 5 −4
−4 5

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 8 2
2 5

∣∣∣∣)λ−

∣∣∣∣∣∣
5 2 −4
2 8 2

−4 2 5

∣∣∣∣∣∣ = 0,
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λ3 − 18λ2 + 81λ = 0.

Êîðåíi ðiâíÿííÿ λ1 = 9, λ2 = 9, λ3 = 0. Âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü êðà-
òíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ 9 óòâîðþþòü äâîâèìiðíèé ïiäïðîñòið, ùî àñîöiþ¹òüñÿ
ç ïëîùèíîþ

−4x+ 2y − 4z = 0 ∼ 2x− y + 2z = 0.

Âåêòîð íîðìàëi öi¹¨ ïëîùèíè âiäïîâiäà¹ òðåòüîìó âëàñíîìó ÷èñëó λ3 = 0, òîáòî

V3 = {2,−1, 2}.

Â ÿêîñòi âåêòîðiâ V1 i V2 ìîæíà îáðàòè áóäü-ÿêi, ùî îðòîãîíàëüíi V3. Íàïðè-
êëàä, V1 = {0, 2, 1}. Òîäi V2 = V3 ×V1 = {−5,−2, 4}. Òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1√
5

 0
2
1

 , q2 =
1√
45

 −5
−2
4

 , q3 =
1

3

 2
−1
2

 .

Âåêòîð b = 0, òîìó h = p = 0 i êâàçiêàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ îòðèìà¹ âèãëÿä

9x̃2 + 9ỹ2 − 27 = 0 ∼ x̃2 + ỹ2 = 3.

Öå ðiâíÿííÿ êðóãîâîãî öèëiíäðó ç ðàäióñîì R =
√
3. Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò

çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi 

x̃ =
2y + z√

5

ỹ =
−5x− 2y + 4z√

45
,

z̃ =
2x− y + 2z

3
.

Çàóâàæèìî, ùî âèä ïåðåòâîðåííÿ íåîäíîçíà÷íèé i çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñà
ó âëàñíîìó ïiäïðîñòîði, ùî âiäïîâiäà¹ êðàòíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ.

Ïðèêëàä 3.7. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó i çíàéòè âiäïîâiäíå ïðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò äëÿ ðiâíÿííÿ

4x2 + y2 + 4z2 − 4xy − 8xz + 4yz − 28x+ 2y + 16z + 45 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 4 −2 −4
−2 1 2
−4 2 4

 , b =

 −14
1
8

 , c = 45.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ3−(4+1+4)λ2+

(∣∣∣∣ 4 −2
−2 1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 4 −4
−4 4

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 1 2
2 4

∣∣∣∣)λ−

∣∣∣∣∣∣
4 −2 −4

−2 1 2
−4 2 4

∣∣∣∣∣∣ = 0,
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λ3 − 9λ2 = 0.

Êîðåíi ðiâíÿííÿ λ1 = 9, λ2 = 0, λ3 = 0. Âëàñíi âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü êðà-
òíîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = 0 óòâîðþþòü äâîâèìiðíèé ïiäïðîñòið, ùî àñîöi-
þ¹òüñÿ ç ïëîùèíîþ

2x− y − 2z = 0.

Âåêòîð íîðìàëi öi¹¨ ïëîùèíè âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ1 = 9. Îòæå V1 =
{2,−1,−2}. Â ÿêîñòi âåêòîðiâ V2 i V3 ìîæíà îáðàòè áóäü-ÿêi, ùî îðòîãîíàëüíi
V1. Íàïðèêëàä, V2 = {2, 2, 1}. Òîäi

V3 = V1 ×V2 = {3,−6, 6} ∼ {1,−2, 2}.

Òàêèì ÷èíîì,

q1 =
1

3

 2
−1
−2

 , q2 =
1

3

 2
2
1

 , q3 =
1

3

 1
−2
2

 .

Ðîçêëàäåìî çà öèì áàçèñîì âåêòîð b:

h1 = ⟨q1,b⟩ = −15, h2 = ⟨q2,b⟩ = −6, h3 = ⟨q3,b⟩ = 0.

Îñêiëüêè h3 = 0, óòî÷íåííÿ áàçèñó íå ïîòðiáíå. Òàêèì ÷èíîì, íàéïðîñòiøå
ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

9x̃2 + 2(−6)ỹ = 0 ∼ 3x̃2 = 4ỹ.

Ïîâåðõíÿ ¹ ïàðàáîëi÷íèì öèëiíäðîì.
Êîîðäèíàòè óòî÷íåíîãî ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó

p1 =
h1

λ1
=

−15

9
= −5

3
, p2 =

1

2h2

(
c−λ1p

2
1

)
=

1

−12
(45−9(5/3)2) = −5

3
, p3 = 0.

Ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ïðèéìå âèãëÿä

x̃ =
2x− y − 2z

3
+

−5

3
=

2x− y − 2z − 5

3
,

ỹ =
2x+ 2y + z

3
+

−5

3
=

2x+ 2y + z − 5

3
,

z̃ =
x− 2y + 2z

3
.

Äëÿ ïåðåâiðêè ìîæíà ïiäñòàâèòè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò ó êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ
i ðîçêðèòè äóæêè.

Ïðèêëàä 3.8. Çâåñòè äî êàíîíi÷íîãî âèäó i çíàéòè âiäïîâiäíå ïðåòâîðåííÿ
êîîðäèíàò äëÿ ðiâíÿííÿ

2x2 − 7y2 − 4z2 + 4xy − 16xz + 20yz + 60x− 12y + 12z − 90 = 0.
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Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 2 2 −8
2 −7 10

−8 10 −4

 , b =

 30
−6
6

 , c = −90.

Ñêëàäåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ

λ3−(2−7−4)λ2+

(∣∣∣∣ 2 2
2 −7

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ 2 −8
−8 −4

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ −7 10
10 −4

∣∣∣∣)λ−

∣∣∣∣∣∣
2 2 −8
2 −7 10

−8 10 −4

∣∣∣∣∣∣ = 0,

λ3 + 9λ2 − 162λ = 0.

Âëàñíi ÷èñëà λ1 = 9, λ2 = −18, λ3 = 0. Âëàñíi âåêòîðè

q1 =
1

3

 −2
1
2

 , q2 =
1

3

 1
−2
2

 , q3 =
1

3

 2
2
1

 .

Ðîçêëàäåìî çà öèì áàçèñîì âåêòîð b.

h1 = ⟨b,q1⟩ = −18, h2 = ⟨b,q2⟩ = 18, h3 = ⟨b,q3⟩ = 18

Îá÷èñëèìî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ

p1 =
h1

λ1
= −2, p2 =

h2

λ2
= −1, p3 =

1

2h3
(c−λ1p

2
1−λ2p

2
2) =

1

2 · 18
(−108) = −3.

Îòæå, ïåðåòâîðåííÿ

x̃ =
−2x+ y + 2z

3
− 2 =

−2x+ y + 2z − 6

3
,

ỹ =
x− 2y + 2z

3
− 1 =

x− 2y + 2z − 3

3
,

z̃ =
2x+ 2y + z

3
− 3 =

2x+ 2y + z − 9

3
.

çâîäèòü ðiâíÿííÿ äî âèäó

9x̃2 − 18ỹ2 + 36z̃ = 0 ∼ x̃2 − 2ỹ2 + 4z = 0.

Âåðøèíà ïàðàáîëî¨äó çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi

X0 = −p =
1

3

2

 −2
1
2

+

 1
−2
2

+ 3

 2
2
1

 =

 1
2
3

 .
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3.3 Êëàñèôiêàöiÿ åâêëiäîâèõ êâàäðiê ó En

Äîâåäåííÿ ëåìè 2 íå ìiñòèòü iíôîðìàöi¨ ïðî âèìiðíiñòü ïðîñòîðó, ó ÿêîìó ðîç-
ãëÿäà¹òüñÿ êâàäðiêà.Òîìó ¨¨ ðåçóëüòàò äîçâîëÿ¹ ïðèâåñòè äî êàíîíi÷íèõ ôîðì
ðiâíÿííÿ êâàäðiêè â åâêëiäîâîìó ïðîñòîði âèìiðíîñòi n > 3. Äëÿ òàêîãî âè-
ïàäêó íåìà¹ äåòàëüíî¨ êëàñèôiêàöi¨ ðiâíÿíü, àëå âèðiçíÿþòüñÿ äå-êiëüêà êëà-
ñiâ. Íàãàäà¹ìî, ùî iíäåêñîì iíåðöi¨ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íàçèâà¹òüñÿ êiëüêiñòü
âiä'¹ìíèõ êîåôiöi¹íòiâ ïiñëÿ çâåäåííÿ ôîðìè äî ñóìè êâàäðàòiâ. Iíäåêñ iíåð-
öi¨ íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó çâåäåííÿ. Áóäåìî ïîçíà÷àòè iíäåêñ iíåðöi¨ ñèìâîëîì
ind.

Òåîðåìà 3. Ðiâíÿííÿ áóäü-ÿêî¨ êâàäðiêè ⟨AX,X⟩+ 2⟨X,b⟩+ c = 0 â åâêëiäî-
âîìó ïðîñòîði En (n ≥ 4) îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ñèñòåìè êîîðäèíàò
ìîæå áóòè çâåäåíå äî îäíîãî ç íàñòóïíèõ òèïiâ

• íåâèðîäæåíèé åëiïòè÷íèé òèï (n-åëiïñî¨ä)

n∑
i=1

λix̃
2
i + c̃ = 0 (λi ̸= 0, i = 1, . . . , n), ind = 0 ∨ ind = n, c̃ ̸= 0;

• íåâèðîäæåíèé ãiïåðáîëi÷íèé òèï (n-ãiïåðáîëî¨ä)

n∑
i=1

λix̃
2
i + c̃ = 0 (λi ̸= 0, i = 1, . . . , n), 0 < ind < n, c̃ ̸= 0;

• íåâèðîäæåíèé êîíi÷íèé òèï (n-êîíóñ)

n∑
i=1

λix̃
2
i = 0 (λi ̸= 0, i = 1, . . . , n);

• íåâèðîäæåíèé ïàðàáîëi÷íèé òèï (n-ïàðàáîëî¨ä)

m∑
i=1

λix̃
2
i + 2hx̃m+1 = 0 (λi ̸= 0, i = 1, . . . ,m < n);

• âèðîäæåíèé òèï (öèëiíäðè íàä êâàäðiêàìè â ïðîñòîðàõ ìåíøî¨ âèìiðíî-
ñòi)

m∑
i=1

λix̃
2
i + c̃ = 0 (λi ̸= 0, i = 1, . . . ,m < n).

Äîâåäåííÿ. Ïåðåòâîðåííÿì êîîðäèíàò ç ëåìè 2 çâåäåìî ðiâíÿííÿ êâàäðiêè
äî âèãëÿäó ∑

i:λi ̸=0

λix̃
2
i + 2

∑
i:λi=0

⟨b,qi⟩x̃i + c−
∑
i:λi ̸=0

λip
2
i︸ ︷︷ ︸

c̃

= 0.
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ßêùî âñi λi ̸= 0 (i = 1, . . . , n), òî ðiâíÿííÿ íå ìiñòèòü ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè. ßêùî
íà äîäàíîê ind = 0 (àáî ind = n), òî âñi êîåôiöi¹íòè êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâ-
íÿííÿ ìàþòü îäèí i òîé æå çíàê. Òîæ ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ íåâèðîäæåíó êâàäðiêó
åëiïòè÷íîãî òèïó ïðè c̃ ̸= 0 i êîíi÷íîãî òèïó ïðè c̃ = 0.

Íåõàé ïåâíà êiëüêiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A äîðiâíþ¹ 0, ñêàæiìî
λm+1 = . . . = λn = 0. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç L0 âëàñíèé ïiäïðîñòið âèìiðíîñòi n−m,
ùî âiäïîâiäà¹ íóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ. Ðîçãëÿíåìî ïðî¹êöiþ b0 = Π↓L0

b.
ßêùî b0 = 0, òî ñïðîùåíå ðiâíÿííÿ çíîâó íå ìiñòèòü ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè i âèçíà-
÷à¹ öèëiíäð ç (n −m)-âèìiðíîþ òâiðíîþ íàä êâàäðiêîþ â ïðîñòîði âèìiðíîñòi
m. ßêùî æ b0 ̸= 0, òî îáåðåìî îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ â L0 òàêèé, ùî

qm+1 =
1

|b0|
b0.

Ïðè òàêîìó âèáîði áàçèñó ëiíiéíà ÷àñòèíà ðiâíÿííÿ ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîãî
äîäàíêó 2hm+1x̃m+1 i ïiñëÿ î÷åâèäíîãî ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó îòðèìà¹ìî ðiâ-
íÿííÿ ïîâåðõíi ïàðàáîëi÷íîãî òèïó.

4 Iíâàðiàíòè ðiâíÿííÿ êâàäðiêè

Ìîæíà ñïðîñòèòè ïðîöåäóðó çíàõîäæåííÿ êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ áåç ïåðåòâîðå-
ííÿ êîîðäèíàò. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòîâóþòüñÿ iíâàðiàíòè i íàïiâiíâàðiàíòè ðiâ-
íÿííÿ êâàäðiêè.

Îçíà÷åííÿ 4.1. Ôóíêöi¨ âiä êîåôiöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ êâàäðiêè, çíà÷åííÿ ÿêèõ
íå çìiíþþòüñÿ ïðè îðòîãîíàëüíié çàìiíi êîîðäèíàò íàçèâàþòüñÿ iíâàðiàí-

òàìè öüîãî ðiâíÿííÿ ùîäî îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Íåõàé X ′AX + 2X ′b + c = 0 � ðiâíÿííÿ êâàäðiêè. Òîäi
âñi êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöi A iíâàðiàíòíi ùîäî
îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ. Ó ðåçóëüòàòi îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ìàòðèöÿ êâàäðàòè-
÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ïåðåòâîðèòüñÿ çà ïðàâèëîì

Ã = Q′AQ,

äå Q � îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò. Çàóâàæèìî, ùî ç îðòî-
ãîíàëüíîñòi ìàòðèöi Q âèïëèâà¹

Q′Q = QQ′ = E, | detQ| = 1.

Òîäi,

χÃ(λ) = det(Q′AQ− λE) = det(Q′AQ− λQ′Q) = det[Q′(A− λE)Q] =

detQ′ det(A− λE) detQ = (detQ)2 det(A− λE) = χA(λ).
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Òåïåð äîñèòü ïîìiòèòè, ùî äâà ìíîãî÷ëåíè òîòîæíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ðiâíi
¨õíi êîåôiöi¹íòè.

Íàñëiäîê 4.1. Óñi ñèìåòðè÷íi ôóíêöi¨ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöi A iíâàðiàí-
òíi ùîäî îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâîðåíü êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ ïîëÿãà¹ â çàñòîñóâàííi òåîðåìè Âi¹òà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíî-
ãî÷ëåíà. Âèïèøåìî çíàéäåíi iíâàðiàíòè äëÿ êðèâî¨ (n = 2) i ïîâåðõíi (n = 3)
äðóãîãî ïîðÿäêó.

• n = 2:
χA(λ) = λ2 − (a11 + a22)λ+ detA.

Îòæå, iíâàðiàíòàìè ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó ¹

I1 = λ1 + λ2 = a11 + a22 = trace(A), I2 = λ1λ2 = a11a22 − a212 = detA

• n = 3

− χA(λ) = λ3 − (a11 + a22 + a33)λ
2+

+

( ∣∣∣∣ a11 a13
a13 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 a23
a23 a33

∣∣∣∣ )λ− detA

Îòæå, iíâàðiàíòàìè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó ¹



I1 = λ1 + λ1 + λ1 = a11 + a22 + a33 = trace1(A),

I2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3 =

∣∣∣∣ a11 a13
a13 a33

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 a23
a23 a33

∣∣∣∣ =
trace2(A),

I3 = λ1λ2λ3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a12 a22 a23
a13 a23 a33

∣∣∣∣∣∣ = trace3(A) = detA.

Ùå îäíèì iíâàðiàíòîì ðiâíÿííÿ êâàäðiêè âiäíîñíî îðòîãîíàëüíèõ ïåðåòâî-
ðåíü êîîðäèíàò ¹ âèçíà÷íèê ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi. Ðîçøèðåíîþ ìàòðèöåþ ðiâ-
íÿííÿ êâàäðiêè íàçèâà¹òüñÿ ìàòðèöÿ

B =

(
A b
b′ c

)
,

äå A � ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, b � ñòîâï÷èê êîåôiöi¹íòiâ ëi-
íiéíî¨ ÷àñòèíè i c � âiëüíèé ÷ëåí. Äëÿ êðèâî¨ i ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó, âiäïîâiäíî,

B =

 a11 a12 b1
a12 a22 b2
b1 b2 c

 , B =


a11 a12 a13 b1
a12 a22 a23 b2
a13 a23 a33 b3
b1 b2 b3 c

 .
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Òåîðåìà 4. Äëÿ ðiâíÿííÿ êâàäðiêè âèçíà÷íèê

detB = det

(
A b
b′ c

)
:= J

¹ iíâàðiàíòîì îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ. Äîâåäåííÿ ðîçiá'¹ìî íà äâà îêðåìèõ âèïàäêè: (a) � îðòîãî-
íàëüíå ïåðåòâîðåííÿ íå ìiñòèòü ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó i (b) � îðòîãîíàëüíå
ïåðåòâîðåííÿ ¹ ëèøå ïàðàëåëüíèì ïåðåíîñîì.

(a) Ðîçãëÿíåìî ïåðåòâîðåííÿ X = QX̃. Òîäi çà ëåìîþ 2

Ã = Q′AQ, b̃ = Q′b, c̃ = c.

Ñêëàäåìî ìàòðèöþ B̃ i çàóâàæèìî, ùî

B̃ =

(
Q′AQ Q′b
(Q′b)′ c

)
=

(
Q′ 0
0 1

)(
A b
b′ c

)(
Q 0
0 1

)
,

äå 0 îçíà÷à¹ íóëüîâèé ðÿäîê (ñòîâïåöü). Àëå ìàòðèöÿ

Q̃ =

(
Q 0
0 1

)
(38)

ç î÷åâèäíiñòþ ¹ îðòîãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ç âèçíà÷íèêîì | det Q̃| = 1. Çíà÷èòü

det B̃ = detB.

(b) Ðîçãëÿíåìî ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ X = X̃ +X0. Çà ëåìîþ 2

Ã = A, b̃ = AX0 + b, c̃ = X ′
0AX0 + 2X0b+ c.

Îòæå,

B̃ =

(
A AX0 + b

X ′
0A+ b′ X ′

0AX0 + 2X ′
0b+ c

)
.

Çàóâàæèìî, ùî X ′
0A ¹ ðÿäêîì, ùî äîðiâíþ¹ ñóìi ðÿäêiâ ìàòðèöi A, ïîìíîæåíèõ

âiäïîâiäíî íà x10, . . . , x
n
0 . Ïðîiëþñòðó¹ìî öå íà ïðèêëàäi ìàòðèöi 2× 2:

(x0, y0)

(
a11 a12
a12 a22

)
= (x0a11 + y0a12, x0a12 + y0a22) = x0(a11, a12) + y0(a12, a22).

Îòæå, óçÿòòÿ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ïåðøèõ n ðÿäêiâ ç êîåôiöi¹íòàìè x10, . . . , x
n
0

åêâiâàëåíòíå ìíîæåííþ çëiâà íà X ′
0 ïiäìàòðèöi ó ìàòðèöi B̃, à ñàìå[

A AX0 + b
]
,

ùî ñêëàäåíà ç ¨¨ ïåðøèõ n ðÿäêiâ. Ðåçóëüòàòîì öi¹¨ îïåðàöi¨ ¹ ðÿäîê

X ′
0

[
A AX0 + b

]
=

[
X ′

0A X ′
0AX0 +X ′

0b
]
.
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Âiäíiìåìî éîãî ç îñòàííüîãî ðÿäêà (íàãàäà¹ìî, ùî X ′
0b ≡ b ′X0). Ïðè öüîìó

âèçíà÷íèê ìàòðèöi B̃ íå çìiíèòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì,

B̃ ∼
(

A AX0 + b
b′ X0

′b+ c

)
.

Òåïåð çàóâàæèìî, ùî AX0 ¹ ñòîâïöåì, ùî äîðiâíþ¹ ñóìi ñòîâïöiâ ìàòðèöi A
ïîìíîæåíèõ âiäïîâiäíî íà x10, . . . , x

n
0 . Ïðîiëþñòðó¹ìî öå çíîâó íà ïðèêëàäi ìà-

òðèöi 2× 2:(
a11 a12
a12 a22

)(
x0
y0

)
=

(
a11x0 + a12y0
a12x0 + a22y0

)
= x0

(
a11
a12

)
+ y0

(
a12
a22

)
Îòæå, óçÿòòÿ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ïåðøèõ n ñòîâïöiâ ç êîåôiöi¹íòàìè x0

1, . . . , x0
n

åêâiâàëåíòíå ìíîæåííþ ñïðàâà íà X0 ïiäìàòðèöi ó ìàòðèöi B̃, à ñàìå

[
A
b ′

]
,

ùî ñêëàäåíà ç ïåðøèõ ¨¨ n ñòîâïöiâ. Ðåçóëüòàòîì öi¹¨ îïåðàöi¨ ¹ ñòîâïåöü[
A
b ′

]
X0 =

[
AX0

b ′X0

]
.

Âiäíiìåìî éîãî ç îñòàííüîãî ñòîâïöÿ (i çíîâó ñêîðèñòà¹ìîñÿ òîòîæíiñòþ X ′
0b ≡

b ′X0). Ïðè öüîìó âèçíà÷íèê ìàòðèöi B̃ íå çìiíèòüñÿ. Òàêèì ÷èíîì,

B̃ ∼
(

A b
b′ c

)
= B.

Îòæå, detB := J ¹ iíâàðiàíòîì îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò.

Íàïiâiíâàðiàíòàìè ðiâíÿííÿ êâàäðiêè íàçèâàþòüñÿ òàêi ôóíêöi¨ êîåôiöi¹í-
òiâ, çíà÷åííÿ ÿêèõ ¹ íåçìiííèì ëèøå ïðè îðòîãîíàëüíîìó ïåðåòâîðåííi êîîðäè-
íàò áåç ïàðàëåëüíîãî ïåðåíîñó. Iç ôîðìóëè (38) âèïëèâà¹, ùî òàêèìè iíâàðiàíòà-
ìè ¹ êîåôiöi¹íòè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ìíîãî÷ëåíó ðîçøèðåíî¨ ìàòðèöi ðiâíÿííÿ,
òîáòî ¨¨ ñëiäè óñèõ ïîðÿäêiâ.

• Íàïiâiíâàðiàíòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó. Âèïèøåìî êîåôiöi¹íòè
õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìàòðèöi

B =

 a11 a12 b1
a12 a22 b2
b1 b2 c

 .

Ìà¹ìî

trace1(B) = a11 + a22 + c = I1 + c,

trace2(B) =

∣∣∣∣ a11 a12
a12 a22

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a11 b1
a12 b2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 b2
b2 c

∣∣∣∣ = I2 +

∣∣∣∣ a11 b1
a12 b2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 b2
b2 c

∣∣∣∣ ,
trace3(B) =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a12 a22 b2
b1 b2 c

∣∣∣∣∣∣ = J.
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Îñêiëüêè I1, I2, J ¹ iíâàðiàíòàìè, òî ¹äèíèì ñóòò¹âèì íàïiâiíâàðiàíòîì ¹
ôóíêöiÿ

K =

∣∣∣∣ a11 b1
a12 b2

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 b2
b2 c

∣∣∣∣ .
• Íàïiâiíâàðiàíòè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó. Âèïèøåìî êîåôiöi¹í-
òè õàðàêòåðèñòè÷íîãî ðiâíÿííÿ ìàòðèöi

B =


a11 a12 a13 b1
a12 a22 a23 b2
a13 a23 a33 b3
b1 b2 b3 c

 .

Ìà¹ìî

trace1(B) = a11 + a22 + a33 + c = I1 + c,

trace2(B) = I2 +

∣∣∣∣ a11 b1
b1 c

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 b2
b2 c

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a33 b3
b3 c

∣∣∣∣ ,
trace3(B) = I3 +

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a12 a22 b2
b1 b2 c

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a13 b1
a13 a22 b3
b1 b3 c

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a22 a23 b2
a23 a33 b3
b2 b3 c

∣∣∣∣∣∣ .
trace4(B) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 b1
a12 a22 a23 b2
a13 a23 a33 b3
b1 b2 b3 c

∣∣∣∣∣∣∣∣ = J.

Îñêiëüêè I1, I2, I3, J ¹ iíâàðiàíòàìè, òî íàïiâiíâàðiàíòàìè ðiâíÿííÿ ïîâåðõ-
íi 2 ïîðÿäêó ¹ ôóíêöi¨

K =

∣∣∣∣ a11 b1
b1 c

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a22 b2
b2 c

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ a33 b3
b3 c

∣∣∣∣
L =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a12 a22 b2
b1 b2 c

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a11 a13 b1
a13 a33 b3
b1 b3 c

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
a22 a23 b2
a23 a33 b3
b2 b3 c

∣∣∣∣∣∣ .
4.1 Çàñòîñóâàííÿ iíâàðiàíòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó

Iíâàðiàíòàìè ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó ¹

I1 = trace(A), I2 = det(A), J = det(B).

Ïîðiâíþþ÷è iíâàðiàíòè ç ïóíêòàìè äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ëåãêî
ïîìiòèòè, ùî êðèâà 2-ãî ïîðÿäêó ¹ öåíòðàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè I2 ̸= 0
i íåöåíòðàëüíîþ, ÿêùî I2 = 0.
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Òâåðäæåííÿ 4.2. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ öåíòðàëüíî¨ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

λ1x
2 + λ2y

2 +
J

I2
= 0.

Ïðè öüîìó

• ÿêùî I2 > 0, òî

� ïðè J · I1 > 0 êðèâà ¹ óÿâíèì åëiïñîì;

� ïðè J = 0 êðèâà ¹ ïàðîþ óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ó äiéñíié
òî÷öi;

� ïðè J · I1 < 0 êðèâà ¹ åëiïñîì.

• ÿêùî I2 < 0, òî

� ïðè J ̸= 0 êðèâà ¹ ãiïåðáîëîþ;

� ïðè J = 0 êðèâà ¹ ïàðîþ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.

Äîâåäåííÿ. Êðèâà ¹ öåíòðàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè λ1λ2 ̸= 0 ∼
detA ̸= 0. Îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ¨¨ ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòüñÿ äî âèäó

λ1 x̃
2 + λ2 ỹ

2 + c̃ = 0.

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ

B =

 λ1 0 0
0 λ2 0
0 0 c̃

 .

Çâiäñè J = λ1λ2c̃ = I2c̃, à çíà÷èòü c̃ =
J

I2
i êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ ïðèéìå

âèãëÿä

λ1 x̃
2 + λ2 ỹ

2 +
J

I2
= 0.

ßêùî I2 > 0, òî λ1 i λ2 îäíîãî çíàêó. Àëå òîäi çíàê λ1i λ2 âèçíà÷à¹òüñÿ
çíàêîì I1 = λ1 + λ2. Òîìó, ÿêùî

• J · I1 > 0 òî çíàê âiëüíîãî ÷ëåíà â êàíîíi÷íîìó ðiâíÿííi çáiãà¹òüñÿ çi
çíàêîì êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, ó çíà÷èòü êðèâà ¹
óÿâíèì åëiïñîì;

• J ·I1 < 0, òî çíàê âiëüíîãî ÷ëåíà â êàíîíi÷íîìó ðiâíÿííi ïðîòèëåæíèé çíà-
êó êîåôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, à çíà÷èòü êðèâà ¹ äiéñíèì
åëiïñîì.

• J = 0, òî ç îäíàêîâîñòi çíàêiâ λ1 i λ2 âèïëèâà¹, ùî íàøà êðèâà ¹ ïàðîþ
óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â äiéñíié òî÷öi (0, 0).
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ßêùî I2 < 0, òî λ1 i λ2 ðiçíèõ çíàêiâ. Òîìó, ÿêùî

• J ̸= 0, òî íàøå ðiâíÿííÿ îïèñó¹ ãiïåðáîëó;

• J = 0, òî êðèâà ¹ ïàðîþ äiéñíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 4.3. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

ỹ2 + 2

√
− J

I31
x̃ = 0.

Äîâåäåííÿ. Ïàðàáîëà ¹ íåöåíòðàëüíîþ êðèâîþ. Çíà÷èòü îäíå ç âëàñíèõ
çíà÷åíü, ñêàæiìî, λ1 = 0. Êâàçiêàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ìà¹ âèãëÿä

λ2 ỹ
2 + 2h1x̃ = 0, (h1 ̸= 0).

Çàóâàæèìî, ùî λ2 = I1. Ùîá çíàéòè h1, âèïèøåìî ðîçøèðåíó ìàòðèöþ:

B =

 0 0 h1

0 λ2 0
h1 0 0

 .

Òîäi J = −λ2 h
2
1 = −I1 h

2
1 i çíà÷èòü h1 =

√
− J

I1
. Îñòàòî÷íî, êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ỹ2 + 2

√
− J

I31
x̃ = 0.

Ïàðàáîëà ¹ ¹äèíîþ íåöåíòðàëüíîþ êðèâîþ 2-ãî ïîðÿäêó, ùî íå ðîçïàäà¹-
òüñÿ. Âñi iíøi íåöåíòðàëüíi êðèâi ðîçïàäàþòüñÿ â ïàðè ïðÿìèõ. Êâàçiêàíîíi÷íå
ðiâíÿííÿ ðîçïàäíî¨ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó ìà¹ âèãëÿä

λ2 y
2 + c̃ = 0.

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ

B =

 0 0 0
0 λ2 0
0 0 c̃


ìà¹ î÷åâèäíî íóëüîâèé âèçíà÷íèê, òîáòî J = 0. Çàóâàæèìî, ùî λ2 = I1. Íà-
ïiâiíâàðiàíò K = I1 · c̃, òîìó c̃ = K

I1
i êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ðîçïàäíî¨ êðèâî¨

çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ỹ2 +
K

I21
= 0

Ó ïiäñóìêó ìîæíà çðîáèòè íàñòóïíèé âèñíîâîê.
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Òâåðäæåííÿ 4.4. Êðèâà äðóãîãî ïîðÿäêó ¹ ðîçïàäíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
J = 0.

Ôàêò ðîçïàäiííÿ êðèâî¨ â ïàðó ïðÿìèõ ìà¹ âàæëèâèé àëãåáðà¨÷íèé íàñëiäîê,
à ñàìå

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = (A1x+B1y + C1)(A2x+B2y + C2).

Ïðèïóñòèìî, ùî a11 ̸= 0. Ðîçïàäiííÿ îçíà÷à¹, ùî êîðåíi êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ

a11x
2 + 2(a12y + b1)x+ (a22y

2 + 2b2y + c) = 0

ìàþòü âèðàç ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ y, à çíà÷èòü äèñêðèìiíàíò ðiâíÿííÿ
ìà¹ áóòè ïîâíèì êâàäðàòîì ëiíiéíî¨ ôóíêöi¨ âiä çìiííî¨ y. Äèñêðèìiíàíò

1

4
D = (a12y + b1)

2 − a11(a22y
2 + 2b2y + c) =

(a212 − a11a22)y
2 + 2(a12b1 − a11b2)y + (b21 − a11c)

áóäå ïîâíèì êâàäðàòîì çà óìîâè

(a12b1 − a11b2)
2 − (a212 − a11a22)(b

2
1 − a11c) = 0.

Ñïðîñòèìî âèðàç:

a212b
2
1 − 2a12a11b1b2 + a211b

2
2 − (a212b

2
1 − a212a11c− a11a22b

2
1 + a211a22c) =

− a11(2a12b1b2 − a11b
2
2 − b21a22 − a212c+ a11a22c).

Ç iíøîãî áîêó,

J =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 b1
a12 a22 b2
b1 b2 c

∣∣∣∣∣∣ = a11a22c+ 2a12b1b2 − a22b
2
1 − a11b

2
2 − a212c

Îòæå, ÿêùî J = 0, òî äiéñíî äèñêðèìiíàíò êâàäðàòíîãî ðiâíÿííÿ âiäíîñíî
çìiííî¨ x ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì.

Àíàëîãi÷íî, ÿêùî a22 ̸= 0, òî çà óìîâè J = 0 äèñêðèìiíàíò êâàäðàòíîãî
ðiâíÿííÿ âiäíîñíî çìiííî¨ y ¹ ïîâíèì êâàäðàòîì.

Ó âèïàäêó a11 = a22 = 0 êîåôiöi¹íò a12 ̸= 0, iíâàðiàíò J = 2a12b1b2 − a212c i
çà óìîâè J = 0 ìè ìà¹ìî

c =
2b1b2
a12

.

Ðiâíÿííÿ êðèâî¨ çà òàêèõ óìîâ îòðèìà¹ âèðàç

2(a12y + b1)x+ 2b2y + c = 2(a12y + b1)x+ 2b2y +
2b1b2
a12

=

2(a12y+b1)x+2
b2
a12

(a12y+b1) = 2(a12y+b1)
(
x+

b2
a12

)
=

2

a12
(a12y+b1)(a12x+b2).
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Âñi ïîïåðåäíi âèñíîâêè ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi òàáëèöi

Êðèâà

I2 > 0 I1 · J > 0 åëiïñ óÿâíèé

I2 > 0 I1 · J < 0 åëiïñ äiéñíèé

I2 > 0 J = 0 ïàðà óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

I2 < 0 J ̸= 0 ãiïåðáîëà

I2 < 0 J = 0 ïàðà äiéñíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ

I2 = 0 J ̸= 0, I1 ̸= 0 ïàðàáîëà

I2 = 0 J = 0, I1 ̸= 0, K ̸= 0 ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ

I2 = 0 J = 0, I1 ̸= 0, K = 0 ïàðà ïðÿìèõ ùî çëèëèñÿ

Ïðèêëàä 4.1. Çà äîïîìîãîþ iíâàðiàíòiâ i íàïiâiíâàðiàíòiâ çâåñòè çàãàëüíå
ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó äî íàéïðîñòiøîãî âèäó.

4x2 + 24xy + 11y2 + 64x+ 42y + 51 = 0

Ðîçâ'ÿçîê. Ç äàíèõ çàäà÷i

A =

(
4 12
12 11

)
, B =

 4 12 32
12 11 21
32 21 51

 .

Îòæå ìà¹ìî
I1 = 15, I2 = −100, J = −2000.

Îñêiëüêè I2 < 0, J ̸= 0, òî êðèâà ¹ ãiïåðáîëîþ. Ùîá âèïèñàòè ¨¨ íàéïðîñòiøå
ðiâíÿííÿ, çíàéäåìî âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi A.

χA(λ) = λ2 − 15λ− 100 = 0.

Êîðåíi ðiâíÿííÿ λ1 = 20, λ2 = −5. Îòæå ìà¹ìî

20x̃2 − 5ỹ2 + 20 = 0.

Ïðèêëàä 4.2. Çà äîïîìîãîþ iíâàðiàíòiâ i íàïiâiíâàðiàíòiâ çâåñòè çàãàëüíå
ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó äî íàéïðîñòiøîãî âèäó.

9x2 − 6xy + y2 − 6x+ 2y = 0

Ðîçâ'ÿçîê. Ç äàíèõ çàäà÷i

A =

(
9 −3

−3 1

)
, B =

 9 −3 −3
−3 1 1
−3 1 0

 .
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Îòæå ìà¹ìî
I1 = 10, I2 = 0, J = 0.

Îñêiëüêè I2 = 0, J = 0, òî êðèâà ¹ íåöåíòðàëüíîþ, ðîçïàäíîþ. Íàïiâiíâàðiàíò
K = −1. Ìà¹ìî ïàðó ïàðàëåëüíèõ äiéñíèõ ïðÿìèõ. Íàéïðîñòiøå ðiâíÿííÿ

ỹ2 =
1

100
∼ ỹ = ± 1

10
.

Îñêiëüêè êðèâà ¹ ðîçïàäíîþ, òî ¨¨ ðiâíÿííÿ ðîçïàäà¹òüñÿ ó äîáóòîê ëiíiéíèõ
ñïiâìíîæíèêiâ:

9x2 − 6xy + y2 − 6x+ 2y = (3x− y)(3x− y − 2).

Ïðèêëàä 4.3. Çà äîïîìîãîþ iíâàðiàíòiâ i íàïiâiíâàðiàíòiâ çâåñòè çàãàëüíå
ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó äî íàéïðîñòiøîãî âèäó.

2xy + 10x− 6y − 30 = 0

Ðîçâ'ÿçîê. Ç äàíèõ çàäà÷i

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

 0 1 5
1 0 −3
5 −3 −30

 .

Îòæå ìà¹ìî
I1 = 0, I2 = −1, J = 0.

Îñêiëüêè I2 ̸= 0, J = 0, òî êðèâà ¹ öåíòðàëüíîþ, ðîçïàäíîþ. Ìà¹ìî òàêîæ
a11 = a22 = 0, a12 = 1, b1 = 5, b2 = −3. Òîìó êðèâà ðîçïàäà¹òüñÿ â äîáóòîê

(a12x+ b2)(a12y + b1) = (x− 3)(y + 5) = 0.

4.2 Çàñòîñóâàííÿ iíâàðiàíòiâ äëÿ äîñëiäæåííÿ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿä-
êó

Äëÿ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó íàáið iíâàðiàíòiâ ñêëàäà¹òüñÿ ç

I1 = trace1(A), I2 = trace2(A), I3 = det(A), J = detB.

Ïîðiâíþþ÷è iíâàðiàíòè ç ïóíêòàìè äîâåäåííÿ êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ëåãêî
ïîìiòèòè, ùî ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó ¹ öåíòðàëüíîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
I3 ̸= 0 i íåöåíòðàëüíîþ, ÿêùî I3 = 0. Äåòàëüíèé âèðàç êàíîíi÷íèõ ôîðì ïîâåð-
õîíü 2 ïîðÿäêó ìîæíà îäåðæàòè ç âèêîðèñòàííÿì iíâàðiàíòiâ i íàïiâiíâàðiàíòiâ
ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi.
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Òâåðäæåííÿ 4.5. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ öåíòðàëüíî¨ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó ìî-
æíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃
2 +

J

I3
= 0.

Ïðè öüîìó

• ÿêùî J ̸= 0, òî ïîâåðõíÿ ¹ åëiïñî¨äîì (äiéñíèì/óÿâíèì) àáî ãiïåðáîëî¨äîì
(îäíîïîðîæíèííèì/äâîïîðîæíèííèì);

• ÿêùî J = 0, òî ïîâåðõíÿ ¹ êîíóñîì (äiéñíèì/óÿâíèì).

Äîâåäåííÿ. ßêùî λ1λ2λ3 ̸= 0 ∼ I3 = detA ̸= 0, òî ïîâåðõíÿ ¹ öåíòðàëüíîþ.
Îðòîãîíàëüíèì ïåðåòâîðåííÿì ¨¨ ðiâíÿííÿ ïðèâîäèòüñÿ äî âèäó

λ1 x̃
2 + λ2 ỹ

2 + λ3 z̃
2 + c̃ = 0.

Ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ

B =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 λ2 0
0 0 0 c̃

 .

Çâiäñè J = λ1λ2λ3 c̃ = I3 c̃, à çíà÷èòü c̃ = J
I3

i êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi
ïðèéìå âèãëÿä

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + λ3z̃
2 +

J

I3
= 0.

ßêùî J ̸= 0, òî â çàëåæíîñòi âiä ñïiââiäíîøåíü çíàêiâ λi i çíàêà
J
I3
îäåðæèìî

êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ àáî åëiïñî¨äó (äiéñíèîãî/óÿâíîãî), àáî ãiïåðáîëî¨äó (îíîïî-
ðîæíèííîãî/äâîïîðîæíèííîãî). ßêùî æ J = 0, òî îäåðæèìî ðiâíÿííÿ êîíóñó
(äiéñíîãî/óÿâíîãî).

Íåöåíòðàëüíi ïîâåðõíi (I3 = 0) ìîæóòü áóòè 2-õ òèïiâ: ç îäíèì àáî ç äâîìà
íóëüîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè. Ïåðøèé òèï õàðàêòåðèçó¹òüñÿ iíâàðiàíòîì
I2 ̸= 0, à äðóãèé � iíâàðiàíòàìè I2 = 0, I1 ̸= 0.

Òâåðäæåííÿ 4.6. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó ç iíâàðiàíòàìè
I3 = 0, I2 ̸= 0 ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2

√
− J

I2
z̃ = 0.

Ïðè öüîìó

• ÿêùî J ̸= 0, òî îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëî¨äó (åëiïòè÷íî-
ãî/ãiïåðáîëi÷íîãî);
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• ÿêùî J = 0, òî îòðèìà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ îäíîãî ç öèëiíäðiâ íàä
öåíòðàëüíîþ êðèâîþ 2-ãî ïîðÿäêó;

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ç îäíèì íóëüîâèì âëàñíèì çíà÷åííÿì ïðè-
âîäèòüñÿ äî êâàçiêàíîíi÷íîãî âèäó äâîõ òèïiâ

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + 2h3z̃ = 0 (h3 ̸= 0) àáî λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 + c̃ = 0

Â ïåðøîìó âèïàäêó

B =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 0 h3

0 0 h3 0

 .

Òîäi J = −λ1λ2h
2
3 = −I2 h

2
3 ̸= 0 i ìîæåìî çíàéòè h3 =

√
− J

I2
̸= 0. Ïîâåðõíÿ ¹

åëiïòè÷íèì àáî ãiïåðáîëi÷íèì ïàðàáîëî¨äîì.
Â äðóãîìó âèïàäêó

B =


λ1 0 0 0
0 λ2 0 0
0 0 0 0
0 0 0 c̃

 ,

à çíà÷èòü J = 0 i íåìà¹ ìîæëèâîñòi óòî÷íèòè çíà÷åííÿ ïàðàìåòðó c̃ ÷åðåç iíâà-
ðiàíòè. Àëå ìè ìîæåìî âèðàçèòè c̃ ÷åðåç íàïiâiíâàðiàíòè. Äiéñíî, L = λ1λ2c̃ =
I2c̃, à çíà÷èòü c̃ = L

I2
. Îòæå, êâàçiêàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 +
L

I2
= 0

Ïîâåðõíÿ íàëåæèòü êëàñó öèëiíäðiâ íàä öåíòðàëüíîþ êðèâîþ 2-ãî ïîðÿäêó,
àäæå λ1λ2 ̸= 0.

Òâåðäæåííÿ 4.7. Ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó ç iíâàðiàíòàìè I3 = 0, I2 = 0, I1 ̸= 0
¹ öèëiíäðîì íàä íåöåíòðàëüíîþ êðèâîþ 2-ãî ïîðÿäêó.

Äîâåäåííÿ. Êâàçiêàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ç äâîìà íóëüîâèìè âëàñíèìè
çíà÷åííÿìè ìà¹ âèãëÿä

λ1x̃
2 + 2h2ỹ = 0 (h2 ̸= 0) àáî λ1x̃

2 + c̃ = 0.

Ó ïåðøîìó âèïàäêó ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ

B =


λ1 0 0 0
0 0 0 h2

0 0 0 0
0 h2 0 0


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ìà¹ íóëüîâèé âèçíà÷íèê (J = 0) i íåìà¹ ìîæëèâîñòi óòî÷íèòè çíà÷åííÿ ïà-
ðàìåòðó h2 ÷åðåç iíâàðiàíòè. Àëå âèêîðèñòîâóþ÷è íàïiâiíâàðiàíòè ìè ìîæåìî
çàïèñàòè, ùî L = −λ1h

2
2. Çàóâàæèìî, ùî λ1 = I1 i òîìó îñòàòî÷íî

h2 =

√
−L

I1
.

Çíà÷èòü êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

x̃2 + 2

√
−L

I31
ỹ = 0.

Çíàéäåíå ðiâíÿííÿ ¹ ðiâíÿííÿì ïàðàáîëi÷íîãî öèëiíäðó.
Ó äðóãîìó âèïàäêó ðîçøèðåíà ìàòðèöÿ

B =


λ1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 c̃

 .

Ìà¹ìî λ1 = I1, K = λ1c̃ = I1c̃ i òîìó c̃ = K
I1
. Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ çàïèøåòüñÿ ó

âèãëÿäi

x̃2 +
K

I21
= 0.

Çíàéäåíå ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ ïàðè ïàðàëåëüíèõ äiéñíèõ àáî óÿâíèõ ïëîùèí, à
òàêîæ äâi ïëîùèíè, ùî çëèâàþòüñÿ.

Ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ íåâèðîäæåíîþ, ÿêùî âîíà íå ¹ êîíóñîì
àáî öèëiíäðîì 2-ãî ïîðÿäêó. ßê âèñíîâîê, ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó ¹ íåâèðîäæå-
íîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè J ̸= 0; ïîâåðõíÿ 2-ãî ïîðÿäêó ¹ âèðîäæåíîþ òîäi
i òiëüêè òîäi, êîëè J = 0.

Ñåðåä âèðîäæåíèõ ïîâåðõîíü ¹ òàêi, ùî ðîçïàäàþòüñÿ ó ïàðè ïëîùèí. Â
òàêîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ðîçïàäà¹òüñÿ â äîáóòîê äâîõ ëiíiéíèõ ñïiâ-
ìíîæíèêiâ. Àíàëîãi÷íî âèïàäêó êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó, ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi ìîæå áó-
òè ðîçâ'ÿçàíå âiäíîñíî îäíi¹¨ iç çìiííèõ ó òàêèé ñïîñiá, ùî êîðåíi ðiâíÿííÿ ¹
ëiíiéíèìè ôóíêöiÿìè âiä iíøèõ êîîðäèíàò. Óìîâè ðîçïàäiííÿ çàáåçïå÷óþòüñÿ
(íàïiâ-) iíâàðiàíòàìè:

I2 ̸= 0, I3 = 0, J = 0, L = 0 � ïàðà ïëîùèí, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ,

I1 ̸= 0, I2 = 0, I3 = 0, J = 0, L = 0, K ̸= 0 � ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí,

I1 ̸= 0, I2 = 0, I3 = 0, J = 0, L = 0, K = 0 � ïàðà ïëîùèí, ùî çëèâàþòüñÿ.
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5 Âçà¹ìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìî¨ i êâàäðiêè

5.1 Êëàñèôiêàöiÿ íàïðÿìêiâ

Íåõàé ⟨AX,X⟩ + 2⟨b,X⟩ + c = 0 � ðiâíÿííÿ êâàäðiêè i l : X = X0 + tV �
ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Φ(X) ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ êâàäðiêè, òîáòî
ïîêëàäåìî

Φ(X) = ⟨AX,X⟩+ 2⟨b,X⟩+ c.

Ñïiëüíi òî÷êè ïðÿìî¨ i êâàäðiêè âiäïîâiäàþòü òàêèì çíà÷åííÿì ïàðàìåòðó t,
ùî

⟨A(X0 + tV),X0 + tV⟩+ 2⟨b,X0 + tV⟩+ c = 0.

Îïåðàòîð A ñèìåòðè÷íèé i çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíîñòi ⟨AX,Y⟩ = ⟨AY,X⟩. Ç
îãëÿäó íà öå ðiâíÿííÿ íà ïàðàìåòð t ñïðîùó¹òüñÿ äî

⟨AV,V⟩t2 + 2⟨AX0 + b,V⟩t+ Φ(X0) = 0. (39)

Îòæå, ïðÿìà i êâàäðiêà ìîæóòü ìàòè íå áiëüøå äâîõ ñïiëüíèõ òî÷îê.
Íåõàé X0 äîâiëüíà, àëå ôiêñîâàíà òî÷êà ïðîñòîðó. Áóäåìî çìiíþâàòè íàïðÿ-

ìîê V ïðÿìî¨ l i àíàëiçóâàòè ìîæëèâi âèïàäêè ¨¨ âçà¹ìíîãî ðîçòàøóâàííÿ ç
êâàäðiêîþ.

• Íàïðÿìîê V íàçèâà¹òüñÿ îñîáëèâèì, ÿêùî AV = 0.

Çàçíà÷èìî, ùî îñîáëèâèé íàïðÿìîê � öå â òî÷íîñòi íàïðÿìîê âëàñíîãî
âåêòîðà îïåðàòîðà A, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ λ = 0. ßêùî V �
îñîáëèâèé íàïðÿìîê, òî äëÿ ïðÿìî¨ l ðiâíÿííÿ (39) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

⟨b,V⟩t+ Φ(X0) = 0.

Äëÿ ïðÿìî¨ îñîáëèâîãî íàïðÿìêó î÷åâèäíî ìîæëèâi 3 âàðiàíòè:

� ßêùî ⟨b,V⟩ ̸= 0, òî ïðÿìà ìà¹ ç êâàäðiêîþ ¹äèíó ñïiëüíó òî÷êó.

� ßêùî ⟨b,V⟩ = 0 àëå Φ(X0) ̸= 0, òî ïðÿìà i êâàäðiêà íå ìàþòü ñïiëüíèõ
òî÷îê.

� ßêùî ⟨b,V⟩ = 0 i Φ(X0) = 0, òî ïðÿìà ëåæèòü íà êâàäðèöi.

• Íàïðÿìîê V íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì, ÿêùî

AV ̸= 0, ⟨AV,V⟩ = 0.

Äëÿ ïðÿìî¨ àñèìïòîòè÷íîãî íàïðÿìêó òàê ñàìî ìîæëèâi 3 âàðiàíòè:

� ÿêùî ⟨AX0+b,V⟩ ̸= 0, òî ïðÿìà ìà¹ ç êâàäðiêîþ ¹äèíó ñïiëüíó òî÷êó;

� ÿêùî ⟨AX0 + b,V⟩ = 0 àëå Φ(X0) ̸= 0, òî ïðÿìà i êâàäðiêà íå ìàþòü
ñïiëüíèõ òî÷îê;

52



� ÿêùî ⟨AX0 + b,V) = 0 i Φ(X0) = 0, òî ïðÿìà ëåæèòü íà êâàäðèöi.

• Íàïðÿìîê V íàçèâà¹òüñÿ õîðäàëüíèì, ÿêùî ⟨AV,V⟩ ̸= 0.

Äëÿ ïðÿìî¨ õîðäàëüíîãî íàïðÿìêó ðiâíÿííÿ (39) ¹ êâàäðàòíèì i, îòæå,
ìîæëèâi 3 âàðiàíòè:

� êîðåíi äiéñíi i ðiçíi � ïðÿìà ìà¹ ç êâàäðiêîþ äâi ðiçíi ñïiëüíi òî÷êè.

� êîðåíi äiéñíi i çáiãàþòüñÿ � ïðÿìà ìà¹ ç ïîâåðõíåþ îäíó, àëå �ïîäâiéíó�
ñïiëüíó òî÷êó. Òàêi íàïðÿìêè íàçèâàþòüñÿ äîòè÷íèìè, à âiäïîâiäíà
ïðÿìà � äîòè÷íîþ äî êâàäðiêè.

� êîðåíi ðiçíi, àëå êîìïëåêñíi � ïðÿìi öüîãî íàïðÿìêó íå ìàþòü äiéñíèõ
ñïiëüíèõ òî÷îê ç ïîâåðõíåþ.

5.2 Äiàìåòðè

Íåõàé V � õîðäàëüíèé íàïðÿìîê. Äiàìåòðîì, ùî âiäïîâiäà¹ íàïðÿìêó V, íà-
çèâà¹òüñÿ ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ñåðåäèí õîðä, ïàðàëåëüíèõ íàïðÿìêó V.

Òâåðäæåííÿ 5.1. Äiàìåòð, ùî âiäïîâiäà¹ õîðäàëüíîìó íàïðÿìêó V êâàäðiêè
⟨AX,X⟩+ 2⟨b,X⟩+ c = 0 ¹ ãiïåðïëîùèíîþ3 ç ðiâíÿííÿì

⟨AV,X⟩+ ⟨b,V⟩ = 0.

Äîâåäåííÿ. Çàôiêñó¹ìî õîðäàëüíèé íàïðÿìîê V. Òîäi ðiâíÿííÿ X = X0 +
tV çàäà¹ ñiìåéñòâî ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, êîæíà ç ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ ïîëîæåí-
íÿì ïî÷àòêîâî¨ òî÷êè X0. Ïðè÷îìó íà êîæíî¨ òàêî¨ ïðÿìî¨ öÿ ïî÷àòêîâà òî÷êà
ìîæå áóòè îáðàíà äîâiëüíî. Íåõàé P i Q � òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ ç êâàäðiêîþ.
Íà êîæíî¨ ïðÿìî¨ õîðäàëüíîãî íàïðÿìêó ïîìiñòèìî ïî÷àòêîâó òî÷êó â ñåðåäèíó
âiäðiçêà PQ.

Íåõàé òî÷öi Q âiäïîâiäà¹ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà tP , à òî÷öi P � çíà÷åííÿ ïàðà-
ìåòðà tQ. ßêùî X0 � ñåðåäèíà âiäðiçêó PQ, òî tP = −tQ. Òîáòî tP + tQ = 0. Àëå
tP i tQ � öå êîðåíi ðiâíÿííÿ (39). Îòæå, ÿêùî X0 �ñåðåäèíà õîðäè, òî ç òåîðåìè
Âi¹òà âèïëèâà¹ ⟨AV,X⟩ + ⟨b,V⟩ = 0. Çíà÷èòü ñåðåäèíè âñiõ õîðä ëåæèòü ó
ãiïåðïëîùèíi ⟨AV,X⟩+ ⟨b,V⟩ = 0.

I íàâïàêè, ÿêùî ïî÷àòêîâà òî÷êà ïðÿìî¨ ëåæèòü ó ãiïåðïëîùèíi ⟨AV,X⟩+
⟨b,V⟩ = 0, òî ðiâíÿííÿ (39) íå ìiñòèòü ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè, à çíà÷èòü êîðåíi
ðiâíÿííÿ (ÿêùî iñíóþòü) ðiâíi çà ìîäóëåì i ïðîòèëåæíi çà çíàêîì.

ßêùî ïðÿìà õîðäàëüíîãî íàïðÿìêó íå ìà¹ ñïiëüíèõ òî÷îê ç ïîâåðõíåþ, òî
ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (39) êîìïëåêñíi i êîìïëåêñíî ñïîëó÷åíi. Àëå òîäi tP + tQ
¹ äiéñíèì ÷èñëîì. Îòæå, ìà¹ ñåíñ ãîâîðèòè ïðî äiéñíi ñåðåäèíè óÿâíèõ õîðä

3Äëÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó öå ïðÿìà, äëÿ ïîâåðõíi � öå ïëîùèíà ç âåêòîðîì íîðìàëi AV.
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êâàäðiêè. Òîìó â ÿêîñòi äiàìåòðó ìîæíà ïðèéìàòè íå ÷àñòèíó ãiïåðïëîùèíè
⟨AV,X⟩+ ⟨b,V⟩ = 0, ùî âiäïîâiäà¹ äiéñíèì õîðäàì, à âñþ ãiïåðïëîùèíó.

Ïðÿìi àñèìïòîòè÷íîãî íàïðÿìêó íå óòâîðþþòü õîðä iç êâàäðiêîþ, àëå äëÿ
íèõ âñå æ òàêè âèçíà÷åíà ãiïåðïëîùèíà ⟨AV,X⟩+ ⟨b,V⟩ = 0, ùî ïðèéìà¹òüñÿ
ÿê äiàìåòð, ùî âiäïîâiäà¹ àñèìïòîòè÷íîìó íàïðÿìêó. Òàêèì ÷èíîì, òiëüêè äëÿ
ïðÿìèõ îñîáëèâîãî íàïðÿìêó ïîíÿòòÿ äiàìåòðó íå âèçíà÷åíå.

Äëÿ êðèâèõ 2 ïîðÿäêó âèçíà÷à¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ñïîëó÷åíèõ äiàìåòðiâ. À ñàìå,
äiàìåòð D′(V) íàçèâà¹òüñÿ ñïîëó÷åíèì äî äiàìåòðó D(V), ÿêùî D′(V) âiäïî-
âiäà¹ õîðäàì, ïàðàëåëüíèì äiàìåòðó D(V).

Ãîëîâíèì äiàìåòðîì D(V) ïîâåðõíi 2-ãî ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ äiàìåòð, ùî
ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ñâî¨õ õîðä.

Ç âèçíà÷åííÿ äiàìåòðó âèïëèâà¹, ùî áóäü-ÿêèé ãîëîâíèé äiàìåòð ¹ ãiïåð-
ïëîùèíîþ ñèìåòði¨ êâàäðiêè.

Òâåðäæåííÿ 5.2. Äiàìåòð D(V) : ⟨AV,X⟩ + ⟨b,V⟩ = 0 ¹ ãîëîâíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè AV = λV (λ ̸= 0), òîáòî V � âëàñíèé âåêòîð ìàòðèöi A,
ùî âiäïîâiäà¹ íåíóëüîâîìó âëàñíîìó çíà÷åííþ. Ðiâíÿííÿ ãîëîâíîãî äiàìåòðà
ìà¹ âèãëÿä:

⟨V,X⟩+ 1

λ
⟨b,V⟩ = 0

Äîâåäåííÿ. ßêùî D(V) � äiàìåòð, òî éîãî âåêòîð íîðìàëi N = AV, à
D(V)⊥V òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè N∥V , òîáòî , êîëè AV = λV.

Ïîðiâíþþ÷è ðiâíÿííÿ ãîëîâíîãî äiàìåòðó ç ïåðåòîâîðåííÿìè êîîðäèíàò â
ðîçäiëàõ 3.1.1 òà 3.2.1, ëåãêî çðîçóìiòè, ùî ïðèíàéìíi îäíà ç êîîðäèíàòíèõ
îñåé/ïëîùèí çáiãà¹òüñÿ ç ãîëîâíèì äiàìåòðîì.

Ïðèêëàä 5.1. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ãîëîâíèõ äiàìåòðiâ êðèâî¨

5x2 + 4xy + 8y2 − 32x− 56y + 80.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi åëåìåíòè äàíîãî ðiâíÿííÿ:

A =

(
5 2
2 8

)
, b =

(
−16
−28

)
, c = 80.

Âèïèøåìî õàðàêòåðèñòè÷íå ðiâíÿííÿ i çíàéäåìî éîãî êîðåíi:

χA(λ) = λ2 + 13λ+ 36, λ1 = 4, λ2 = 9.

Çíàéäåìî âëàñíi âåêòîðè: V1 = {2,−1}, V2 = {1, 2} Çíàéäåìî, äàëi ⟨V1,b⟩ =
32 + 28 = 60. Çâiäñè, D1 : 2x − y + 60

4 = 0 ∼ 2x − y + 15. Àíàëîãi÷íî,
D2 : x+ 2y − 8 = 0.
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5.3 Ãiïåðïëîùèíè ñèìåòði¨ çàãàëüíî¨ êâàäðiêè

Ãiïåðïëîùèíà íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðïëîùèíîþ ñèìåòði¨ êâàäðiêè, ÿêùî äëÿ áóäü-
ÿêî¨ òî÷êè M , ùî ëåæèòü íà êâàäðèöi, ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî ãiïåðïëîùèíè òî-
÷êà M̃ òàêîæ ëåæèòü íà êâàäðèöi.

Òâåðäæåííÿ 5.3. Íåõàé ⟨AX,X⟩+2⟨b,X⟩+ c = 0 � êâàäðiêà, ùî íå ¹ ïàðîþ
ãiïåðïëîùèí, ùî çáiãàþòüñÿ. Ãiïåðïëîùèíà Π : ⟨X,V⟩ + D = 0 ç âåêòîðîì
íîðìàëiV i âiëüíèì ÷ëåíîì D ¹ ãiïåðïëîùèíîþ ñèìåòði¨ êâàäðiêè òîäi i òiëü-
êè òîäi, êîëè

• AV = λV ̸= 0; ãiïåðïëîùèíà ñèìåòði¨ âèçíà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî i çáiãà¹-
òüñÿ ç ãîëîâíèì äiàìåòðîì; D = ⟨V,b⟩;

• AV = 0, ⟨V,b⟩ = 0; áóäü-ÿêà ãiïåðïëîùèíà ç âåêòîðîì íîðìàëi V ¹
ãiïåðïëîùèíîþ ñèìåòði¨.

ßêùî AV = 0, ⟨V,b⟩ ̸= 0, òî íå iñíó¹ ãiïåðïëîùèíè ñèìåòði¨, c âåêòîðîì
íîðìàëi V.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé Π : ⟨X,V⟩ + D = 0 � øóêàíà ãiïåðïëîùèíà ñèìåòði¨.
Ââåäåìî â ðîçãëÿä îäèíè÷íèé âåêòîð ν = V/|V| i çàïèøåìî ðiâíÿííÿ øóêàíî¨
ãiïåðïëîùèíè â íîðìàëüíié ôîðìi

⟨X,ν⟩+ d = 0 (d = D/|V|).

Íåõàé òî÷êàX0 íàëåæèòü ïîâåðõíi, òîáòî ⟨AX0,X0⟩+2⟨b,X0⟩+c = 0. ÍåõàéX1

� òî÷êà ñèìåòðè÷íà äî X0 âiäíîñíî Π. Òîäi X1 = X0 − 2hν, äå h = ⟨X0,ν⟩+ d

� âiäõèëåííÿ òî÷êè X0 âiä ãiïåðïëîùèíè Π. ßêùî Π ãiïåðïëîùèíà ñèìåòði¨,
òî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè X0 íà ïîâåðõíi, òî÷êà X1 òàê ñàìî ïîâèííà íàëåæàòè
ïîâåðõíi. Öå çíà÷èòü, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè X0 íà ïîâåðõíi, ⟨AX1,X1⟩ +
2⟨b,X1⟩+ c = 0. Ðîçïèøåìî:

⟨A(X0 − 2hν),X02hν⟩+ 2⟨b,X0 − 2hν⟩+ c =

⟨AX0,X0⟩ − 4h⟨AX0,ν⟩+ 4h2⟨Aν,ν⟩+ 2⟨b,X0⟩ − 4h⟨ν,b⟩+ c =

4h2⟨Aν,ν⟩ − 4h(⟨Aν,X0⟩+ ⟨ν,b⟩) + ⟨AX0,X0⟩+ 2⟨b,X0⟩+ c︸ ︷︷ ︸
=0

=

4h
(
⟨Aν,ν⟩h− (⟨Aν,X0⟩+ ⟨ν,b⟩)

)
= 0.

Îñêiëüêè ïîâåðõíÿ íå ¹ äâi÷i ïîêðèòîþ ãiïåðïëîùèíîþ, òî h ̸≡ 0 à çíà÷èòü

⟨Aν,ν⟩h− (⟨Aν,X0⟩+ ⟨ν,b⟩) = 0.

Ïîêëàäåìî λ = ⟨Aν,ν⟩ i ïiäñòàâèìî h = ⟨X0,ν⟩+ d. Òîäi ìà¹ìî

λ(⟨X0,ν⟩+ d)− (⟨Aν,X0⟩+ ⟨ν,b⟩) = 0 ∼ ⟨Aν − λν,X0⟩+ ⟨ν,b⟩ − λd = 0
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äëÿ âñiõ òî÷îê X0, ùî ëåæàòü íà ïîâåðõíi. Ôîðìàëüíî, îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ îçíà-
÷à¹, ùî áóäü-ÿêà òî÷êà X0 ïîâåðõíi ìà¹ íàëåæàòè ãiïåðïëîùèíi ç âåêòîðîì
íîðìàëi Aν − λν i âiëüíèì ÷ëåíîì ⟨ν,b⟩ − λd. Îñêiëüêè ïîâåðõíÿ íå ¹ äâi÷i
ïîêðèòîþ ãiïåðïëîùèíîþ, òî òàêî¨ ãiïåðïëîùèíè íå iñíó¹. Îòæå

Aν = λν, ⟨ν,b⟩ − λd = 0.

ßêùî λ ̸= 0, òî d = ⟨ν,b⟩
λ i öå ãîëîâíèé äiàìåòð. ßêùî æ λ = 0, òî ìîæëèâi äâà

âèïàäêè: ⟨ν,b⟩ = 0 i çíà÷èòü áóäü-ÿêà ãiïåðïëîùèíà ç âåêòîðîì ν ¹ ãiïåðïëî-
ùèíîþ ñèìåòði¨; àáî ⟨ν,b⟩ ̸= 0 i òîäi íå iñíó¹ ãiïåðïëîùèíè ñèìåòði¨ ç âåêòîðîì
íîðìàëi ν.

Ïðèêëàä 5.2. Âèçíà÷èòè ïëîùèíè ñèìåòði¨ ïîâåðõíi

x2 + y2 + 4z2 + 2xy + 4xz + 4yz − 6z + 1 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 1 1 2
1 1 2
2 2 4

 , b =

 0
0

−3

 , c = 1.

Âëàñíèìè ÷èñëàìè ìàòðèöi A ¹ λ1 = 6, λ2 = λ3 = 0. Âëàñíi âåêòîðè

V1 =

 1
1
2

 , V2 =

 −1
1
0

 , V3 =

 1
1

−1


Ïëîùèíà ñèìåòði¨ ç âåêòîðîì íîðìàëi V1 iñíó¹ i ¹äèíà:

Π1 : x+ y + 2z − 6 = 0.

Ïîâåðõíÿ ìà¹ ñiìåéñòâî ïëîùèí ñèìåòði¨ ç âåêòîðîì íîðìàëi V2, áî ⟨V2,b⟩ = 0:

−x+ y +D = 0.

Íå iñíó¹ ïëîùèíè ñèìåòði¨ ç âåêòîðîì íîðìàëi V3, îñêiëüêè ⟨V3,b⟩ = 3 ̸= 0.

5.4 Öåíòð ñèìåòði¨ êâàäðiêè

Òî÷êà O íàçèâà¹òüñÿ öåíòðîì ñèìåòði¨ êâàäðiêè, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè
M , ùî ëåæèòü íà êâàäðèöi, òî÷êà M̃ ùî öåíòðàëüíî ñèìåòðè÷íà äî òî÷êè M

âiäíîñíî öåíòðó ñèìåòði¨ O, òàêîæ ëåæèòü íà êâàäðèöi.

Òâåðäæåííÿ 5.4. Òî÷êà ç ðàäióñ-âåêòîðîì X0 ¹ öåíòðîì ñèìåòði¨ êâàäðiêè
⟨AX,X⟩+ 2⟨b,X⟩+ c = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨ êîðäèíàòè ¹ ðîçâ'ÿçêîì
ñèñòåìè ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

AX0 + b = 0,

äå A � ìàòðèöÿ îïåðàòîðó A4, à ñòîâï÷èê b ñêëàäà¹òüñÿ ç êîîðäèíàò âåêòîðó
4òîáòî, ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ
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b. Êiëüêiñòü öåíòðiâ ñèìåòði¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âèìiðíiñòþ ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ
îòðèìàíî¨ ñèñòåìè ðiâíÿíü.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ùå ðàç ðiâíÿííÿ (39), à ñàìå

⟨AV,V⟩t2 + 2⟨AX0 + b,V⟩t+ Φ(X0) = 0.

Î÷åâèäíî, ùî ÿêùî AX0 + b = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïðÿìêó V, òî X0 � öåíòð
ñèìåòði¨ ïîâåðõíi, i íàâïàêè. Îòæå X0 � öåíòð ñèìåòði¨ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
AX0 + b = 0 äëÿ áóäü-ÿêîãî V. Ïåðåõîäÿ÷è äî êîîðäèíàòíîãî çàïèñó óìîâè
AX0 + b = 0, îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

AX0 = −b,

ìàòðèöåþ ÿêî¨ ¹ ìàòðèöÿ êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ, ñòîâï÷èêîì íåâiäî-
ìèõ � êîîðäèíàòè ìîæëèâîãî öåíòðó ñèìåòði¨, à ñòîâï÷èêîì ïðàâèõ ÷àñòèí �
êîåôiöi¹íòè ëiíiéíî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ (êîîðäèíàòè âåêòîðó −b). Êiëüêiñòü öåí-
òðiâ ñèìåòði¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âèìiðíiñòþ ïðîñòîðó ðîçâ'ÿçêiâ îòðèìàíî¨ ñèñòåìè
ðiâíÿíü i âèçíà÷à¹òüñÿ òåîðåìîþ Êðîíåêåðà-Êàïåëëi.

Ïðèêëàä 5.3. Çíàéòè öåíòðè ñèìåòði¨ ïîâåðõíi

x2 + 4y2 + 9z2 + 4xy − 6xz − 12yz + x+ 2y − 3z − 12 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 1 2 −3
2 4 −6

−3 −6 9

 , b =

 1/2
1

−3/2

 , c = −12.

Ñêëàäåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü AX = −b i âèïèøåìî ¨¨ ìàòðè÷íèé âàðiàíò 1 2 −3 −1/2
2 4 −6 −1

−3 −6 9 3/2

 ∼

 1 2 −3 −1/2
0 0 0 0
0 0 0 0

 .

Öåíòðè ñèìåòði¨ çàïîâíþþòü ïëîùèíó

2x+ 2y − 6z + 1 = 0.

Ïðèêëàä 5.4. Çíàéòè öåíòðè ñèìåòði¨ ïîâåðõíi

4x2 + 2y2 + 10z2 + 4xy + 12xz + 8yz + 14x− 10y + 4z + 7 = 0.
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Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 4 2 6
2 2 4
6 4 10

 , b =

 7
−5
2

 , c = 7.

Ñêëàäåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü AX = −b i âèïèøåìî ¨¨ ìàòðè÷íèé âàðiàíò 4 2 6 −7
2 2 4 5
6 4 10 −2

 ∼

 4 2 6 −7
2 2 4 5
0 0 0 0


Öåíòðè ñèìåòði¨ çàïîâíþþòü ïðÿìó{

4x+ 2y + 6x+ 7 = 0,

2x+ 2y + 4z − 5 = 0.

Ïðèêëàä 5.5. Çíàéòè öåíòðè ñèìåòði¨ ïîâåðõíi

4x2 + 2y2 + 10z2 + 4xy + 12xz + 8yz + 14x− 10y + 7 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

 4 2 6
2 2 4
6 4 10

 , b =

 7
−5
0

 , c = 7.

Ñêëàäåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü AX = −b i âèïèøåìî ¨¨ ìàòðè÷íèé âàðiàíò 4 2 6 −7
2 2 4 5
6 4 10 0

 ∼

 4 2 6 −7
2 2 4 5
0 0 0 2


Öåíòðiâ ñèìåòði¨ íåìà¹

Ïðèêëàä 5.6. Çíàéòè öåíòðè ñèìåòði¨ êðèâî¨

x2 − 2xy2 + 2y2 − 4x− 6y + 3 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

(
1 −1

−1 2

)
, b =

(
−2
−3

)
, c = 3.

Ñêëàäåìî ñèñòåìó ðiâíÿíü AX = −b i âèïèøåìî ¨¨ ìàòðè÷íèé âàðiàíò(
1 −1 2

−1 2 3

)
∼

(
1 −1 2
0 1 5

)
Öåíòð ñèìåòði¨ ¹äèíèé i çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi (7, 5).
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5.5 Äîòè÷íà ãiïåðïëîùèíà çàãàëüíî¨ êâàäðiêè

Ïðÿìà íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íîþ äî êâàäðiêè, ÿêùî âîíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
íà êâàäðèöi i ìà¹ ç íåþ ¹äèíó ïîäâiéíó òî÷êó àáî öiëêîì ¨é íàëåæèòü. ßêùî
iñíó¹ ïëîùèíà, ùî ìiñòèòü âñi äîòè÷íi ïðÿìi äî êâàäðiêè â äàíié òî÷öi, òî âîíà
íàçèâà¹òüñÿ äîòè÷íîþ ãiïåðïëîùèíîþ äî êâàäðiêè.

Òâåðäæåííÿ 5.5. Íåõàé òî÷êà X0 íàëåæèòü êâàäðèöi Φ(X) = ⟨AX,X⟩ +
2⟨b,X⟩ + c = 0 i íå ¹ öåíòðîì ¨¨ ñèìåòði¨. Òîäi â òî÷öi X0 iñíó¹ i ¹äèíà
äîòè÷íà ïëîùèíà, ðiâíÿííÿ ÿêî¨ ìîæå áóòè çàïèñàíå ó âèãëÿäi

⟨AX,X0⟩+ ⟨b,X+X0⟩+ c = 0

Äîâåäåííÿ. Íåõàé X0 íàëåæèòü ïîâåðõíi i íå ¹ öåíòðîì ñèìåòði¨, òîáòî
Φ(X0) = 0, AX0 + b ̸= 0. Òîäi ðiâíÿííÿ (39) íàáóäå âèãëÿäó

t
(
⟨AV,V⟩t+ 2⟨AX0 + b,V⟩

)
= 0.

Îäíîìó êîðåíþ t = 0 âiäïîâiäà¹ òî÷êà X0. Öåé êîðiíü áóäå ïîäâiéíèì òîäi i
òiëüêè òîäi, êîëè

⟨AX0 + b,V⟩ = 0.

Òîáòî ìíîæèíà äîòè÷íèõ íàïðÿìêiâ V îðòîãîíàëüíà âåêòîðó AX0 + b. Áóäü-
ÿêèé âåêòîð, ùî âiäêëàäåíèé âiä òî÷êè X0 ìà¹ äîòè÷íèé íàïðÿìîê òîäi i òiëüêè
òîäi, êîëè éîãî êiíåöü X çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

⟨AX0 + b,X−X0⟩ = 0.

Îñòàíí¹ ðiâíÿííÿ âèçíà÷à¹ ãiïåðïëîùèíó, ç âåêòîðîì íîðìàëi AX0+b. Îñêiëü-
êè X0 íå ¹ öåíòðîì ñèìåòði¨, òî AX0+b ̸= 0 à çíà÷èòü ãiïåðïëîùèíà âèçíà÷åíà
îäíîçíà÷íî. Ïåðåòâîðèìî öå ðiâíÿííÿ:

⟨AX0 + b,X−X0⟩ = ⟨AX0,X⟩+ ⟨b,X⟩ − ( ⟨AX0,X0⟩+ ⟨b,X0⟩︸ ︷︷ ︸
=−⟨b,X0⟩−c

) =

⟨AX,X0⟩+ ⟨b,X+X0⟩+ c = 0,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Òî÷êà íà êâàäðèöi, äëÿ ÿêî¨ íå iñíó¹ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè íàçèâà¹òüñÿ îñî-
áëèâîþ. Îòæå, òî÷êà íà êâàäðèöi ¹ îñîáëèâîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹
öåíòðîì ñèìåòði¨. Òàêèì ÷èíîì, îñîáëèâi òî÷êè êâàäðiêè ¹ ðîçâ'ÿçêàìè ñèñòåìè{

Φ(X) = 0,
AX + b = 0.

Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ãiïåðïëîùèíè ìîæíà âèïèñàòè â êîðîòøèé ñïîñiá, ñêîðè-
ñòàâøèñü ïîíÿòòÿì ÷àñòèííî¨ ïîõiäíî¨. Ïîçíà÷èìî ëiâó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ êâà-
äðiêè ÷åðåç Φ(x1, . . . , xn). ×àñòèííîþ ïîõiäíîþ âiä ôóíêöi¨ Φ çà çìiííîþ xi
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íàçèâà¹òüñÿ ïîõiäíà Φ ÿê ôóíêöi¨ ëèøå xi ó ïðèïóùåííi, ùî âñi iíøi çìiííi ¹
ñòàëèìè âåëè÷èíàìè. ×àñòèííà ïîõiäíà Φ çà çìiííîþ xi ïîçíà÷à¹òüñÿ ÿê ∂Φ

∂xi
.

Íàïðèêëàä,

∂
∂x

(
x2 + 3xy − 2xz + 3x+ y + 3z − 1

)
= 2x+ 3y − 2z + 3,

∂
∂y

(
x2 + 3xy − 2xz + 3x+ y + 3z − 1

)
= 3x+ 1,

∂
∂z

(
x2 + 3xy − 2xz + 3x+ y + 3z − 1

)
= −2x+ 3.

Âåêòîð, ñêëàäåíèé ç ÷àñòèííèõ ïîõiäíèõ ôóíêöi¨ Φ íàçèâà¹òüñÿ âåêòîðîì ãðà-
äi¹òíó i ïîçíà÷à¹òüñÿ grad(Φ). Íåñêëàäíî ïåðåâiðèòè, ùî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨
ïëîùèíè ìîæíà çàïècàòè ó âèãëÿäi

⟨grad(Φ)|X0
,X−X0⟩ = 0,

òèì ñàìèì âïåâíèâøèñü, ùî âåêòîð ãðàäi¹íòó ñïðÿìîâàíèé óçäîâæ íîðìàëi äî
äîòè÷íî¨ ïëîùèíè ïîâåðõíi. Îñîáëèâi òî÷êè ïîâåðõíi âèçíà÷àþòüñÿ ðiâíÿííÿì
grad(Φ)|X0

= 0.

Ïðèêëàä 5.7. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïðÿìî¨ äî êðèâî¨

xy + y2 + 5x+ 2y − 7 = 0

â òî÷öi (2,−1)

Ðîçâ'ÿçîê. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òî÷êà íàëåæèòü êðèâié.
Ïåðøèé ñïîñiá. Âèïèøåìî ìàòðè÷íi êîìïîíåíòè ðiâíÿííÿ:

A =

(
0 1/2

1/2 1

)
, b =

(
5/2
1

)
, c = −7.

Âåêòîð íîðìàëi äîòè÷íî¨ ìà¹ âèðàç

AX0 + b =

(
0 1/2

1/2 1

)(
2
−1

)
+

(
5/2
1

)
=

(
−1/2

0

)
+

(
5/2
1

)
=

(
2
1

)
.

Îòæå, ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨

2(x− 2) + (y + 1) = 0 ∼ 2x+ y − 3 = 0.

Äðóãèé ñïîñiá. Çíàéäåìî âåêòîð ãðàäi¹íòó ôóíêöi¨

Φ(x, y) = xy + y2 + 5x+ 2y − 7

â çàäàíié òî÷öi.

grad(Φ)|X0
= {Φx,Φy}|(x=2,y=−1) = {y + 5, x+ 2y + 2}|(x=2,y=−1) = {4, 2}.

Îòæå, ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨

4(x− 2) + 2(y + 1) = 0 ∼ 2x+ y − 3 = 0.
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Ïðèêëàä 5.8. Çíàéòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè äî ïîâåðõíi

x2 − y2 + xz + yz − 8x− 2y − 3z + 23 = 0

â òî÷öi (0,−1, 6)

Ðîçâ'ÿçîê. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òî÷êà íàëåæèòü ïîâåðõíi.
Çíàéäåìî âåêòîð ãðàäi¹íòó ôóíêöi¨

Φ(x, y) = x2 − y2 + xz + yz − 8x− 2y − 3z + 23

â çàäàíié òî÷öi.

grad(Φ) = {Φx,Φy,Φz} = {2x+ z − 8,−2y + z − 2, x+ y − 3}.

grad(Φ)|(0,−1,6) = {−2, 6,−4}.
Îòæå, ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïëîùèíè

2(x− 0)− 6(y + 1) + 4(z − 6) = 0 ∼ x− 3y + 2z − 15 = 0.

5.6 Ïðÿìi íà çàãàëüíié êâàäðèöi

Çðîáèìî îñòàíí¹ çàóâàæåííÿ â àíàëiçi ðiâíÿííÿ (39).

Òâåðäæåííÿ 5.6. Ïðÿìà l : X = X0 + tV ëåæèòü íà êâàäðèöi ⟨AX,X⟩ +
2⟨b,X⟩+ c = 0 òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè

1. ⟨AX0,X0⟩+ 2⟨b,X0⟩+ c = 0;

2. ⟨AX0 + b,V⟩ = 0;

3. ⟨AV,V⟩ = 0.

Äëÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïîìiòèòè, ùî âèïèñàíi óìîâè ïåðåòâîðþþòü íà íóëü
ðiâíÿííÿ (39) òîòîæíî âiäíîñíî t. Óìîâà (1) îçíà÷à¹, ùî ïðÿìà ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó íà êâàäðèöi; óìîâà (3) îçíà÷à¹, ùî íàïðÿìîê ïðÿìî¨ ¹ àñèìïòîòè÷íèì;
óìîâà (2) äëÿ îñîáëèâî¨ òî÷êè íå íàêëàäà¹ îáìåæåíü íà íàïðÿì ïðÿìî¨, à çíà-
÷èòü áóäü-ÿêà ïðÿìà àñèìïòîòè÷íîãî íàïðÿìêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç îñîáëèâó
òî÷êó, ëåæèòü íà êâàäðèöi; óìîâà (2) äëÿ íåîñîáëèâî¨ òî÷êè îçíà÷à¹, ùî ïðÿìà
àñèìïòîòè÷íîãî íàïðÿìêó ëåæèòü íà ïîâåðõíi òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè ¨¨
íàïðÿìîê âîäíî÷àñ ¹ äîòè÷íèì.

Çàçíà÷èìî, ùî ìíîæèíà âñiõ àñèìïòîòè÷åñêèõ íàïðÿìêiâ çàïîâíþ¹ êîíóñ
⟨AV,V⟩ = 0, ùî íàçèâà¹òüñÿ àñèìïòîòè÷íèì êîíóñîì êâàäðiêè.
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Ïðèêëàä 5.9. Íà ïîâåðõíi

Φ(x, y, z) = x2 + 5y2 + 4z2 − 2xy − 10yz − 4 = 0

çíàéòè ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó (−1, 1, 2).

Ðîçâ'ÿçîê. Áåçïîñåðåäíÿ ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî òî÷êà (−1, 1, 2) íàëåæèòü
ïîâåðõíi. Íàïðÿì øóêàíî¨ ïðÿìî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðîì V, ùî îäíî÷àñíî ¹
àñèìïòîòè÷íèì i äîòè÷íèì íàïðÿìêîì íà ïîâåðõíi. Âåêòîð íîðìàëi äîòè÷íî¨
ïëîùèíè â çàäàíié òî÷öi ¹ âåêòîðîì ãðàäi¹íòó:

grad(Φ) = {2x− 2y, 10y − 2x− 10z, 8z − 10y}|(−1,1,2) = {−4,−8, 6}.

Íåõàé V = {v1, v2, v3}. Óìîâè àñèìïòîòè÷íîñòi i äîòè÷íîñòi ñêëàäàþòü ñèñòåìó{
v21 + 5v22 + 4v23 − 2v1v2 − 10v2v3 = 0,

2v1 + 4v2 − 3v3 = 0.

Ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè âèçíà÷åíèé ç òî÷íiñòþ äî êîåôiöi¹íòó ïðîïîðöiéíîñòi. ×à-
ñòèííèìè ðîç'ÿçêàìè ¹

V1 = {1, 1, 2}, V2 = {−11, 25, 26}.

Îòæå, ÷åðåç çàäàíó òî÷êó ïðîõîäÿòü äâi ïðÿìi, ùî öiëêîì ëåæàòü íà ïîâåðõíi:

l1 :
x+ 1

1
=

y − 1

1
=

z − 2

2
, l1 :

x+ 1

−11
=

y − 1

25
=

z − 2

26
.

Ïîâåðõíÿ íàçèâà¹òüñÿ 2-ëiíié÷àñòîþ, ÿêùî ÷åðåç êîæíó ¨¨ òî÷êó ïðîõîäèòü
2 ðiçíi ïðÿìi, ùî öiëêîì ëåæàòü íà ïîâåðõíi.

Òâåðäæåííÿ 5.7. Äîâåñòè, ùî îäíîïîðîæíèííèé ãiïåðáîëî¨ä

x2

a2
+

y2

b2
− z2

c2
= 1

¹ 2-ëiíié÷àñòîþ ïîâåðõíåþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êà M0(x0, y0, z0) íàëåæèòü ïîâåðõíi, òîáòî,

x20
a2

+
y20
b2

− z20
c2

= 1.

Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0, öiëêîì ëåæèòü íà ïîâåðõíi, ÿêùî ¨¨ íà-
ïðÿìíèé âåêòîð V = {vz, vy, vz} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì àñèìïòîòè÷íîñòi i äîòè-
÷íîñòi îäíî÷àñíî. Âåêòîðîì íîðìàëi ãiïåðáîëî¨äó â òî÷öi M0 ¹ âåêòîð

N =
{x0
a2

,
y0
b2
,
z0
c2

}
.
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Ìíîæèíà àñèìïòîòè÷íèõ íàïðÿìêiâ çàïîâíþ¹ êîíóñ

v2x
a2

+
v2y
b2

− v2z
c2

= 0.

Îòæå, øóêàíèé íàïðÿìîê ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè{
v2x
a2 +

v2y
b2 −

v2z
c2 = 0,

x0vx
a2 +

y0vy
b2 − z0vz

c2 = 0.

Îñêiëüêè V ̸= 0, òî ç ïåðøîãî ðiâíÿííÿ ñèñòåìè âèïëèâà¹, ùî vz ̸= 0 i ìîæíà
ïîêëàñòè

vx = a cosα, vy = b sinα, vz = c.

Òîäi äðóãå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi
x0
a

cosα +
y0
b

sinα =
z0
c
.

Îñêiëüêè x2
0

a2 +
y20
b2 ̸= 0, òî ìîæíà ïîêëàñòè

cos β =
x0

a√
x2
0

a2 +
y20
b2

, sin β =
y0
b√

x2
0

a2 +
y20
b2

i ïåðåïèñàòè äðóãå ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi

cosα cos β + sinα sin β =
z0
c√

x2
0

a2 +
y20
b2

=
z0
c√

1 + z20
c2

.

Îñêiëüêè |z0|
c <

√
1 + z20

c2 , òî ìîæíà ïîêëàñòè cos θ = z0
c

/√
1 + z20

c2 i çàïèñàòè

ðiâíÿííÿ ó âèãëÿäi
cos(α− β) = cos θ

çâiäêè âèïëèâà¹, ùî α = β ± θ, òîáòî ñèñòåìà çàâæäè ìà¹ 2 ðîçâ'ÿçêè.

Äîâåäåíå òâåðäæåííÿ íå äà¹ àëãîðèòìó çíàõîäæåííÿ ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ
íà ïîâåðõíi îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äó, àëå äà¹ ïiäñòàâó ñòâåðäæóâàòè,
ùî çíàéäåíi ó áóäü-ÿêèé ñïîñiá äâi ïðÿìîëiíiéíi òâiðíi i ¹ øóêàíèìè ïðÿìèìè.
Íàéïðîñòiøèé ñïîñiá çíàéòè òàêi òâiðíi ìîæíà îòðèìàòè ó íàñòóïíèé ñïîñiá.
Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ ÿê

x2

a2
− z2

c2
= 1− y2

b2

i ðîçêëàäåìî ëiâó i ïðàâó ÷àñòèíè íà ìíîæíèêè(x
a
− z

c

)(x
a
+

z

c

)
=

(
1− y

b

)(
1 +

y

b

)
.

Ñòà¹ î÷åâèäíèì, ùî ðiâíÿííÿ îäíîïîðîæíèííîãî ãiïåðáîëî¨äó ¹ íàñëiäêîì êî-
æíî¨ ç íàñòóïíèõ ñèñòåì ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

(λ)
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Òâåðäæåííÿ 5.8. Äîâåñòè, ùî ãiïåðáîëi÷íèé ïàðàáîëî¨ä

x2

p
− y2

q
= 2z (p > 0, q > 0)

¹ 2-ëiíié÷àñòîþ ïîâåðõíåþ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé òî÷êà M0(x0, y0, z0) íàëåæèòü ïîâåðõíi, òîáòî,

x20
p

− y20
q

= 2z0.

Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M0, öiëêîì ëåæèòü íà ïîâåðõíi, ÿêùî ¨¨ íà-
ïðÿìíèé âåêòîð V = {vz, vy, vz} çàäîâîëüíÿ¹ óìîâàì àñèìïòîòè÷íîñòi i äîòè-
÷íîñòi îäíî÷àñíî. Âåêòîðîì íîðìàëi ãiïåðáîëî¨äó â òî÷öi M0 ¹ âåêòîð

N =
{x0
p
,−y0

q
,−1

}
.

Ìíîæèíà àñèìïòîòè÷íèõ íàïðÿìêiâ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ

v2x
p

−
v2y
q

= 0.

Îòæå, øóêàíèé íàïðÿìîê ¹ ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè{
v2x
p − v2y

q = 0,

x0vx
p − y0vy

q − vz = 0.

Ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ëåãêî çíàõîäèòüñÿ ç òî÷íiñòþ äî íàïðÿìêó âåêòîðó V i
êîåôiöi¹íòó ïðîïîðöiéíîñòi äâîìà ñïîñîáàìè

V1 :


vx =

√
p,

vy =
√
q,

vz =
x0√
p −

y0√
q ,

V2 :


vx =

√
p,

vy = −√
q,

vz =
x0√
p +

y0√
q .

Îòæå, ÷åðåç òî÷êó M0 ïðîõîäÿòü 2 ïðÿìi

l1 :


x = x0 +

√
p t,

y = y0 +
√
q t,

z = z0 +
(

x0√
p −

y0√
q

)
t,

l2 :


x = x0 +

√
p t,

y = y0 −
√
q t,

z = z0 +
(

x0√
p +

y0√
q

)
t,

ùî öiëêîì ëåæàòü íà ïîâåðõíi.

Äîêëàäíiøå ïðî âëàñòèâîñòi ïðÿìîëiíiéíèõ òâiðíèõ íà ïîâåðõíÿõ îäíîïîðî-
æíèííîãî ãiïåðáîëî¨äó i ãiïåðáîëi÷íîãî ïàðàáîëî¨äó äèâiòüñÿ â [1], [8].
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6 Æìóòîê êðèâèõ 2-ãî ïîðÿäêó i éîãî âèêîðèñòàííÿ

Æìóòêîì êðèâèõ 2 ïîðÿäêó íàçèâà¹òüñÿ ñóêóïíiñòü âñiõ êðèâèõ 2 ïîðÿäêó, ùî
ïðîõîäÿòü ÷åðåç 4 òî÷êè, ùî íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Êîðåêòíiñòü îçíà÷åííÿ
æìóòêà ìiñòèòüñÿ â íàñòóïíié òåîðåìi ¹äèíîñòi.

Òåîðåìà 5. ÍåõàéM1(x1, y1),M2(x2, y2),M3(x3, y3),M4(x4, y4),M5(x5, y5) ï'ÿòü
òî÷îê íà ïëîùèíi, æîäíi 4 ç ÿêèõ íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Òîäi iñíó¹ ¹äè-
íà êðèâà 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öi 5 òî÷îê.

Äîâåäåííÿ. Çàïèøåìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0

i áóäåìî íàêëàäåìî âèìîãó, ùîá êîîðäèíàòè çàäàíèõ òî÷îê çàäàâîëüíÿëè ðiâ-
íÿííþ êðèâî¨. Îòðèìà¹ìî ñèñòåìó ëiíiéíèõ ðiâíÿíü

a11x
2
1 + 2a12x1y1 + a22y

2
1 + 2b1x1 + 2b2y1 + c = 0

a11x
2
2 + 2a12x2y2 + a22y

2
2 + 2b1x2 + 2b2y2 + c = 0

a11x
2
3 + 2a12x3y3 + a22y

2
3 + 2b1x3 + 2b2y3 + c = 0

a11x
2
4 + 2a12x4y4 + a22y

2
4 + 2b1x4 + 2b2y4 + c = 0

a11x
2
5 + 2a12x5y5 + a22y

2
5 + 2b1x5 + 2b2y5 + c = 0

(40)

âiäíîñíî íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ a11, a12, a22, b1, b2, c ðiâíÿííÿ êðèâî¨. Íåâiäîìèõ
ïàðàìåòðiâ â ñèñòåìi (40) øiñòü, àëå äâà ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó, ùî âiäðiçíÿ-
þòüñÿ ìíîæíèêîì âèçíà÷àþòü îäíó é òó æ êðèâó. Òîìó äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè,
ùî â óìîâàõ òâåðäæåííÿ ñèñòåìà (40) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê ç òî÷íiñòþ äî îäíî-
ãî ïàðàìåòðó. Äëÿ öüîãî íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá ðàíã ñèñòåìè äîðiâíþâàâ
5, òîáòî ùîá âñi ðiâíÿííÿ ñèñòåìè áóëè íåçàëåæíèìè.

Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå. Íåõàé îäíå ç ðiâíÿíü, ñêàæiìî ï'ÿòå, ¹ íàñëiäêîì
ïåðøèõ ÷îòèðüîõ. Öå îçíà÷à¹, ùî ÿêùî øóêàíà êðèâà ïðîõîäèòü ÷åðåç 4 òî÷êè,
òî âîíà îáîâ'ÿçêîâî ïðîõîäèòü i ÷åðåç ï'ÿòó.

Ïîêàæåìî, ùî â òàêîìó ðàçi ïðèíàéìíi 3 òî÷êè ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.
Ïðèïóñòèìî, ùî öå íå òàê. Òîäi òî÷êèM1,M2,M3,M4 âèçíà÷àþòü ïàðó ïðÿìèõ,
ñêàæiìîM1M2 iM3M4, æîäíà ç ÿêèõ íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM5. Äîáóòîê ðiâ-
íÿíü öèõ ïðÿìèõ ¹ êðèâîþ 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êèM1,M2,M3,M4,
àëå íå ïðîõîäèòü ÷åðåç M5. Ñóïåðå÷íiñòü.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî â óìîâàõ ïðèïóùåííÿ ïðèíàéìíi 4 òî÷êè ìàþòü ëåæà-
òè íà îäíié ïðÿìié. Iç ïîïåðåäíiõ ìiðêóâàíü âèïëèâà¹, ùî ïðèíàéìíi 3 òî÷êè
ìàþòü ëåæàòè íà îäíié ïðÿìié. Íåõàé òî÷êè M1,M2,M3 íàëåæàòü ïðÿìié l1.
Ïðèïóñòèìî, ùî æîäíà ç òî÷îê M4,M5 íå íàëåæèòü ïðÿìié l1. ×åðåç òî÷êó M4

ïðîâåäåìî äîâiëüíó ïðÿìó l2, ùî íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êóM5. Äîáóòîê ðiâíÿíü
ïðÿìèõ l1 i l2 âèçíà÷èòü ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè
M1,M2,M3,M4, àëå íå ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M5. Ñóïåðå÷íiñòü.
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Çíà÷èòü, ÿêùî îäíå ç ðiâíÿíü ¹ íàñëiäêîì iíøèõ ÷îòèðüîõ, òî ïðèíàéìíi 4
òî÷êè ìàþòü ëåæàòè íà îäíié ïðÿìié, à öå ñóïåðå÷èòü óìîâàì òåîðåìè.

Òåîðåìà 6. (Òåîðåìà ¹äèíîñòi) ßêùî äâîì ðiâíÿííÿì 2 ïîðÿäêó

Φ(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0,

Φ′(x, y) = a′11x
2 + 2a′12xy + a′22y

2 + 2b′1x+ 2b′2y + c′ = 0

çàäîâîëüíÿþòü òî÷êè îäíi¹¨ i òi¹¨ æ ñàìî¨ ìíîæèíè òî÷îê íà ïëîùèíi, òî
ðiâíÿííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ ÷èñëîâèì ìíîæíèêîì.

Äîâåäåííÿ. Çà êëàñèôiêàöiéíîþ òåîðåìîþ 1 ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ ðiâíÿííÿ
Φ(x, y) = 0 ñêëàäà¹òüñÿ ç ìíîæèí 3 òèïiâ:

• íåðîçïàäíà êðèâà;

• ðîçïàäíà, àëå íå ïàðà ïðÿìèõ, ùî çáiãàþòüñÿ;

• ïàðà ïðÿìèõ, ùî çáiãàþòüñÿ.

Äëÿ íåðîçïàäíî¨ êðèâî¨ ïðÿìà ìîæå ìàòè ç êðèâîþ íå áiëüøå äâîõ ñïiëüíèõ òî-
÷îê i çíà÷èòü æîäíi òðè íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié. Çà òåîðåìîþ 5 ðiâíÿííÿ òà-
êî¨ êðèâî¨ ¹äèíå, ç òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà. Îòæå, Φ′(x, y) = λΦ(x, y).

ßêùî êðèâà ðîçïàäíà, àëå íå ¹ ïàðîþ ïðÿìèõ, ùî çëèâàþòüñÿ, íà íié ìîæíà
âêàçàòè 5 òî÷îê, æîäíi 4 ç ÿêèõ íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié: òðè âçÿòè íà ïðÿìié
l1, à iíøi äâi � íà ïðÿìié l2. Çíîâó çà òåîðåìîþ 5 ðiâíÿííÿ òàêî¨ êðèâî¨ ¹äèíå, ç
òî÷íiñòþ äî ÷èñëîâîãî ìíîæíèêà. Îòæå i â öüîìó âèïàäêó Φ′(x, y) = λΦ(x, y).

Íåõàé ðiâíÿííÿ F (x, y) = 0 âèçíà÷à¹ ïàðó ïðÿìèõ, ùî çëèâàþòüñÿ. Òîäi iñíó¹
¹äèíà ïðÿìà òàêà, ùî ¨¨ ðiâíÿííÿ l : Ax+By + C = âèçíà÷à¹ êðèâó 2 ïîðÿäêó
ðiâíÿííÿì

Φ(x, y) = (Ax+By + C)2.

ßêùî A′x + B′y + C ′ = 0 âèçíà÷à¹ òó æ ñàìó ïðÿìó l : A′x + B′y + C ′ = 0, òî
A′ = kA,B′ = kB,C ′ = kC, à çíà÷èòü

Φ′(x, y) = (A′x+B′y + C ′)2 = k2(Ax+By + C)2 = k2Φ(x, y),

ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Çàäàìî íà ïëîùèíi 4 òî÷êè M1,M2,M3,M4, ùî íå ëåæàòü íà îäíié ïðÿìié.
Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êèM5, ùî íå êîëiíåàðíà æîäíié òðiéöi òî÷îê çM1,M2,M3,M4,
iñíó¹ ¹äèíà êðèâà 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êèM1,M2,M3,M4,M5. Òî-
ìó ÷åðåç òî÷êè M1,M2,M3,M4 ìîæíà ïðîâåñòè áåçëi÷ êðèâèõ 2 ïîðÿäêó. Öÿ
ìíîæèíà êðèâèõ íàçèâà¹òüñÿ æìóòêîì êðèâèõ 2 ïîðÿäêó, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ
òî÷êàìè M1,M2,M3,M4.
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Íåõàé Φ1(x, y) i Φ2(x, y) äâi êðèâi 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè
M1,M2,M3,M4. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ λ1 i λ2 ðiâíÿííÿ

λ1Φ1(x, y) + λ2Φ2(x, y) = 0 (41)

âèçíà÷èòü êðèâó 2 ïîðÿäêó, ùî òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êèM1,M2,M3,M4. Â
òàêîìó âèïàäêó ãîâîðÿòü, ùî êðèâà 41 ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ êðèâèõ Φ1(x, y) i
Φ2(x, y). Ñïðàâåäëèâå i îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ÿêùî â æìóòêó îáðàíî äâi ðiçíi
êðèâi Φ1(x, y) i Φ2(x, y), òî áóäü-ÿêà iíøà êðèâà æìóòêà ¹ ëiíiéíîþ êîìái-
íàöi¹þ êðèâèõ Φ1(x, y) i Φ2(x, y). Äiéñíî, æìóòîê íå ìiñòèòü äâi÷i ïîêðèòî¨
ïðÿìî¨, òîìó ÿêùî Φ(x, y) íàëåæèòü æìóòêó, òî íà íié ¹ òî÷êà, ùî íå êîëiíåàð-
íà òî÷êàì M1,M2,M3,M4. Ïîçíà÷èìî ¨¨ M5(x5, y5). Êðèâà Φ(x, y) çà òåîðåìîþ
5 ¹ ¹äèíîþ êðèâîþ 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè M1,M2,M3,M4,M5. Ç
iíøîãî áîêó, â ëiíiéíié êîìáiíàöi¨ λ1Φ1(x, y) + λ2Φ2(x, y) çíàéäåòüñÿ êðèâà, ùî
òàêîæ ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè M1,M2,M3,M4,M5. Äiéñíî, íàêëàâøè âèìîãó

λ1Φ1(x5, y5) + λ2Φ2(x5, y5) = 0

iç ïðîïîðöi¨
λ1

λ2
= −Φ2(x5, y5)

Φ1(x5, y5)

ëåãêî çíàéäåìî íåîáõiäíi êîåôiöi¹íòè. Òàêèì ÷èíîì, Φ(x, y) = λ1Φ1(x, y) +
λ2Φ2(x, y).

Ðiâíÿííÿ (41) íàçèâà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì æìóòêà êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó. Òè-
ïîâå âèêîðèñòàííÿ æìóòêà ìiñòèòüñÿ ó íàñòóïíîìó ïðèêëàäi.

Ïðèêëàä 6.1. Çíàéòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè
M1(0, 1),M2(2,−1),M3(3, 1),M4(2, 0),M5(1, 3).

Ðîçâ'ÿçîê. Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ïàð ïðÿìèõ M1M2, M3M4 òà M1M3, M2M4 .

M1M2 :
x− 0

2− 0
=

y − 1

−1− 1
, M4M3 :

x− 2

3− 2
=

y − 0

1− 0
;

M1M3 :
x− 0

3− 0
=

y − 1

1− 1
, M4M2 :

x− 2

2− 2
=

y − 0

0− (−1)
.

ïiñëÿ ðîçêðèòòÿ ïðîïîðöié ìà¹ìî

M1M2 : x+ y − 1 = 0, M4M3 : x− y − 2 = 0;

M1M3 : y − 1 = 0, M4M2 : x− 2 = 0.

Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ ðîçïàäíèõ ïðÿìèõ, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè M1, M2, M3,
M4:

Φ1(x, y) = (x+ y − 1)(x− y − 2) = 0, Φ2(x, y) = (x− 2)(y − 1) = 0.
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Ñêëàäåìî ðiâíÿííÿ æìóòêà

λ1(x+ y − 1)(x− y − 2) + λ2(x− 2)(y − 1) = 0

i ïiäñòàâèìî êîîðäèíàòè òî÷êè M5:

λ1(1 + 3− 1)(1− 3− 2) + λ2(1− 2)(3− 1) = 0 ∼ −12λ1 − 2λ2 = 0.

Ïîêëàäåìî λ1 = 1, λ2 = −6. Ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó

(x+ y − 1)(x− y − 2)− 6(x− 2)(y − 1) = 0.

Âèêîíàâøè äi¨, îòðèìà¹ìî

x2 − 6xy − y2 + 3x+ 11y − 10 = 0.

Ùîäî âèùiõ âèìiðíîñòåé, òî ÷åðåç n(n+3)
2 òî÷îê ïðîõîäèòü ïðèíàéìíi îäíà

êâàäðiêà [2].

7 Àôiííå ïåðåòâîðåííÿ é àôiííà êëàñèôiêàöiÿ êâàäðiê

Íåõàé A1, . . . , Am ÿêèé-íåáóäü íàáið òî÷îê ó IRn. Êîæíà ïàðà ç íèõ, ñêàæiìî
(A1, A2), âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíèé âåêòîð

−−−→
A1A2 ó âåêòîðíîìó ïðîñòîði IR

n. Ïîêëà-
äåìî A′

i = F (Ai). Ïåðåòâîðåííÿ F ïîðîäæó¹ ïåðåòâîðåííÿ F âåêòîðíîãî ïðî-
ñòîðó IRn, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ

F(
−−−→
A1A2) =

−−−→
A′

1A
′
2.

Âiäîáðàæåííÿ F : IRn → IRn íàçèâà¹òüñÿ àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì, ÿêùî F :
IRn → IRn çáåðiãà¹ ëiíiéíi êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ, òîáòî

F
( m∑

i=

λiai

)
=

m∑
i=1

λiF(ai)

äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðiâ ç âåêòîðíîãî ïðîñòîðó IRn.
Êîîðäèíàòíèé âèðàç äëÿ àôiííîãî ïåðåòâîðåííÿ ìiñòèòüñÿ ó íàñòóïíîìó

òâåðäæåííi.

Òâåðäæåííÿ 7.1. Íåõàé (O; e1, . . . , en) � àôiííà ñèñòåìà êîîðäèíàò â IRn

i F : IRn → IRn � àôiííå ïåðåòâîðåííÿ. Ïîêëàäåìî Õ = F (0) i ïîçíà÷èìî

X0 =
−→
OÕ. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M(x1, . . . , xn) êîîðäèíàòè òî÷êè M̃ = F (M)

îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëîþ

X̃ = QX +X0 (detQ ̸= 0),

äå Q � ìàòðèöÿ, ñòîâï÷èêè ÿêî¨ ñêëàäàþòüñÿ ç êîîðäèíàò âåêòîðiâ fi = F(ei)
â ðîçêëàäàííi çà áàçèñîì e1, . . . , en.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé (O; e1, . . . , en) äåÿêà ôiêñîâàíà àôiííà ñèñòåìà êîîðäè-
íàò ó IRn. Çi çáåðåæåííÿ ëiíiéíî¨ çàëåæíîñòi/íåçàëåæíîñòi âèïëèâà¹, ùî ïåðå-
òâîðåííÿ ïåðåâîäèòü áàçèñ IRn ó áàçèñ IRn. Ïîêëàäåìî fi = F(ei), Õ = F (O).
Òîäi (Õ, f1, . . . , fn) âèçíà÷èòü íîâó àôiííó ñèñòåìó êîîðäèíàò ó IRn.

Íåõàé X = x11e1 + · · · + xnen = (e)X ðàäióñ-âåêòîð äîâiëüíî¨ òî÷êè IRn ó
ñèñòåìi êîîðäèíàò (O, e1, . . . , en). Ðîçêëàäàííÿ âåêòîðó çà áàçèñîì ìîæíà ïîäà-
òè òó âèãëÿäi ìàòðè÷íîãî äîáóòêó ðÿäêà (e1, . . . , en) íà ñòîâï÷èê ç êîîðäèíàò x1

...
xn

, à ñàìå X = x1e1 + · · ·+ xnen = (e1, . . . , en)

 x1
...
xn

 = (e)X.

Çi çáåðåæåííÿ ëiíiéíèõ ñïiââiäíîøåíü âèïëèâà¹, ùî

F(X) = x1F(e1) + . . .+ xnF(en) = x1f1 + . . .+ xnfn = (f)X.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç X̃ êîîðäèíàòè òî÷êè F (X), à ÷åðåç X0 êîîðäèíàòè òî÷êè Õ ó
ñèñòåìi êîîðäèíàò (O; e1, . . . , en). Òîäi çà ïðàâèëîì äîäàâàííÿ âåêòîðiâ

(e)X̃ = (e)X0 + (f)X = (e)X0 + (e)QX = (e)
(
X0 +QX

)
,

äå Q íåâèðîäæåíà ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ áàçèñiâ. Îòæå, X̃ = X0 +QX.

Àôiííå ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ îáåðíåíå, ùî òàêîæ ¹ àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì.
Êîìïîçèöiÿ àôiííèõ ïåðåòâîðåíü ¹ àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì. Òîòîæí¹ ïåðå-
òâîðåííÿ ¹ àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì. Îòæå, àôiííi ïåðåòâîðåííÿ óòâîðþþòü
ãðóïó.

Ïðè àôiííîìó ïåðåòâîðåííi êâàäðiêà ïåðåõîäèòü ó êâàäðiêó. Äîâåäåííÿ äî-
ñëiâíî ïîâòîðþ¹ âèêëàäêè ç ëåìè 1. Îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ (içîìåòðiÿ)
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ç âèçíà÷íèêîì | detQ| = 1 i òîìó ¹ àôiííèì ïåðå-
òâîðåííÿì.

Àôiííèìè íå içîìåòðè÷íèìè ïåðåòâîðåííÿìè ¹, íàïðèêëàä, ãîìîòåòèÿ X̃ =
QX ç ìàòðèöåþ

Q = k

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 (k > 0);

ðîçòÿãàííÿ/ñòèñêàííÿ X̃ = QX ç ìàòðèöåþ

Q =

 k1 0 0
0 k2 0
0 0 k3

 (ki > 0).

Äâi ôiãóðè Φ1 i Φ2 íàçèâàþòüñÿ àôiííî åêâiâàëåíòíèìè, ÿêùî iñíó¹ àôiííå
ïåðåòâîðåííÿ F , òàêå ùî F (Φ1) = Φ2. Çàñòîñîâóþ÷è ñòèñêàííÿ/ðîçòÿæiííÿ,
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ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ ó íàñòóïíèõ åêâiâàëåíòíîñòÿõ äëÿ êðèâèõ 2 ïîðÿäêó:

x2

a2 +
y2

b2 = ±1 ∼ x2 + y2 = ±1 àôiííå äiéñíå/óÿâíå êîëî;

x2

a2 −
y2

b2 = 1 ∼ x2 − y2 = 1 àôiííà ãiïåðáîëà;

x2

a2 ±
y2

b2 = 0 ∼ x2 ± y2 = 0 ïàðà ïðÿìèõ, ùî ïåðòèíàþòüñÿ;

y2 = 2px ∼ y2 = x àôiííà ïàðàáîëà;

y2 = ±b2 ∼ y2 = ±1 ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ;

y2 = 0 ∼ y2 = 0 ïàðà ïðÿìèõ, ùî çëèâàþòüñÿ.

Àíàëîãi÷íi åêâiâàëåíòíîñòi ìàþòü ìiñöå i äëÿ ïîâåðõîíü 2 ïîðÿäêó

x2

a2 +
y2

b2 +
z2

c2 = ±1 ∼ x2 + y2 + z2 = ±1 àôiííà äiéñíà/óÿâíà ñôåðà;

x2

a2 +
y2

b2 −
z2

c2 = ±1 ∼ x2 + y2 − z2 = ±1 àôiííi ãiïåðáîëî¨äè;

x2

a2 ±
y2

b2 = 2pz ∼ x2 ± y2 = z àôiííi ïàðàáîëî¨äè;

x2

a2 +
y2

b2 ±
z2

c2 = 0 ∼ x2 + y2 ± z2 = 0 àôiííi êîíóñè;

x2

a2 +
y2

b2 = ±1 ∼ x2 ± y2 = ±1 àôiííèé êðóãîâèé öèëiíäð;

x2

a2 −
y2

b2 = 1 ∼ x2 − y2 = 1 àôiííèé ãiïåðáîëi÷íèé öèëiíäð;

y2 = 2px ∼ y2 = x àôiííèé ïàðàáîëi÷íèé öèäiíäð;

x2

a2 ±
y2

b2 = 0 ∼ x2 ± y2 = 0 ïàðà ïëîùèí, ùî ïåðòèíàþòüñÿ;

y2 = ±b2 ∼ y2 = ±1 ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí;

y2 = 0 ∼ y2 = 0 ïàðà ïëîùèí, ùî çëèâàþòüñÿ.

Òàêèì ÷èíîì, êîæíié åâêëiäîâié êâàäðèöi âiäïîâiäà¹ ïåâíèé êëàñ àôiííèõ êâà-
äðiê. Ñóòíiñòü òåîðåìè ïðî àôiííó êëàñèôiêàöiþ êâàäðiê ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
öÿ âiäïîâiäíiñòü ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íîþ.

Òâåðäæåííÿ 7.2. Àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó ïðè-
âîäèòüñÿ äî îäíi¹¨ ç íàñòóïíèõ êàíîíi÷íèõ ôîðì

• x2 + y2 = ±1 � àôiííå äiéñíå/óÿâíå êîëî;

• x2 − y2 = 1 � àôiííà ãiïåðáîëà;

• x2 = y � àôiííà ïàðàáîëà;

70



• x2 ∓ y2 = 0 � ïàðà àôiííèõ äiéñíèõ/óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ;

• y2 = ±1 � ïàðà àôiííèõ äiéñíèõ/óÿâíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ;

• y2 = 0 � ïàðà àôiííèõ ïðÿìèõ, ùî çëèëèñÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé êðèâà 2 ïîðÿäêó ïîäàíà ðiâíÿííÿì

a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2b1x+ 2b2y + c = 0.

Çàñòîñó¹ìî ìåòîä Ëàãðàíæà çâåäåííÿ êâàäðàòè÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ äî ñóìè
êâàäðàòiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî a11 ̸= 0. Âèêîíà¹ìî àëãåáðà¨÷íå ïåðåòâîðåííÿ

a11

(
x2 + 2

a12
a11

xy +
a212
a211

y2 − a212
a211

y2
)
+ a22y

2 =

a11

(
x+

a12
a11

y
)2

+ (a22 −
a212
a11

)y2 = ã11x̃
2 + ã22y

2,

â ïðîöåñi ÿêîãî ìè çàñòîñóâàëè ïåðåòâîðåííÿ êîîðäèíàò{
x̃ = x+ a12

a11
y,

ỹ = y,

ùî âî÷åâèäü ¹ àôiííèì. Òàêå ïåðåòâîðåííÿ çâîäèòü êâàäðàòè÷íó ÷àñòèíó ðiâ-
íÿííÿ äî ñóìè êâàäðàòiâ, à ëiíiéíó ÷àñòèíó ïåðåâîäèòü â iíøó ëiíiéíó ÷àñòèíó.
Äîäàòêîâèé ïàðàëåëüíèé ïåðåíîñ (âèäiëåííÿì ïîâíèõ êâàäðàòiâ çà çìiííèìè
(x̃, ỹ)) ¹ àôiííèì ïåðåòâîðåííÿì, ïiñëÿ ÿêîãî ðiâíÿííÿ êðèâî¨ 2 ïîðÿäêó çâåäå-
òüñÿ îäíîãî ç âèãëÿäiâ

ã11(ξ)
2 + ã22(η)

2 + c̃1 = 0 (ã22 ̸= 0),

ã11(ξ)
2 + 2b̃2(η)

2 = 0 (ã22 = 0, b̃2 ̸= 0),
ã11(ξ)

2 + c̃3 = 0.

Äîäàòêîâå àôiííå ïåðåòâîðåííÿ ñòèñêàíÿ/ðîçòÿæiííÿ çâîäèòü ðiâíÿííÿ êðèâî¨
äî îäíîãî ç 9 ïåðåëi÷åíèõ òèïiâ. ßêùî a11 = 0 àëå a22 ̸= 0, òî ñëiä âèêîíàòè
àíàëîãi÷íi ïåðåòâîðåííÿ. ßêùî a11 = a22 = 0, òî a12 ̸= 0. Ïåðåòâîðåííÿ{

x̃ = x+ y,
ỹ = x− y,

¹ àôiííèì i çâîäèòü êâàäðàòè÷íó ÷àñòèíó ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äî âèãëÿäó a12x̃
2 −

a12ỹ
2 i ïiñëÿ öüîãî ìîæíà çíîâó âèêîíàòè ïåðåòâîðåííÿ, àíàëîãi÷íi ðîçãëÿíóòî-

ìó âèïàäêó a11 ̸= 0.
Çà òåîðåìîþ ïðî iíäåêñ iíåðöi¨ êiëüêiñòü äîäàòíèõ, âiä'¹ìíèõ i íóëüîâèõ êî-

åôiöi¹íòiâ êâàäðàòè÷íî¨ ôîðìè íå çàëåæèòü âiä ñïîñîáó çâåäåííÿ ¨¨ äî ñóìè
êâàäðàòiâ. Òîæ âèêîðèñòàíèé ìåòîä ¹ çàãàëüíèì.
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Â ïîäiáíèé ñïîñiá ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi 2 ïîðÿäêó çâîäèòüñÿ äî 17 àôiííèõ òèïiâ
ðiâíÿíü.

Àôiííå ïåðòâîðåííÿ íå çáåðiãà¹ äîâæèí âiäðiçêiâ i êóòiâ, àëå çáåðiãà¹ ïðî-
ïîðöi¨. Íåõàé l1 i l2 äâi ïàðàëåëüíi ïðÿìi. Çàôiêñó¹ìî A1, A2 ∈ l1 i A3, A4 ∈ l1.
Âiäíîøåííÿ äîâæèí âiäðiçêiâ ∣∣A1A2

∣∣∣∣A3A4

∣∣
íàçèâà¹òüñÿ ïðîñòèì âiäíîøåííÿì ÷îòèðüîõ òî÷îê.

Òâåðäæåííÿ 7.3. Ïðè àôiííîìó ïåðåòâîðåííi ïðîñòå âiäíîøåííÿ ÷îòèðüîõ
òî÷îê çáåðiãà¹òüñÿ i íàçèâà¹òüñÿ îñíîâíèì iíâàðiàíòîì àôiííîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé äàíî äâi ïàðàëåëüíi ïðÿìi

l1 : X = X1 + tV, l2 : X = X2 + θV

ç íàïðÿìíèì âåêòîðîì V. Íà ïðÿìié l1 çàôiêñó¹ìî äâi äîâiëüíi òî÷êè A1(t1),
A2(t2), à íà ïðÿìié l2 � òî÷êè A3(θ3), A4(θ4). Òîäi ïiä äi¹þ àôiííîãî ïåðåòâîðå-
ííÿ

X̃ = X0 +QX

ïðÿìà l1 ïåðåõîäèòü ó ïðÿìó l̃1, à l2 ó ïðÿìó l̃2 ç ðiâíÿííÿìè

l̃1 : X̃ = X0 +QX1 + t(QV), l̃2 : X̃ = X0 +QX2 +X0 + θ(QV).

Òî÷êè A1, A2, A3, A4 ïåðåõîäÿòü ó òî÷êè B1, B2, B3, B4 ç êîîðäèíàòàìè âiäïîâiä-
íî:

A1 : X1 + t1 V, B1 : X0 +QX1 + t1 (QV ),

A2 : X1 + t2 V, B2 : X0 +QX1 + t2 (QV ),

A3 : X2 + θ3 V, B3 : X0 +QX2 + θ3 (QV ),

A4 : X2 + θ4 V, B4 : X0 +QX2 + θ4 (QV ),

Òîäi
|A1A2| = |V ∥ |t2 − t1|, |B1B2| = |QV| |t2 − t1|,
|A3A4| = |V| |θ4 − θ3|, |B3B4| = |QV| |θ4 − θ3|.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî âiäíîøåííÿ

|A1A2|
|A3A4|

=
|t2 − t1|
|θ4 − θ3|

=
|B1B2|
|B3B4|

íå çàëåæàòü âiä àôiííîãî ïåðåòâîðåííÿ, à âèçíà÷àþòüñÿ âèáîðîì òî÷îê íà ïà-
ðàëåëüíèõ ïðÿìèõ.
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Òâåðäæåííÿ 7.4. Áóäü-ÿêå àôiííå ïåðåòâîðåííÿ ¹ êîìïîçèöi¹þ îðòîãîíàëü-
íîãî ïåðåòâîðåííÿ (ðóõó) i ñòèñêàííÿ/ðîçòÿæiííÿ óçäîâæ âçà¹ìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíèõ îñåé.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê n = 2. Äîâiëüíå êîëî ïiä äi-
¹þ àôiííîãî ïåðåòâîðåííÿ F ïåðåéäå â çàìêíåíó êðèâó 2-ãî ïîðÿäêó, òîìó ùî
àôiííå ïåðåòâîðåííÿ âçà¹ìíå îäíîçíà÷íå. Ñåðåä êðèâèõ 2-ãî ïîðÿäêó çàìêíå-
íîþ ¹ òiëüêè åëiïñ. Îòæå, îáðàçîì êîëà áóäå åëiïñ. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç d̃1 i d̃2
éîãî ãîëîâíi äiàìåòðè. Äiàìåòð d̃1 ïîäiëÿ¹ íàâïië õîðäè, ïàðàëåëüíi äî äiàìå-
òðó d̃2. Îñêiëüêè ïðè àôiííîìó ïåðåòâîðåííi ïàðàëåëüíi ïðÿìi ïåðåõîäÿòü ó
ïàðàëåëüíi ïðÿìi, òî ñiìåéñòâî õîðä, ïàðàëåëüíèõ äiàìåòðó d̃2 ¹ îáðàçîì ñiìåé-
ñòâà ïàðàëåëüíèõ õîðä êîëà. Ç îãëÿäó íà òå, ùî àôiííå ïåðåòâîðåííÿ çáåðiãà¹
âiäíîøåííÿ âiäðiçêiâ, òî äiàìåòð d̃1 ¹ îáðàçîì äiàìåòðó d1 êîëà, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç ñåðåäèíè ñiìåéñòâà ïàðàëåëüíèõ õîðä êîëà. Ç òi¹¨ æ ïðè÷èíè, äiàìåòð d̃2
¹ îáðàçîì äiàìåòðà êîëà d2, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè ñiìåéñòâà õîðä êî-
ëà, ïàðàëåëüíèõ äî äiàìåòðó d1. Î÷åâèäíî, ùî äiàìåòðè d1 i d2 � äâà âçà¹ìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äiàìåòðè êîëà. Òîäi ïðÿìi d1 i d2 ìîæíà ñóìiñòèòè ç ïðÿìè-
ìè d̃1 i d̃2 ðóõîì. Ïðè öüîìó öåíòð êîëà é åëiïñà çáiæàòüñÿ. Ùîá îäåðæàòè ç
äàíîãî êîëà äàíèé åëiïñ äîñèòü òåïåð âèêîíàòè ñòèñêàííÿ/ðîçòÿæiííÿ óçäîâæ
äiàìåòðiâ d̃1 i d̃2.

Ïðè n > 2 ðîçãëÿäè àíàëîãi÷íi. Ñôåðà ïåðåõîäèòü â åëiïñî¨ä. Äiàìåòðàëüíi
ïëîùèíè åëiïñî¨äó ¹ îáðàçàìè äiàìåòðàëüíèõ ïëîùèí ñôåðè, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ
âiäïîâiäíèì ñiìåéñòâàì ïàðàëåëüíèõ õîðä. Îñêiëüêè ãîëîâíi äiàìåòðè åëiïñî¨äó
âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíi (íîðìàëi äî íèõ � âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi êâàäðàòè-
÷íî¨ ÷àñòèíè ðiâíÿííÿ ïîâåðõíi, i âîíè ìîæóòü çàâæäè áóòè îáðàíi îðòîíîð-
ìîâàíèìè), ¨ì âiäïîâiäàþòü äiàìåòðè ñôåðè òàê ñàìî âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi. Öi
äiàìåòðè ñôåðè i ãîëîâíi äiàìåòðè åëiïñî¨äó ìîæíà ñóìiñòèòè ðóõîì. Åëiïñî-
¨ä îòðèìà¹ìî çi ñôåðè ñòèñêàííÿì/ðîçòÿæiííÿì óçäîâæ íîðìàëåé äî ãîëîâíèõ
äiàìåòðiâ.
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