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Âñòóï

Ìåòà öüîãî íàâ÷àëüíî-ìåòîäè÷íîãî ïîñiáíèêà � íàäàòè äîïîìîãó ñòóäåíòàì
ïåðøîãî êóðñó ôàêóëüòåòó ìàòåìàòèêè i iíôîðìàòèêè ÕÍÓ iìåíi Â. Í. Êàðàçiíà
ïðè çàñâî¹ííi òà ñàìîñòiéíîìó âèâ÷åííi êàíîíi÷íî¨ òåîði¨ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó.

Öåé ïîñiáíèê íå âèìàãà¹ ñïåöiàëüíèõ çíàíü, îêðiì øêiëüíîãî êóðñó ãåîìåòði¨,
ìiñòèòü áàãàòî iëþñòðàöié òà ïðèêëàäiâ, òîìó âií áóäå êîðèñíèì äëÿ âñiõ çàöiêàâ-
ëåíèõ ó âèâ÷åííi äàíî¨ òåìè.

Ó ïîñiáíèêó íàâåäåíi âïðàâè ç âiäïîâiäÿìè äëÿ ñàìîïåðåâiðêè ñòóäåíòiâ.

1 Ñïîñîáè çàäàííÿ êðèâèõ íà ïëîùèíi

Çãàäà¹ìî, ùî ïðÿìó íà ïëîùèíi ìè çàäàâàëè â ðiçíèé ñïîñiá, à ñàìå:

• ÿâíèì ðiâíÿííÿì y = kx+ b, àáî x = a;

• íåÿâíiì ðiâíÿííÿì ax+ by + c = 0;

• ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì

{
x = x0 + a1t

y = y0 + a2t
, t ∈ R;

• âåêòîðíèì ðiâíÿííÿì ~r(t) = ~r0 + ~at.

Â òàêèé ñàìèé ñïîñiá ìîæíà çàäàâàòè i êðèâó íà ïëîùèíi.

Ðiâíÿííÿ ϕ(x, y) = 0 íàçèâà¹òüñÿ íåÿâíèì ðiâíÿííÿì êðèâî¨ γ, ÿêùî áóäü-
ÿêèé ðîçâ'ÿçîê (x, y) öüîãî ðiâíÿííÿ ¹ êîîðäèíàòàìè äåÿêî¨ òî÷êè êðèâî¨ γ, òà íàâ-
ïàêè, êîîðäèíàòè áóäü-ÿêî¨ òî÷êè (x, y) êðèâî¨ γ ¹ ðîçâ'ÿçêîì ðiâíÿííÿ ϕ(x, y) =
0.
Íàïðèêëàä, (x − a)2 + (y − b)2 = R2 ¹ íåÿâíèì ðiâíÿííÿì êîëà ç öåíòðîì â

òî÷öi (a, b) òà ðàäióñîì R.

ßâíå ðiâíÿííÿ � öå ðiâíÿííÿ ãðàôiêà äåÿêî¨ ôóíêöi¨ y = f(x), àáî x = g(y).
Çàóâàæèìî, ùî çàäàòè ÿâíî óñå êîëî íåìîæëèâî. Ìè ìîæåìî çàäàòè ÿâíî

• âåðõí¹ ïiâêîëî y = b+
√
R2 − (x− a)2;

• íèæí¹ ïiâêîëî y = b−
√
R2 − (x− a)2;

• ïðàâå ïiâêîëî x = a+
√
R2 − (y − b)2;

• ëiâå ïiâêîëî x = a−
√
R2 − (y − b)2.

Êîðèñòóþ÷èñü îñíîâíîþ òðèãîíîìåòðè÷íîþ òîòîæíiñòþ ìè ìîæåìî ïàðàìåò-
ðèçóâàòè êîëî íàñòóïíèì ÷èíîì:{

x = a+R cos t
y = b+R sin t.
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ßêùî íå çðîáèòè íiÿêèõ çàóâàæåíü ùîäî ïàðàìåòðó t, òî ïðè çìiíi t âiä −∞
äî +∞ ìè áóäåìî ïðîõîäèòè êîëî íåñêií÷åííó êiëüêiñòü ðàçiâ. Ùîá âñòàíîâèòè
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïàðàìåòðîì t òà òî÷êîþ (x, y), ùî íàëåæèòü
êîëó, ìè ïîâèííi çðîáèòè îáìåæåííÿ t ∈ [0, 2π).

Ïàðàìåòðè÷íèì ðiâíÿííÿì êðèâî¨ íàçèâà¹òüñÿ ñèñòåìà ðiâíÿíü âèãëÿäó{
x = f1(t)
y = f2(t)

, t ∈ D,

äå f1, f2 � äåÿêi äiéñíîçíà÷íi ôóíêöi¨, à D � çâ'ÿçíà ìíîæèíà íà ïðÿìié. Áiëüø
òî÷íå âèçíà÷åííÿ êðèâî¨ òà ¨¨ ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ ó êóðñi
äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨.

Iç ïàðàìåòðè÷íîãî ðiâíÿííÿ ëåãêî îòðèìàòè âåêòîðíå ðiâíÿííÿ, ùî çàäà¹
êðèâó çà äîïîìîãîþ ðàäióñ-âåêòîðà ~r = ~r(t) òî÷îê íà íié:

~r(t) = {f1(t), f2(t)} .

Çàóâàæèìî, ùî âåêòîðíå òà ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ âiäðiçíÿþòüñÿ ëèøå ôîð-
ìîþ çàïèñó. ßêùî ââàæàòè ïàðàìåòð t ôiçè÷íîþ âåëè÷èíîþ � ÷àñîì, òî êðèâó
ìîæíà óÿâëÿòè ÿê òðà¹êòîðiþ ðóõó òî÷êè.

Iíîäi êðèâó çàäàþòü ÿê ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê (ÃÌÒ).

Ïðèêëàä. Çíàéòè ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè, äîáóòîê âiäñòàíåé âiä ÿêèõ
äî äâîõ ïðîòèëåæíèõ ñòîðií êâàäðàòà äîðiâíþ¹ äîáóòêó âiäñòàíåé äî äâîõ iíøèõ
ïðîòèëåæíèõ ñòîðií êâàäðàòà.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó ââåäåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîìiñòèìî ïî÷àòîê êîîðäèíàò
ó öåíòð êâàäðàòà, à îñi äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò íàïðàâèìî ïàðàëåëüíî äî
ñòîðií êâàäðàòà. Íåõàé äîâæèíà ñòîðîíè êâàäðàòà äîðiâíþ¹ 2a, òîäi ðiâíÿííÿ
ñòîðií êâàäðàòà â öié ñèñòåìi êîîðäèíàò: x = −a, x = a, y = −a, y = a.

Çíàéäåìî âiäñòàíi âiä òî÷êè M(x, y) äî ïðÿìèõ, ÿêi ìiñòÿòü ñòîðîíè êâàäðàòà,
öå, âiäïîâiäíî, |x + a|, |x − a|, |y + a|, |y − a|. Çà óìîâîþ, äîáóòêè âiäñòàíåé äî
ïðîòèëåæíèõ ñòîðií ðiâíi, îòæå

|x+ a| · |x− a| = |y + a| · |y − a| ⇒ |(x+ a)(x− a)| = |(y + a)(y − a)|.

x

y

−a

−a a

a

a
√
2

ßêùî x ∈ (−∞,−a] ∪ [a,+∞),
y ∈ (−∞,−a] ∪ [a,+∞), àáî x ∈ (−a, a),
y ∈ (−a, a), òî ìè ìà¹ìî

x2 − a2 = y2 − a2 ⇒ x = ±y.

ßêùî x ∈ (−∞,−a] ∪ [a,+∞),
y ∈ (−a, a), àáî x ∈ (−a, a),
y ∈ (−∞,−a] ∪ [a,+∞), òî

x2 − a2 = −y2 + a2 ⇒ x2 + y2 = 2a2.
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Îòæå, øóêàíå ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê � öå äâi ïðÿìi, ÿêi ìiñòÿòü äiàãîíàëi
êâàäðàòà òà êîëî, îïèñàíå íàâêîëî öüîãî êâàäðàòà (äèâ. ðèñ.).

Â äàíîìó ïðèêëàäi äî çàäàíîãî ãåîìåòðè÷íîãî ìiñöÿ òî÷îê íàëåæèòü òðè ïðîñòi
êðèâi. Çàóâàæèìî, ùî çíàéäåíå ÃÌÒ íå çàëåæèòü âiä âèáîðó ñèñòåìè êîîðäèíàò.

2 Ïàðàáîëà

2.1 Âèçíà÷åííÿ

Âèçíà÷åííÿ 2.1. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê íà ïëîùèíi, êîîðäèíàòè ÿêèõ â
äåÿêié ïðÿìîêóòíié äåêàðòîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

y2 = 2px, p > 0

íàçèâà¹òüñÿ ïàðàáîëîþ. Öå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì

ïàðàáîëè, à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ ñèñòå-

ìîþ êîîðäèíàò.

Ãåîìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ïàðàáî-

ëè ¹ (äèâ. ðèñ. ïðàâîðó÷):

• òî÷êà O(0, 0) � âåðøèíà ïàðàáîëè;

• òî÷êà F
(p
2
, 0
)
� ôîêóñ ïàðàáîëè;

• Ox � âiñü ñèìåòði¨ àáî ôîêàëüíà âiñü;

• ïàðàìåòð p, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíèì
ïàðàìåòðîì;

• ïðÿìà x = −p
2
� äèðåêòðèñà ïàðàáîëè.

x

y

y2 = 2px

−p
2

x = −p
2

O F
(p
2
, 0
)

Çàóâàæèìî, ùî ïàðàáîëà ìîæå áóòè çàäàíà â ñèñòåìi êîîðäèíàò, ùî íå ¹ êàíî-
íi÷íîþ.

Ïðèêëàä. Âñòàíîâèòè, ùî ðiâíÿííÿ y = −1
4
x2+x− 3 çàäà¹ ïàðàáîëó, çíàéòè âñi

¨¨ ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèäiëÿ¹ìî ïîâíèé êâàäðàò

y = −1
4
(x− 2)2 − 2, àáî (x− 2)2 = −4(y + 2).

Ïîðiâíþþ÷è îòðèìàíå ðiâíÿííÿ ç êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì ïàðàáîëè, ìè âiäìi÷à¹-
ìî, ùî çìiííi x òà y ïîìiíÿëèñÿ ðîëÿìè. Îòæå, âiñü ñèìåòði¨ ïàðàëåëüíà îñi Oy,
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ôîêàëüíèé ïàðàìåòð p = 2 (2p = 4). Âåðøè-
íà ìà¹ êîîðäèíàòè Õ(2,−2)(äèâ. ðèñóíîê ïðà-
âîðó÷). Ãiëêè ïàðàáîëè ñïðÿìîâàíi âíèç. Ôîêóñ
çíàõîäèòüñÿ íà îñi ñèìåòði¨ x = 2 íà âiäñòàíi
p/2 = 1 âíèç âiä âåðøèíè ïàðàáîëè, òîáòî â òî÷öi
F (2,−3). Äèðåêòðèñà ìà¹ ðiâíÿííÿ y = −1.
Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ öi¹¨ ïàðàáîëè ỹ2 = 4x̃. Êà-
íîíi÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò: âiñü Õx̃ ñïiâïàäà¹ ç
x = 2, ÿêà íàïðÿìëåíà âíèç, âiñü Õỹ ñïiâïàäà¹ ç
y = −2.

x

y

x̃

ỹ

F (2,−3)

Õ(2,−2)

0

1

−1

−2

1 2

Âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ äâi òî÷êè ïàðàáîëè i ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñ íàçèâà¹òüñÿ
ôîêàëüíîþ õîðäîþ.

Âiäðiçîê, ÿêèé ñïîëó÷à¹ ôîêóñ F ç áóäü-ÿêîþ òî÷êîþ íà ïàðàáîëi íàçèâà¹òüñÿ
ôîêàëüíèì ðàäióñîì.

Òâåðäæåííÿ 2.1. Äîâæèíà r ôîêàëüíîãî ðàäióñó äîâiëüíî¨ òî÷êè M(x0, y0) íà
ïàðàáîëi ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìîæå áóòè îá÷èñëåíà ÿê

r = x0 +
p

2
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé M(x0, y0) íàëåæèòü ïàðàáîëi. Òîäi

r =

√(
x0 −

p

2

)2
+ y20 =

√
x20 − px0 +

p2

4
+ 2p x0 =

∣∣∣x0 + p

2

∣∣∣ = x0 +
p

2

òàê ÿê x0 ≥ 0, p > 0.

Ãåîìåòðè÷íèé çìiñò ôîêàëüíîãî ïàðàìåòðà ïðîÿñíþ¹

Òâåðäæåííÿ 2.2. Ôîêàëüíèé ïàðàìåòð p äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi äîâæèíè ôîêàëüíî¨
õîðäè, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ôîêàëüíî¨ îñi.

Äîâåäåííÿ. Ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñ ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ôî-
êàëüíî¨ îñi: x =

p

2
. Îòæå, òî÷êè ïåðåòèíó öi¹¨ ïðÿìî¨ ç ïàðàáîëîþ:{

x =
p

2
y2 = 2px

⇒

{
x =

p

2
y2 = p2

⇒

{
x =

p

2
y = ±p

⇒
(p
2
,−p

)
,
(p
2
, p
)
.

Äîâæèíà âiäïîâiäíî¨ õîðäè: p− (−p) = 2p.

2.2 Äèðåêòîðiàëüíà âëàñòèâiñòü ïàðàáîëè

Òâåðäæåííÿ 2.3. Íåõàé M(x0, y0) � äîâiëüíà òî÷êà íà ïàðàáîëi, d � âiäñòàíü
âiä òî÷êè M äî äèðåêòðèñè. Òîäi r/d = 1.
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, âèêîðèñòîâóþ÷è òâåðäæåííÿ 2.1, d = x+
p

2
= r.

Âïðàâà 2.1. Äîâåñòè, ùî ñïðàâåäëèâå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ: ãåîìåòðè÷íå ìi-
ñöå òî÷îê, âiäñòàíi âiä ÿêèõ äî ôiêñîâàíî¨ òî÷êè i ôiêñîâàíî¨ ïðÿìî¨ ðiâíi, ¹
ïàðàáîëîþ.

Ïðèêëàä. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêùî âiäîìi ¨¨ ôîêóñ F (0, 5) òà äèðå-
êòðèñà x = −15.
Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1 ñïîñiá (ç âèêîðèñòàííÿì êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ).

Äèðåêòðèñà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñi ñèìåòði¨ ïàðàáîëè, ôîêóñ çíàõîäèòüñÿ íà îñi
ñèìåòði¨ ñïðàâà âiä äèðåêòðèñè. Îòæå âiñü ñèìåòði¨ ïàðàáîëè y = 5. Êàíîíi÷íà ñè-
ñòåìà êîîðäèíàò â äàíîìó âèïàäêó îòðèìó¹òüñÿ ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì äàíî¨
ñèñòåìè êîîðäèíàò ó âåðøèíó ïàðàáîëè.

Âiäñòàíü ìiæ ôîêóñîì òà äèðåêòðèñîþ äîðiâíþ¹ ôîêaëüíîìó ïàðàìåòðó p =
15. Îòæå êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ỹ2 = 30x̃. Âåðøèíà çíàõîäèòüñÿ ïîñåðåäèíi ìiæ
ôîêóñîì òà äèðåêòðèñîþ, îòæå ìà¹ êîîðäèíàòè (−15/2, 5). Ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè:

(y − 5)2 = 30

(
x+

15

2

)
, y2 − 10y − 30x− 200 = 0.

2 ñïîñiá (ç âèêîðèñòàííÿì ôîêàëüíî¨ âëàñòèâîñòi).
Âiäñòàíi âiä äîâiëüíî¨ òî÷êè (x, y) íà ïàðàáîëi äî ôîêóñà F (0, 5) i äî äèðåêòðè-

ñè x = −15 ðiâíi, òîáòî√
x2 + (y − 5)2 = |x+ 15|, ⇒ x2 + y2 − 10y + 25 = x2 + 30x+ 225, ⇒

y2 − 10y − 30x− 200 = 0.

2.3 Äîòè÷íà äî ïàðàáîëè

Òâåðäæåííÿ 2.4. ßêùî òî÷êà M(x0, y0) íàëåæèòü ïàðàáîëi, òî ðiâíÿííÿ äî-
òè÷íî¨ äî ïàðàáîëè â öié òî÷öi ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ âèãëÿä:

yy0 = p(x+ x0).

Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ðîçãëÿíåìî òî÷êè ïàðàáîëè â âåðõíié ïiâïëîùèíi (y > 0).
Òîäi y =

√
2px. Îñêiëüêè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äëÿ ÿâíî çàäàíî¨ êðèâî¨ ìà¹ âèãëÿä

y − y0 = y′(x0)(x− x0), à y′(x0) =
p√
2px0

=
p

y0
, òî ìà¹ìî

y − y0 =
p

y0
(x− x0)

àáî
yy0 − y20 = p(x− x0).

Îñêiëüêè y20 = 2p x0, îòðèìó¹ìî yy0 = p(x+ x0) � ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨. Àíàëîãi÷íî
äëÿ òî÷îê ïàðàáîëè ó íèæíié ïiâïëîùèíi.
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Ïðèêëàä. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ïàðàáîëè y2 = 8x, ùî ïàðàëåëüíà
ïðÿìié 2x+ 2y + 3 = 0.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Ðîçâ'ÿçóâàòè öþ çàäà÷ó ìîæíà äâîìà ñïîñîáàìè.
1 ñïîñiá. Çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ïàðàáîëè â íåâiäîìié òî÷öi (x0, y0),

ùî ëåæèòü íà ïàðàáîëi:

yy0 = 4(x+ x0) ⇒ 4x− y0y + 4x0 = 0.

Öÿ äîòè÷íà ïîâèííà áóòè ïàðàëåëüíà ïðÿìié 2x+2y+3 = 0. Óìîâà ïàðàëåëü-
íîñòi äâîõ ïðÿìèõ:

4

2
=
−y0
2
⇒ y0 = −4.

Îñêiëüêè òî÷êà (x0, y0) íàëåæèòü ïàðàáîëi, òî y20 = 8x0. Îòæå, 16 = 8x0, x0 = 2.
Ðiâíÿííÿ øóêàíî¨ äîòè÷íî¨ 4x+ 4y + 8 = 0, àáî x+ y + 2 = 0.
2 ñïîñiá. Çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ ïðÿìî¨, ùî ïàðàëåëüíà 2x+ 2y + 3 = 0:

2x+ 2y + c = 0.

Øóêà¹ìî òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìî¨ i ïàðàáîëè{
2x+ 2y + c = 0
y2 = 8x

⇒
{
y = −x− c

2(
x+ c

2

)2
= 8x,

x2 + (c− 8)x+
c2

4
= 0.

Äîòè÷íà ìà¹ ç êðèâîþ ¹äèíó ïîäâiéíó òî÷êó ïåðåòèíó, òîáòî äèñêðèìiíàíò
öüîãî ðiâíÿííÿ ïîâèíåí äîðiâíþâàòè íóëþ. Îòæå,D = (c−8)2−c2 = −16c+64 = 0.
Çâiäêè c = 4. Òî÷êó äîòèêó øóêà¹ìî ïðè c = 4:

x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2 = 0 ⇒ x = 2, y = −4.

Îòæå ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ 2x+ 2y + 4 = 0, àáî x+ y + 2 = 0.

2.4 Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ïàðàáîëè

Òâåðäæåííÿ 2.5. Äîòè÷íà äî ïàðàáîëè ó òî÷öi M óòâîðþ¹ ðiâíi êóòè ç ôî-
êàëüíîþ âiññþ i ç ôîêàëüíèì ðàäióñîì FM .

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïàðàáîëó ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò (ðèñ. 1(à)). Íå-
õàé M ìà¹ êîîðäèíàòè (x0, y0). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q � òî÷êó ïåðåòèíó äîòè÷íî¨ ç
âiññþ Ox. Ç ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ âèïëèâà¹, ùî Q ìà¹ êîîðäèíàòè (−x0, 0). Îòæå,
|FQ| = p/2 − (−x0) = p/2 + x0 = |FM | = r. Òàêèì ÷èíîì, òðèêóòíèê QFM
ðiâíîáåäðåíèé, ùî i äîâîäèòü òâåðäæåííÿ.
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x

y

M(x0, y0)

F
(p
2
, 0
)

Q(−x0, 0)
F

(a) (á)

Ðèñ. 1: Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ïàðàáîëè.

ßêùî óÿâèòè ïàðàáîëó ÿê äçåðêàëüíó êðèâó, òî çà çàêîíàìè îïòèêè ïðîìiíü
ñâiòëà, ùî âèõîäèòü ç ôîêóñó, ïiñëÿ âiääçåðêàëåííÿ âiä ïàðàáîëè ïiäå íà íåñêií-
÷åííiñòü ïàðàëåëüíî äî ôîêàëüíî¨ îñi (äèâ. ðèñ. 1(á)). Òà íàâïàêè, ïó÷îê ïðîìåíiâ,
ùî ïàðàëåëüíi ôîêàëüíié îñi, çáåðåòüñÿ â ôîêóñi. Âëàñíå, ç öi¹¨ ïðè÷èíè âêàçà-
íà âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ îïòè÷íîþ. Ôîêàëüíó âiñü iíîäi íàçèâàþòü îïòè÷íîþ
âiññþ ïàðàáîëè. Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ìà¹ î÷åâèäíi òåõíi÷íi çàñòîñóâàííÿ.

3 Åëiïñ

3.1 Âèçíà÷åííÿ

Âèçíà÷åííÿ 3.1. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ âiäíîñíî äåÿêî¨
ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

x2

a2
+
y2

b2
= 1, a > b > 0,

íàçèâà¹òüñÿ åëiïñîì. Äàíå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì

åëiïñà, à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ.

Ãåîìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè åëiïñà ¹ (äèâ. ðèñ. 2):

• äâi âiñi ñèìåòði¨ Ox,Oy òà îäèí öåíòð ñèìåòði¨ O(0, 0);

• âåëè÷èíè a i b, ÿêi íàçèâàþòüñÿ, âiäïîâiäíî, âåëèêîþ òà ìàëîþ ïiâîñÿìè;

• âåëè÷èíà p = b2

a
, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíèì ïàðàìåòðîì;

• âåëè÷èíà c =
√
a2 − b2;
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• òî÷êè F1(−c, 0) òà F2(c, 0), ÿêi íàçèâàþòüñÿ ëiâèì òà ïðàâèì ôîêóñàìè (âî-
ãíèùåâèìè òî÷êàìè), âiäïîâiäíî;

• âåëè÷èíà 2c, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ ôîêóñíîþ âiäñòàííþ;

• âåëè÷èíà ε = c

a
< 1, ÿêà íàçèâà¹òüñÿ åêñöåíòðèñèòåòîì åëiïñà;

• äâi äèðåêòðèñè:

x = −a
ε
= −a

2

c
� ëiâà, àáî (F1) äèðåêòðèñà,

x = +
a

ε
=
a2

c
� ïðàâà, àáî (F2) äèðåêòðèñà;

• òî÷êè (± a, 0), (0,± b), ÿêi íàçèâàþòüñÿ âåðøèíàìè åëiïñà.

x

y

x = −a
ε
= −a

2

c
x =

a

ε
=
a2

c

2c

F1(−c, 0) F2(c, 0)

(0,−b)

(0, b)

(−a, 0) (a, 0)O

Ðèñ. 2: Ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè åëiïñà.

Óÿâëåííÿ ïðî ôîðìó åëiïñà äà¹ íàñòóïíå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 3.1. Åëiïñ
x2

a2
+
y2

b2
= 1

ìîæíà îòðèìàòè ñòèñêàííÿì êîëà

x2 + y2 = a2

âçäîâæ îäíi¹¨ ç äâîõ âçà¹ìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ îñåé ñèìåòði¨ êîëà.

Äîâåäåííÿ. Áóäåìî ïðîâîäèòè ñòèñêàííÿ âçäîâæ îñi Oy ç êîåôiöi¹íòîì b/a. Íåõàé
òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè (x0, y0) íàëåæèòü êîëó, òîáòî x20 + y20 = a2. Òîäi òî÷êà ç

êîîðäèíàòàìè x1 = x0, y1 =
b

a
y0 íàëåæèòü åëiïñó. Äiéñíî,

x21
a2

+
y21
b2

=
x20
a2

+
( bay0)

2

b2
=
x20 + y20
a2

= 1.
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Çàóâàæåííÿ.

1. Åêñöåíòðèñèòåò ε =
c

a
=

√
a2 − b2
a

ëåæèòü ó ïðîìiæêó (0, 1). ×èì áëèæ÷å

çíà÷åííÿ åêñöåíòðèñèòåòó äî íóëÿ, òèì áëèæ÷å ôîðìà åëiïñà äî êîëà. Ïðè
ε→ 1 ôîðìà åëiïñà íàáëèæà¹òüñÿ äî âiäðiçêà [−a, a].

2. ßêùî ôîêóñè åëiïñà ðîçòàøîâàíi íà îñi Oy ñèìåòðè÷íî âiäíîñíî ïî÷àòêó
êîîðäèíàò, òî ðiâíÿííÿ åëiïñà ìà¹ êàíîíi÷íèé âèãëÿä, àëå b > a. Òîáòî b �
âåëèêà ïiââiñü, a � ìàëà ïiââiñü. Òîäi c =

√
b2 − a2, ôîêóñè ìàþòü êîîðäèíàòè

F1(0,−c), F2(0, c), åêñöåíòðèñèòåò ε =
c

b
, ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñ y = ±b

ε
.

Çàóâàæèìî, ùî åëiïñ ìîæå áóòè çàäàíèé ó äîâiëüíié (íå êàíîíi÷íié) ñèñòåìi
êîîðäèíàò.

Ïðèêëàä. Âñòàíîâèòè, ùî ðiâíÿííÿ 4x2 + 3y2 − 8x + 12y − 32 = 0 çàäà¹ åëiïñ,
çíàéòè âñi éîãî ãåîìåòðè÷íi õàðàêòåðèñòèêè.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Âèäiëÿ¹ìî ïîâíi êâàäðàòè

4(x2 − 2x+ 1)− 4 + 3(y2 + 4y + 4)− 12− 32 = 0,

4(x− 1)2 + 3(y + 2)2 − 48 = 0,

(x− 1)2

12
+

(y + 2)2

16
= 1.

Îòæå, âåëèêà ïiââiñü b = 4, ìàëà ïiââiñü a =
2
√
3. Öåíòð ìà¹ êîîðäèíàòè Õ(1,−2). Âåëè÷èíà c =√
b2 − a2 =

√
16− 12 = 2. Åêñöåíòðèñèòåò ε =

c

b
=

2

4
=

1

2
. Ôîêóñè çíàõîäÿòüñÿ íà îñi ñèìåòði¨ x = 1

íà âiäñòàíi c = 2 âiä öåíòðà åëiïñà, òîáòî â òî-
÷êàõ F1(1,−4), F2(1, 0). Äèðåêòðèñè ìàþòü ðiâíÿ-

ííÿ y = −10, y = 6 (íà âiäñòàíi
b

ε
= 8 âiä öåíòðà).

Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ öüîãî åëiïñà

x̃2

12
+
ỹ2

16
= 1.

Êàíîíi÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò: âiñü Õx̃ ñïiâïàäà¹ ç
x = 1, âiñü Õỹ ñïiâïàäà¹ ç y = −2 (äèâ. ðèñ. ïðàâî-
ðó÷).

x

y x̃

ỹÕ(1,−2)

F1(1,−4)

F2(1, 0)

−10

−4

−2

6

0

1
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3.2 Ôîêàëüíà âëàñòèâiñòü åëiïñà

Âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ ôîêóñ ç òî÷êîþ íà åëiïñi íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíèì ðàäióñîì
öi¹¨ òî÷êè.

Òâåðäæåííÿ 3.2. Íåõàé r1 � äîâæèíà ôîêàëüíîãî ðàäióñà ç ëiâîãî ôîêóñà F1, à
r2 � äîâæèíà ôîêàëüíîãî ðàäióñà ç ïðàâîãî ôîêóñà F2 äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ òî÷êè
M(x, y) íà åëiïñi, ùî çàäàíèé ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òîäi

r1 = a+ εx,
r2 = a− εx.

Äîâåäåííÿ. ×åðåç òå, ùî c =
√
a2 − b2 < a, òî÷êè F1(−c, 0) òà F2(c, 0) çíàõîäÿòüñÿ

âñåðåäèíi åëiïñà. Iç ðiâíÿííÿ åëiïñà çíàõîäèìî, ùî y2 = b2
(
1− x2

a2

)
. Îá÷èñëèìî

âiäñòàíü âiä M(x, y) äî ëiâîãî ôîêóñà:

r1 =
√
(x+ c)2 + y2 =

√
(x+ c)2 + b2

(
−x

2

a2
+ 1

)
=√

x2 + 2xc+ c2 − b2

a2
x2 + b2 =

√
a2 − b2

a2
x2 + 2cx+ c2 + b2 =√( c

a
x
)2

+ 2
c

a
ax+ a2 =

√
(εx)2 + 2εax+ a2 = |εx+ a|.

Àëå ε < 1, |x| < a, îòæå |εx| < a, çâiäêè a+ εx > 0, òîáòî r1 = a+ εx.
Àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî r2 = a− εx.

ßê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî ôîêàëüíó âëàñòèâiñòü åëiïñà.

Íàñëiäîê 3.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà åëiïñi

r1 + r2 = 2a.

Ôîêàëüíà âëàñòèâiñòü ïîâíiñòþ õàðàêòåðiçó¹ åëiïñ.

Âïðàâà 3.1. Äîâåñòè, ùî ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê ïëîùèíè, ñóìà âiäñòàíåé
âiä ÿêèõ äî äâîõ ðiçíèõ çàäàíèõ òî÷îê F1, F2 äîðiâíþ¹ 2a = const (2a > 2c =
|F1F2|), ¹ åëiïñ ç ôîêóñàìè F1, F2 òà âåëèêîþ ïiââiññþ a.

3.3 Äèðåêòîðiàëüíà âëàñòèâiñòü åëiïñà

Òâåðäæåííÿ 3.3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M íà åëiïñi

r1
d1

=
r2
d2

= ε(< 1),

äå d1, d2 � âiäñòàíi âiä òî÷êè M äî âiäïîâiäíèõ äèðåêòðèñ.
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò äëÿ òî÷êè M ç êîîðäèíàòàìè
(x, y) ìà¹ìî:

r1 = a+ εx, d1 = x+
a

ε
, r2 = a− εx, d2 =

a

ε
− x.

Òîäi
r1
d1

=
a+ εx

x+
a

ε

= ε,
r2
d2

=
a− εx
a

ε
− x

= ε,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

Äèðåêòîðiàëüíà âëàñòèâiñòü õàðàêòåðiçó¹ åëiïñ.

Âïðàâà 3.2. Íåõàé l � ôiêñîâàíà ïðÿìà, F � ôiêñîâàíà òî÷êà, ÿêà íå ëåæèòü
íà öié ïðÿìié. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê M ïëîùèíè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

âiäñòàíü âiä M äî F

âiäñòàíü âiä M äî l
= const = ε < 1,

¹ åëiïñ ç åêñöåíòðèñèòåòîì ε, ôîêóñîì F òà äèðåêòðèñîþ l.

Ïðèêëàä. Íàïèñàòè ðiâíÿííÿ åëiïñà, ÿêùî âiäîìi éîãî åêñöåíòðèñèòåò ε =
2

3
,

ôîêóñ F (2, 1) i ðiâíÿííÿ âiäïîâiäíî¨ äèðåêòðèñè x = 5.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. 1 ñïîñiá (ç âèêîðèñòàííÿì êàíîíi÷íîãî ðiâíÿííÿ).
Îñêiëüêè äèðåêòðèñà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îñi Oy, òî îñi åëiïñà ïàðàëåëüíi îñÿì

êîîðäèíàò, êàíîíi÷íà ñèñòåìà x̃Õỹ îòðèìó¹òüñÿ ç äàíî¨ ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåí-
íÿì ïî÷àòêó êîîðäèíàò ó öåíòð åëiïñà. Îñêiëüêè F (2, 1), òî âiñü Õx̃ ñïiâïàäà¹ ç
y = 1. Íåõàé öåíòð åëiïñà çíàõîäèòüñÿ â òî÷öi Õ(x0, 1).

c = 2 − x0 � âiäñòàíü âiä öåíòða åëiïñà äî ôîêóñà;
a

ε
= 5 − x0 � âiäñòàíü âiä

öåíòðà äî äèðåêòðèñè. Îòæå, âiäñòàíü âiä ôîêóñà äî äèðåêòðèñè
a

ε
− c = 5− 2.

Îñêiëüêè ε =
c

a
=

2

3
, òî c =

2a

3
. Çíàõîäèìî

a

ε
− c = 3a

2
− 2a

3
= 3,

5a

6
= 3, a =

18

5
.

Îòæå, c =
2 · 18
3 · 5

=
12

5
. Çíàõîäèìî, x0 = 2 − 12

5
= −2

5
. Öåíòð åëiïñà çíàõîäèòüñÿ

â òî÷öi Õ

(
−2
5
, 1

)
. Çíàõîäèìî, b2 = a2 − c2 = 182

52
− 122

52
=

36

5
.

Êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà:

x̃2

182

52

+
ỹ2

36

5

= 1.
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Ç óðàõóâàííÿì ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ îòðóìó¹ìî çàãàëüíå ðiâíÿííÿ åëiïñà:

25

(
x+

2

5

)2

9 · 36
+

5(y − 1)2

36
= 1,

25

(
x+

2

5

)2

+ 45(y − 1)2 = 324,

25x2 + 20x+ 4 + 45y2 − 90y + 45− 324 = 0,

5x2 + 9y2 + 4x− 18y − 55 = 0.

2 ñïîñiá (ç âèêîðèñòàííÿì äèðåêòîðiàëüíî¨ âëàñòèâîñòi).
Âiäíîøåííÿ âiäñòàíi ìiæ äîâiëüíîþ òî÷êîþ M(x, y) åëiïñà òà ôîêóñîì F (â

íàøîìó âèïàäêó, |FM | =
√
(x− 2)2 + (y − 1)2) äî âiäñòàíi ìiæ òî÷êîþ M òà

âiäïîâiäíîþ äèðåêòðèñîþ (â íàøîìó âèïàäêó, |x− 5|) äîðiâíþ¹ åêñöåíòðèñèòåòó
ε. Îòæå, √

(x− 2)2 + (y − 1)2

|x− 5|
=

2

3
,

9
(
(x− 2)2 + (y − 1)2

)
= 4(x− 5)2,

9x2 − 36x+ 36 + 9y2 − 18y + 9 = 4x2 − 40x+ 100,

5x2 + 9y2 + 4x− 18y − 55 = 0.

Âèäiëåííÿì ïîâíèõ êâàäðàòiâ ç öüîãî ðiâíÿííÿ ìîæíà îòðèìàòè êàíîíi÷íå.

Ôîêàëüíîþ õîðäîþ åëiïñà íàçèâà¹òüñÿ âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ äâi òî÷êè íà åëiïñi
òà ïðîõîäèòü ÷åðåç ôîêóñ.

Òâåðäæåííÿ 3.4. Âåëè÷èíà p =
b2

a
äîðiâíþ¹ ïîëîâèíi äîâæèíè ôîêàëüíî¨ õîðäè,

ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ôîêàëüíî¨ îñi.

Äîâåäåííÿ. Äîâæèíè ôîêàëüíî¨ õîðäè, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ôîêàëüíî¨ îñi, äî-
ðiâíþ¹ âiäïîâiäíîìó ôîêàëüíîìó ðàäióñó, ñêàæiìî, r1. Îòæå, ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi
êîîðäèíàò,

r1 = a+ εx = a+ ε(−c) = a− c2

a
=
a2 − c2

a
=
b2

a
= p.

3.4 Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî åëiïñà

Òâåðäæåííÿ 3.5. ßêùî òî÷êà M(x0, y0) ëåæèòü íà åëiïñi, òî ó êàíîíi÷íié
ñèñòåìi êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî åëiïñà â öié òî÷öi ìà¹ âèãëÿä

x0x

a2
+
y0y

b2
= 1.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé M(x0, y0) ëåæèòü íà âåðõíié ïîëîâèíi åëiïñà. Öÿ ïîëîâèíà ìî-
æå áóòè çàäàíà ó ÿâíîìó âèãëÿäi ÿê

y(x) = b

√
1− x2

a2
.

Îá÷èñëèìî: y′(x0) = −
b2

a2
x0
y0
. Òîäi äëÿ ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:

(y − y0) = −
b2

a2
x0
y0
(x− x0),

b2x0(x− x0) + a2y0(y − y0) = 0,

b2x0x+ a2y0y − b2x20 − a2y20 = 0.

Ðîçäiëèìî îñòàííþ ðiâíiñòü íà a2b2:

x0x

a2
+
y0y

b2
−
(
y20
b2

+
x20
a2

)
= 0.

Îòæå,
x0x

a2
+
y0y

b2
= 1,

òàê ÿê òî÷êàM(x0, y0) íàëåæèòü åëiïñó. Àíàëîãi÷íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ âèïàäîê, êîëè
M ëåæèòü íà íèæíié ïîëîâèíi åëiïñà.

Âïðàâà 3.3. Äîâåäiòü, ùî ôîêóñè åëiïñà ðîçòàøîâàíi ç îäíi¹¨ ñòîðîíè ïî âiä-
íîøåííþ äî áóäü-ÿêî¨ äîòè÷íî¨ åëiïñà.

3.5 Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü åëiïñà

Òâåðäæåííÿ 3.6. Äîòè÷íà äî åëiïñà óòâîðþ¹ îäíàêîâi êóòè ç ôîêàëüíèìè ðà-
äióñàìè, ùî ïðîâåäåíi â òî÷êó äîòèêó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé åëiïñ çàäàíî â êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò, l � äîòè÷íà äî
åëiïñà â òî÷öi M(x0, y0), à h1 i h2 � âiäñòàíi äî äîòè÷íî¨ âiä ëiâîãî (F1) i ïðàâîãî
(F2) ôîêóñiâ, âiäïîâiäíî (äèâ. ðèñ. 3(à)). Òîäi

h1 =

∣∣∣x0
a2

(−c)− 1
∣∣∣

|N |
=
| − x0ε− a|

a |N |
=

r1
a |N |

,

h2 =

∣∣∣x0
a2
c− 1

∣∣∣
|N |

=
|x0ε− a|
a |N |

=
r2

a |N |
,
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äå |N | =
√(x0

a2

)2
+
(y0
b2

)2
� ìîäóëü âåêòîðà íîðìàëi äîòè÷íî¨. Îòæå,

h1
r1

=
h2
r2
.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü îçíà÷à¹ ðiâíiñòü ñèíóñiâ êóòiâ, óòâîðåíèõ ôîêàëüíèìè ðàäióñàìè
ç äîòè÷íîþ. Àëå òàê ÿê îáèäâà êóòà ãîñòði, òî ç ðiâíîñòi ñèíóñiâ âèïëèâà¹ ðiâíiñòü
ñàìèõ êóòiâ.

x

y

N
r1 r2

h1

h2

l

M(x0, y0)

F1(−c, 0) F2(c, 0)

F1 F2

(a) (á)

Ðèñ. 3: Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü åëiïñà.

ßêùî óÿâèòè åëiïñ ÿê äçåðêàëüíó êðèâó, òî çà çàêîíàìè îïòèêè ïðîìiíü ñâiòëà,
ùî âèõîäèòü ç îäíîãî ôîêóñà, ïiñëÿ âiääçåðêàëåííÿ âiä åëiïñà ïðîéäå ÷åðåç äðóãèé
ôîêóñ (ðèñ. 3(á)).

4 Ãiïåðáîëà

4.1 Âèçíà÷åííÿ

Âèçíà÷åííÿ 4.1. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, êîîðäèíàòè ÿêèõ âiäíîñíî äåÿêî¨
ïðÿìîêóòíî¨ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿ

x2

a2
− y2

b2
= 1, äå a > 0, b > 0,

íàçèâà¹òüñÿ ãiïåðáîëîþ. Äàíå ðiâíÿííÿ íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íèì ðiâíÿííÿì

ãiïåðáîëè, à âiäïîâiäíà ñèñòåìà êîîðäèíàò íàçèâà¹òüñÿ êàíîíi÷íîþ. ßêùî
a = b, òî ãiïåðáîëà íàçèâà¹òüñÿ ðiâíîái÷íîþ.
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Ãåîìåòðè÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ãi-

ïåðáîëû ¹ (äèâ. ðèñ. ïðàâîðó÷):

• äâi îñi ñèìåòði¨ Ox òà Oy, îäèí öåíòð
ñèìåòði¨ � òî÷êà O(0, 0);

• ïàðàìåòð a � äiéñíà ïiââiñü, ïàðàìåòð b �
óÿâíà ïiââiñü;

• äâi ïðÿìi y = ± b
a
x � àñèìïòîòè ãiïåð-

áîëè.

• âåëè÷èíà c =
√
a2 + b2;

• òî÷êè F1(−c, 0), F2(c, 0), ùî íàçèâàþòüñÿ
ëiâèì òà ïðàâèì ôîêóñàìè (âîãíèùåâèìè
òî÷êàìè), âiäïîâiäíî;

• âåëè÷èíà 2c� ôîêóñíà âiäñòàíü (âiäñòàíü
ìiæ ôîêóñàìè);

x

y x =
a

ε
x = −a

ε

y =
b

a
x y = − b

a
x

b

−b

F1(−c, 0) F2(c, 0)O

−a a

• òî÷êè (−a, 0), (a, 0) � âåðøèíè ãiïåðáîëè (ïåðåòèí ãiïåðáîëè iç âiññþ ñèìå-
òði¨);

• âåëè÷èíà p = b2

a
� ôîêàëüíèé ïàðàìåòð;

• âåëè÷èíà ε = c

a
> 1� åêñöåíòðèñèòåò ãiïåðáîëè;

• äâi ïðÿìi x = ±a
ε
� äèðåêòðèñè ãiïåðáîëè;

Çàóâàæåííÿ.

1. Ãiïåðáîëà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ çâ'ÿçíèõ êîìïîíåíò:
{
(x, y) : x

2

a2 −
y2

b2 = 1, x > a
}
�

ïðàâà ãiëêà ãiïåðáîëè;
{
(x, y) : x

2

a2 −
y2

b2 = 1, x 6 −a
}
� ëiâà ãiëêà ãiïåðáîëè.

2. Åêñöåíòðèñèòåò ε =
c

a
=

√
a2 + b2

a
çàâæäè áiëüøèé çà 1. ×èì áëèæ÷å çíà-

÷åííÿ åêñöåíòðèñèòåòó äî îäèíèöi, òèì áëèæ÷å ôîðìà ãiïåðáîëè äî äâîõ
ïðîìåíiâ (−∞,−a], [a,+∞). Ïðè ε → +∞ ôîðìà ãiïåðáîëè íàáëèæà¹òüñÿ
äî äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ x = −a, x = a.

3. Ãiïåðáîëà ç ðiâíÿííÿì
x2

a2
− y2

b2
= −1 íàçèâà¹òüñÿ ñïðÿæåíîþ äî ãiïåðáîëè
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ç ðiâíÿííÿì
x2

a2
− y2

b2
= 1 (äèâ. ðèñ. ïðà-

âîðó÷). Äëÿ ñïðÿæåíî¨ ãiïåðáîëè b � äié-
ñíà ïiââiñü, a � óÿâíà ïiââiñü. Âåðøèíè
ñïðÿæåíî¨ ãiïåðáîëè çíàõîäÿòüñÿ â òî÷êàõ
(0,−b), (0, b).

x2

a2
− y2

b2
= −1

x2

a2
− y2

b2
= 1

Âåëè÷èíà c ìà¹ òàêå ñàìå çíà÷åííÿ c =
√
a2 + b2, ôîêóñè ñïðÿæåíî¨ ãiïåðáîëè

ðîçòàøîâàíi íà îñi Oy i ìàþòü êîîðäèíàòè F1(0,−c), F2(0, c), åêñöåíòðèñè-

òåò ε =
c

b
, ðiâíÿííÿ äèðåêòðèñ y = ±b

ε
. Àñèìïòîòè ãiïåðáîëè i ñïðÿæåíî¨

ãiïåðáîëè ñïiâïàäàþòü: y = ± b
a
x.

Ïðèêëàä. Îá÷èñëèòè åêñöåíòðèñèòåò ãiïåðáîëè, ÿêùî ¨¨ àñèìïòîòàìè ¹ ïðÿìi
y = ±3x.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Àñèìïòîòè ìàþòü êàíîíi÷íå ðîçòàøóâàííÿ, îòæå ãiïåðáîëà ìà¹ êà-
íîíi÷íå ðiâíÿííÿ

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Ðiâíÿííÿ àñèìïòîò ãiïåðáîëè y = ± b
a
x. Îòæå,

b

a
= 3, b = 3a. Åêñöåíòðèñèòåò

ε =
c

a
, äå c =

√
a2 + b2. Òàêèì ÷èíîì,

ε =

√
a2 + b2

a
=

√
a2 + 9a2

a
=
√
10.

Çàçâè÷àé â çàäà÷àõ ìà¹òüñÿ íà óâàçi êàíîíi÷íà ãiïåðáîëà. Àëå ìè ìîæåìî ðîç-
ãëÿíóòè âñi âèïàäêè. Ñïðÿæåíà ãiïåðáîëà ìà¹ òàêi ñàìi àñèìïòîòè, àëå ε =

c

b
.

Îòæå, ìà¹ìî a =
1

3
b i

ε =

√
a2 + b2

b
=

√
1

9
b2 + b2

b
=

√
10

3
.

Çàóâàæèìî, ùî ãiïåðáîëà, ÿê i ïàðàáîëà òà åëiïñ, ìîæå áóòè çàäàíà ó äîâiëüíié,
íå êàíîíi÷íié, ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Íàñòóïíi äâà òâåðäæåííÿ äàþòü óÿâëåííÿ ïðî ôîðìó ãiïåðáîëè.

Òâåðäæåííÿ 4.1. Áóäü-ÿêà ãiïåðáîëà ìîæå áóòè îòðèìàíà ç ðiâíîái÷íî¨ x2

a2 −
y2

a2 = 1 øëÿõîì ñòèñêàííÿ (ðîçòÿãóâàííÿ) ïëîùèíè âçäîâæ îñi Oy ç êîåôiöi¹í-

òîì k =
b

a
.
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Äîâåäåííÿ. Äiéñíî, íåõàé òî÷êà (x0, y0) íàëåæèòü ðiâíîái÷íié ãiïåðáîëi, òîáòî
x20
a2
− y20
a2

= 1. Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî â òàêîìó âèïàäêó òî÷êà ç êîîðäèíàòàìè

(x1, y1) = (x0, b/a · y0) íàëåæèòü ãèïåðáîëi

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Òâåðäæåííÿ 4.2. Ðiâíîái÷íà ãiïåðáîëà
x2

a2
− y

2

a2
= 1 ìîæå áóòè îòðèìàíà îáåð-

òàííÿì íà êóò π/4 ãðàôiêà çâîðîòíî¨ ïðîïîðöiéíî¨ çàëåæíîñòi v =
a2

2u
.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé u, v � äåêàðòîâi êîîðäèíàòè íà ïëîùèíi, i v =
a2

2u
� ãðàôiê

çâîðîòíî¨ ïðîïîðöiéíî¨ çàëåæíîñòi. Çäiéñíèìî îáåðòàííÿ ïëîùèíè íà êóò π/4.
Àíàëiòè÷íå çàäàííÿ òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ

u =
1√
2
(x− y),

v =
1√
2
(x+ y).

Îòæå, â íîâèõ êîîðäèíàòàõ îòðèìó¹ìî uv =
1

2

(
x2 − y2

)
=
a2

2
.

4.2 Ôîêàëüíà âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè

Âiäðiçîê, ÿêèé ç'¹äíó¹ ôîêóñ ç òî÷êîþ íà ãiïåðáîëi íàçèâà¹òüñÿ ôîêàëüíèì
ðàäióñîì.

Òâåðäæåííÿ 4.3. Íåõàé r1 � äîâæèíà ôîêàëüíîãî ðàäióñà ç ëiâîãî ôîêóñà F1, à
r2 � äîâæèíà ôîêàëüíîãî ðàäióñà ç ïðàâîãî ôîêóñà F2 äî îäíi¹¨ i òi¹¨ æ òî÷êè
M(x, y) íà ãiïåðáîëi, ùî çàäàíà ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò. Òîäi äëÿ òî÷îê
ëiâî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè

r1 = −a− εx,
r2 = a− εx;

à äëÿ òî÷îê ïðàâî¨ ãiëêè
r1 = a+ εx,
r2 = −a+ εx.
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Äîâåäåííÿ. Îá÷èñëèìî r1:

r1 =
√

(x+ c)2 + y2 =

√
x2 + 2cx+ c2 + b2

(
x2

a2
− 1

)
=

=

√
a2 + b2

a2
x2 + 2x

c

a
a+ c2 − b2 =

√
(εx+ a)2 = |εx+ a|.

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî
r2 = |a− εx|.

Ðîçãëÿíåìî ïðàâó ãiëêó ãiïåðáîëè. Äëÿ òî÷îê ïðàâî¨ ãiëêè ìà¹ìî x > a. Òàê
ÿê ε > 1, òî εx > a > 0. Âèõîäèòü a − εx < 0 i a + εx > 0 . Ðîçêðèâøè ìîäóëi,
çíàõîäèìî {

r1 = a+ εx,
r2 = −a+ εx.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ëiâó ãiëêó. Äëÿ òî÷îê ëiâî¨ ãiëêè ìà¹ìî x 6 −a. Òàê ÿê ε > 1,
òî εx < −a < 0. Îòæå a+ εx < 0 i a− εx > 0. Ðîçêðèâøè ìîäóëi, çíàõîäèìî{

r1 = −a− εx,
r2 = a− εx.

ßê íàñëiäîê òâåðäæåííÿ 4.3 îòðèìó¹ìî ôîêàëüíó âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè.

Íàñëiäîê 4.1. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè íà ãiïåðáîëi

|r1 − r2| = 2a.

Ôîêàëüíà âëàñòèâiñòü ïîâíiñòþ õàðàêòåðiçó¹ ãiïåðáîëó.

Âïðàâà 4.1. Äîâåñòè, ùî ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê, ðiçíèöÿ âiäñòàíåé âiä ÿêèõ
äî äâîõ ðiçíèõ çàäàíèõ òî÷îê F1, F2 äîðiâíþ¹ 2a = const (2a < 2c = |F1F2|), ¹
ãiïåðáîëîþ ç ôîêóñàìè F1, F2 i äiéñíîþ ïiââiññþ a.

4.3 Äèðåêòîðiàëüíà âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè

Òâåðäæåííÿ 4.4. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M íà ãiïåðáîëi

r1
d1

=
r2
d2

= ε(> 1),

äå d1, d2 � âiäñòàíi âiä òî÷êè M äî âiäïîâiäíèõ äèðåêòðèñ.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðàâó ãiëêó ãiïåðáîëè, ùî çàäàíà ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi
êîîðäèíàò. Òîäi

r2 = −a+ εx, r1 = a+ εx

d2 = x− a

ε
, d1 = x+

a

ε
.
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Îòæå,
r2
d2

=
εx− a
x− a

ε

= ε,
r1
d1

=
εx+ a

x+
a

ε

= ε

Äëÿ ëiâî¨ ãiëêè � àíàëîãi÷íî.

Äèðåêòîðiàëüíà âëàñòèâiñòü, ÿê i ó âèïàäêàõ åëiïñà òà ïàðàáîëè, ïîâíiñòþ õà-
ðàêòåðiçó¹ ãiïåðáîëó.

Âïðàâà 4.2. Íåõàé l � ôiêñîâàíà ïðÿìà, F � ôiêñîâàíà òî÷êà, ÿêà íå ëåæèòü íà
öié ïðÿìié. Ãåîìåòðè÷íå ìiñöå òî÷îê M íà ïëîùèíi, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

âiäñòàíü âiä M äî F

âiäñòàíü âiä M äî l
= const = ε > 1,

¹ ãiïåðáîëîþ ç åêñöåíòðèñèòåòîì ε, ôîêóñîì F òà äèðåêòðèñîþ l.

4.4 Ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè

Òâåðäæåííÿ 4.5. ßêùî òî÷êà M(x0, y0) íàëåæèòü ãiïåðáîëi, ùî çàäàíà ó êà-
íîíi÷íié ñèñòåñi êîîðäèíàò, òî ðiâíÿííÿ äîòè÷íî¨ äî ãiïåðáîëè â öié òî÷öi ìà¹
âèãëÿä

x0x

a2
− y0y

b2
= 1.

Äîâåäåííÿ àíàëîãi÷íå äîâåäåííþ äëÿ äîòè÷íî¨ äî åëiïñà, ïðîâåäiòü éîãî ñàìî-
ñòiéíî.

Âïðàâà 4.3. Äîâåäiòü, ùî ôîêóñè ãiïåðáîëè ðîçòàøîâàíi ïî ðiçíi ñòîðîíè âiä
äîòè÷íî¨ â áóäü-ÿêié òî÷öi ãiïåðáîëè.

Ïðèêëàä. Iç òî÷êè C(1,−10) ïðîâåäiòü äîòè÷íi äî ãiïåðáîëè x
2

8
− y2

32
= 1.

Ðîçâ'ÿçàííÿ. Òî÷êà C(1,−10) íå íàëåæèòü ãiïåðáîëi. Çàïèñó¹ìî ðiâíÿííÿ äîòè-
÷íî¨ äî ãiïåðáîëè â íåâiäîìié òî÷öi (x0, y0), ùî ëåæèòü íà ãiïåðáîëi:

xx0
8
− yy0

32
= 1 ⇒ xx0 −

yy0
4

= 8.

Öÿ äîòè÷íà ïîâèííà ïðîõîäèòè ÷åðåç òî÷êó C(1,−10), îòæå

x0 +
10y0
4

= 8 ⇒ x0 = 8− 5y0
2
.

Îñêiëüêè òî÷êà (x0, y0) íàëåæèòü ãiïåðáîëi, òî
x20
8
− y20

32
= 1. Îòæå,(

8− 5y0
2

)2

− y20
4

= 8,
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64− 40y0 +
25y20
4
− y20

4
= 8,

6y20 − 40y0 + 56 = 0, 3y20 − 20y0 + 28 = 0.

Ìà¹ìî äâà êîðåíi öüîãî ðiâíÿííÿ y0 = 2, y0 =
14

3
. Îòæå, îñêiëüêè x0 = 8 − 5y0

2
,

ìà¹ìî äâi òî÷êè äîòèêó (3, 2) òà

(
−11

3
,
14

3

)
. Ðiâíÿííÿ øóêàíèõ äîòè÷íèõ 6x −

y − 16 = 0 òà 22x+ 7y + 48 = 0.

4.5 Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè

Òâåðäæåííÿ 4.6. Äîòè÷íà äî ãiïåðáîëè óòâîðþ¹ ðiâíi êóòè ç ôîêàëüíèìè ðà-
äióñàìè, ùî ïðîâåäåíi â òî÷êó äîòèêó.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé l � äîòè÷íà äî ãiïåðáîëè â òî÷öi M(x0, y0), à h1 i h2 � âiäñòàíi
äî äîòè÷íî¨ âiä ëiâîãî (F1) i ïðàâîãî (F2) ôîêóñiâ âiäïîâiäíî. Îá÷èñëèìî h1, h2:

h1 =

∣∣∣x0
a2

(−c)− 1
∣∣∣

|N |
=
|εx0 + a|
a|N |

=
r1
a|N |

,

h2 =

∣∣∣x0
a2
c− 1

∣∣∣
|N |

=
|εx0 − 1|
a|N |

=
r2
a|N |

,

äå |N | =
√(x0

a2

)2
+
(y0
b2

)2
� ìîäóëü âåêòîðà íîðìàëi äîòè÷íî¨. Îòðèìó¹ìî

h1
r1

=

h2
r2
, ùî, ÿê i ó âèïàäêó åëiïñà, äîâîäèòü òâåðäæåííÿ 4.6.

F1 F2

Ðèñ. 4: Îïòè÷íà âëàñòèâiñòü ãiïåðáîëè.

ßêùî óÿâèòè ãiïåðáîëó ÿê äçåðêàëüíó êðèâó, òî çà çàêîíàìè îïòèêè ïðîìiíü
ñâiòëà, âèïóùåíèé ç îäíîãî ôîêóñà, ïiñëÿ âiäáèòòÿ âiä ãiïåðáîëè éäå òàê, íiáè
éîãî âèïóñòèëè ç iíøîãî ôîêóñà (äèâ. ðèñ. 4).
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5 Iíøi âèäè ðiâíÿíü ïàðàáîëè, åëiïñà òà ãiïåðáîëè

5.1 Ïàðàìåòðè÷íi ðiâíÿííÿ åëiïñà, ãiïåðáîëè òà ïàðàáîëè

Çãàäà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà:

x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è îñíîâíó òðèãîíîìåòðè÷íó òîòîæíiñòü, ÿêùî ïîêëàñòè
x

a
= cos t,

y

b
= sin t, îòðèìó¹ìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà{

x = a cos t
y = b sin t

, 0 ≤ t < 2π.

Îáìåæåííÿ íà ïàðàìåòð t (0 ≤ t < 2π) ìè ðîáèìî äëÿ òîãî, ùîá ìàòè âçà¹ìíó
îäíîçíà÷íiñòü ìiæ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà t òà òî÷êîþ (x, y) íà åëiïñi.

Çãàäà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè:

x2

a2
− y2

b2
= 1.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæíiñòü ch2 t− sh2 t = 1, ÿêùî
x

a
= ch t,

y

b
= sh t, îòðèìó¹ìî

ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïðàâî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè{
x = a ch t
y = b sh t

, −∞ < t < +∞,

òà ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ëiâî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè{
x = −a ch t
y = b sh t

, −∞ < t < +∞.

Çðåøòîþ, çãàäà¹ìî êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè:

y2 = 2px.

Îòðèìó¹ìî ïàðàìåòðè÷íå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè x =
t2

2p
y = t

, −∞ < t < +∞.
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5.2 Ðiâíÿííÿ åëiïñà, ãiïåðáîëè òà ïàðàáîëè â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîð-

äèíàò

Íàãàäà¹ìî, ÿê áóäó¹òüñÿ ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò
íà ïëîùèíi:

1) ôiêñó¹ìî íà ïëîùèíi òî÷êó O i ïðîìiíü ~l ç ïî÷à-
òêîì ó òî÷öi O;

2) äëÿ áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M 6= O ïîçíà÷èìî ÷åðåç ϕ
îði¹íòîâàíèé êóò âiä ïðîìiíÿ ~l äî ïðîìiíÿ

−−→
OM i

íåõàé ρ = |OM |.

Ïîëÿðíèìè êîîðäèíàòàìè òî÷êè M íàçèâà¹òüñÿ ïàðà
(ρ, ϕ).

ρ

ϕ

ρ cosϕ ~l

x

ρ
si
n
ϕ

y

O

M(ρ, ϕ)

Î÷åâèäíî, ùî äëÿ òî÷êè O çíà÷åííÿ ρ = 0, à çíà÷åííÿ êóòà ϕ íå âèçíà÷åíî,
òîáòî òî÷êà O íå ìà¹ ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò. ×åðåç òå, ùî íå âñiì òî÷êàì ïëîùèíè
ìîæíà ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü ïîëÿðíi êîîðäèíàòè, ïîëÿðíà ñèñòåìà êîîðäèíàò
¹ ïðèêëàäîì ëîêàëüíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò.

Òî÷êà O íàçèâà¹òüñÿ ïîëþñîì, ïðîìiíü ~l íàçèâà¹òüñÿ ïîëÿðíîé âiññþ, êóò ϕ
� ïîëÿðíèì êóòîì, à âåëè÷èíà ρ � ïîëÿðíûì ðàäióñîì òî÷êè. Äëÿ çàáåñïå÷åííÿ
îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi íåîáõiäíî îáìåæèòè îáëàñòi çìií ïîëÿðíèõ êîîðäèíàò:
ρ ∈ (0,+∞), ϕ ∈ [0, 2π).

Ìîæíà âñòàíîâèòè çâ'ÿçîê ïîëÿðíèõ i äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò òî÷êè. ßêùî ïî-
ìiñòèòè ïî÷àòîê äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ó ïîëþñ, à âiñü Ox íàïðàâèòè
âçäîâæ ïîëÿðíî¨ îñi, òîäi (äèâ. ïîïåðåäíié ðèñóíîê){

x = ρ cosϕ,
y = ρ sinϕ.

Çàïèñàòè ïîëÿðíå ðiâíÿííÿ êðèâî¨ îçíà÷à¹ çíàéòè çàëåæíiñòü ìiæ ïîëÿðíèìè
êîîðäèíàòàìè (ρ, ϕ) òî÷îê, ÿêi íàëåæàòü öié êðèâié.

Âèêîðèñòîâóþ÷è äèðåêòîðiàëüíi âëàñòèâîñòi (äèâ. òâåðäæåííÿ 2.3, 3.3 òà 4.4),
åëiïñ, ãiïåðáîëó òà ïàðàáîëó ìîæíà çàäàòè îäíàêîâèì ðiâííÿííÿì ÿê ãåîìåòðè÷íå
ìiñöå òî÷îê, òàêèõ, ùî

r

d
= ε, ε = const,

äå r � âiäñòàíü âiä ôiêñîâàíî¨ òî÷êè äî áóäü-ÿêî¨ òî÷êè M íà êðèâié (ôîêàëü-
íèé ðàäióñ), d � âiäñòàíü âiä M äî ôiêñîâàíî¨ ïðÿìî¨ (äèðåêòðèñè). Ïðè ε < 1
ìàòèìåìî åëiïñ, ïðè ε > 1 � ãiïåðáîëó, ïðè ε = 1 � ïàðàáîëó.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, íåõàé íàïðÿìîê ïîëÿðíî¨ îñi
ñïiâïàäà¹ ç äîäàòíèì íàïðÿìêîì îñi Ox. Ïîìiñòèìî ïîëþñ ïîëÿðíî¨ ñèñòåìè êî-
îðäèíàò

• â ôîêóñ ïàðàáîëè,
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• â ëiâèé ôîêóñ åëiïñà,

• â ïðàâèé ôîêóñ ãiïåðáîëè (äèâ. ðèñ. 5).

d

~l

ϕ
ρ = r

p0 F ~l

ϕ

p0

ρ = r

d

F1 ~l

ϕ

p0

d

ρ = r

F2

Ðèñ. 5: Çàäàííÿ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó â ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Òîäi ôîêàëüíèé ðàäióñ r ñïiâïàäå ç ïîëÿðíèì ðàäióñîì ρ òî÷îê íà êðèâié, ïî-
ëÿðíûé êóò ϕ áóäå êóòîì ìiæ ôîêàëüíèì ðàäióñîì i âiññþ Ox.

Ïîçíà÷èìî p0 � âiäñòàíü ìiæ ôîêóñîì òà âiäïîâiäíîþ äèðåêòðèñîþ. Îòæå, r =
ρ, d = p0 + ρ cosϕ. Âèêîðèñòîâóþ÷è äèðåêòîðiàëüíó âëàñòèâiñòü, îòðèìó¹ìî

ρ

p0 + ρ cosϕ
= ε, ρ = εp0 + ερ cosϕ, ρ(1− ε cosϕ) = εp0.

Ç'ÿñó¹ìî, ÷îìó äîðiâíþ¹ εp0 ó âèïàäêó åëiïñà, ãiïåðáîëè òà ïàðàáîëè. Î÷åâè-
äíî, ùî äëÿ îñòàííüî¨ (ε = 1) εp0 = p � ôîêàëüíèé ïàðàìåòð. Â ðåøòi âèïàäêiâ

p0 =
∣∣∣a
ε
− c
∣∣∣ = ∣∣∣∣a2c − c

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a2 − c2c

∣∣∣∣ = b2

c
;

εp0 =
c

a
· b

2

c
=
b2

a
= p.

Îòæå, ìè ç'ÿñóâàëè, ùî äëÿ âñiõ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó ôîêàëüíèé ïàðàìåòð
p ñïiâïàäà¹ ç εp0, äå p0 � âiäñòàíü ìiæ ôîêóñîì òà äèðåêòðèñîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ïîëÿðíå ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè (ïîëþñ â ôîêóñi, ε = 1), åëi-
ïñà (ïîëþñ ó ëiâîìó ôîêóñi, ε < 1), ïðàâî¨ ãiëêè ãiïåðáîëè (ïîëþñ ó ïðàâîìó
ôîêóñi, ε > 1) âèãëÿäà¹ òàê:

ρ =
p

1− ε cosϕ
.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè ïîëÿðíi ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ó ÿêî¨ ãiëêè íà-
ïðÿìëåíi âëiâî (ïîëþñ ó ôîêóñi), åëiïñà (ôîêóñ ó ïðàâîìó ôîêóñi) òà ëiâî¨ ãiëêè
ãiïåðáîëè (ïîëþñ ó ëiâîìó ôîêóñi). Â öüîìó âèïàäêó r = ρ, d = p0+ρ cos(π−ϕ) =
p0 − ρ cosϕ. Âèêîðèñòîâóþ÷è äèðåêòîðiàëüíó âëàñòèâiñòü, îòðèìó¹ìî ¹äèíå ðiâ-
íÿííÿ

ρ =
p

1 + ε cosϕ
.
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5.3 Ðiâíÿííÿ åëiïñà, ãiïåðáîëè òà ïàðàáîëè, âiäíåñåíi äî âåðøèíè

Åëiïñ, ãiïåðáîëó i ïàðàáîëó ìîæíà îïèñàòè ¹äèíèì ïî ôîðìi ðiâíÿííÿì íå òiëüêè â
ïîëÿðíié ñèñòåìi êîîðäèíàò, àëå i â äåêiëüêîõ ñïåöiàëüíèõ äåêàðòîâèõ. Öå ñèñòåìè
êîîðäèíàò, ïî÷àòîê ÿêèõ ñïiâïàäà¹ ç îäíi¹þ ç âåðøèí âiäïîâiäíî¨ êðèâî¨, à âiñü
Ox � ç ôîêàëüíîþ âiññþ. Ïðî òàêó ñèñòåìó êîîðäèíàò áóäåìî êàçàòè, ùî âîíà
âiäíåñåíà äî âåðøèíè.

Òâåðäæåííÿ 5.1. Iñíó¹ ñèñòåìà äåêàðòîâèõ ïðÿìîêóòíèõ êîîðäèíàò, âiäíîñíî
ÿêî¨ ïàðàáîëà, åëiïñ i ãèïåðáîëà ìàþòü ¹äèíå ðiâíÿííÿ

y2 = 2px+ (ε2 − 1)x2.

Äîâåäåííÿ. 1) Ïàðàáîëà. �¨ êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ

y2 = 2p x

¹, î÷åâèäíî, ðiâíÿííÿì â ñèñòåìi êîîðäèíàò, ùî âiäíåñåíà äî âåðøèíè.
2) Åëiïñ. Íåõàé åëiïñ çàäàíî ó êàíîíi÷íié ñèñòåìi êîîðäèíàò (x, y). Ïîìiñòèìî

ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (x̃, ỹ) â ëiâó âåðøèíó åëiïñà. Ôîðìóëè ïåðåõîäó
ìàþòü âèãëÿä: {

x̃ = x+ a,
ỹ = y

{
x = x̃− a
y = ỹ

Òîäi ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:(
x̃− a
a

)2

+

(
ỹ

b

)2

= 1,
x̃2

a2
− 2

x̃

a
+ 1 +

ỹ2

b2
= 1, ỹ2 = 2

b2

a
x̃− b2

a2
x̃2.

Îñêiëüêè
b2

a
= p,

b2

a2
=
a2 − c2

a2
= 1− ε2,

òî â íîâèõ êîîðäèíàòàõ ðiâíÿííÿ åëiïñà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ỹ2 = 2p x̃+ (ε2 − 1)x̃2.

3) Ãiïåðáîëà. Àíàëîãi÷íî âèïàäêó åëiïñà, äëÿ êàíîíi÷íî çàäàíî¨ ãiïåðáîëè çìi-
íåìî ñèñòåìó êîîðäèíàò. Ïîìiñòèìî ïî÷àòîê íîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò (x̃, ỹ) â ïðà-
âó âåðøèíó ãiïåðáîëè. Ôîðìóëè ïåðåõîäó ìàþòü âèãëÿä:{

x̃ = x− a,
ỹ = y.

{
x = x̃+ a,

y = ỹ.

Ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:(
x̃+ a

a

)2

−
(
ỹ

b

)2

= 1,
x̃2

a2
+ 2

x̃

a
+ 1− ỹ2

b2
= 1, ỹ2 = 2

b2

a
x̃+

b2

a2
x̃2.
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Îñêiëüêè
b2

a
= p,

b2

a2
=
c2 − a2

a2
= ε2 − 1,

òî â íîâèõ êîîðäèíàòàõ ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

ỹ2 = 2p x̃+ (ε2 − 1)x̃2.

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ, äîñòàòíüî çàôiêñóâàòè êàíîíi÷íó ñèñòåìó êîîðäè-
íàò ïàðàáîëè, à åëiïñ i ãiïåðáîëó ïåðåíåñòè òàê, ùîá ëiâà âåðøèíà åëiïñà i ïðàâà
âåðøèíà ãiïåðáîëè ñïiâïàëè ç ïî÷àòêîì êîîðäèíàò. Â òàêié ñèñòåìi êîîðäèíàò
ïàðàáîëà, åëiïñ i ïðàâà ãiëêà ãiïåðáîëè ìàòèìóòü ðiâíÿííÿ

y2 = 2p x+ (ε2 − 1)x2.

5.4 Ñiì'¨ åëiïñiâ i ãiïåðáîë çi ñïiëüíèì ôîêàëüíèì ïàðàìåòðîì

Çàïèøåìî åëiïñ, ïàðàáîëó i ãiïåðáîëó ¹äèíèì ðiâíÿííÿì

y2 = 2p x+ (ε2 − 1)x2.

Çàôiêñó¹ìî ôîêàëüíèé ïàðàìåòð p i ïðîñëiäêó¹ìî çà ïîâåäiíêîþ ñiìåé åëiïñiâ
i ãiïåðáîë ïðè çìiíi åêñöåíòðèñèòåòó ε (äèâ. ðèñ. 6).

Òâåðäæåííÿ 5.2. Ïðè ôiêñîâàíîìó ôîêàëüíîìó ïàðàìåòði p, ïàðàáîëà y2 = 2p x
¹ ãðàíè÷íîþ êðèâîþ äëÿ ñiìåé åëiïñiâ y2 = 2p x + (ε2 − 1)x2 ïðè ε → 1 − 0 òà
ñiìåé (ïðàâèõ ãiëîê) ãiïåðáîë y2 = 2p x+ (ε2 − 1)x2 ïðè ε→ 1 + 0.

Äîâåäåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ åëiïñiâ

y2 = 2p x+ (ε2 − 1)x2, 0 < ε < 1.

Âiäìiòèìî, ùî âñi åëiïñè ñiì'¨ îõîïëþþòüñÿ ïàðàáîëîþ, îñêiëüêè äëÿ òî÷îê íà
åëiïñi

y2 = 2px+ (ε2 − 1)x2 < 2p x.

Îá÷èñëèìî êîîðäèíàòè ôîêóñiâ åëiïñà ÷åðåç p i ε. Îñêiëüêè

ε2 =
c2

a2
=
a2 − b2

a2
= 1− b2

a2
= 1− p

a
,

òî
a =

p

1− ε2
.

Òîäi,
x(F1) = a− c = a− aε = a(1− ε) = p

1 + ε
,

x(F2) = a+ c = a+ aε = a(1 + ε) =
p

1− ε
.
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x

y

ε→ 1 + 0

ε→ 1− 0

(p
2 , 0
)

Ðèñ. 6: Ñiì'ÿ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó y2 = 2px+ (ε2 − 1)x2, ùî âiäíåñåíi äî âåðøèíè òà ìàþòü
ñïiëüíèé ôîêàëüíèé ïàðàìåòð p.

Ñïðÿìîâóþ÷è ε→ 1− 0, îòðèìó¹ìî:

x(F1)→
p

2
, x(F2)→ +∞.

Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ãiïåðáîë

y2 = 2px+ (ε2 − 1)x2, ε > 1.

Âiäìiòèìî, ùî òåïåð ñiì'ÿ ãiïåðáîë (òî÷íiøå, ïðàâi ãiëêè) îõîïëþþòü ïàðàáîëó,
îñêiëüêè äëÿ òî÷îê ãiïåðáîëè

y2 = 2px+ (ε2 − 1)x2 > 2p x.

Çðîáèìî àíàëîãi÷íi îá÷èñëåííÿ:

ε2 =
c2

a2
= 1 +

b2

a2
= 1 +

p

a
, a =

p

ε2 − 1
.

Îòæå,
x(F1) = c− a = a(ε− 1) =

p

ε+ 1
,

x(F2) = −c− a = −a(ε+ 1) = − p

ε− 1
i ïðè ε→ 1 + 0 ìè îòðèìó¹ìî

x(F2)→
p

2
, x(F1)→ −∞.
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5.5 Ñiì'¨ ñîôîêóñíèõ åëiïñiâ i ãiïåðáîë

Çàôiêñó¹ìî íà ïëîùèíi äâi òî÷êè F1 è F2 íà âiäñòàíi |F1F2| = 2c. Iç ôîêàëüíî¨
âëàñòèâîñòi åëiïñà i ãiïåðáîëè âèïëèâà¹, ùî òî÷êè F1 i F2 âèçíà÷àþòü äåÿêèé
åëiïñ i äåÿêó ãiïåðáîëó ç ôîêóñàìè F1 i F2. Òàêi åëiïñ i ãiïåðáîëà íàçèâàþòüñÿ
ñîôîêóñíèìè. Íàñïðàâäi, ìè ìà¹ìî ñiì'þ ñîôîêóñíèõ åëiïñiâ i ñiì'þ ñîôîêóñíèõ
ãiïåðáîë.

Ðîçãëÿíåìî åëiïñè. Äiéñíî, ôîêàëüíà âëàñòèâiñòü åëiïñà

r1 + r2 = 2a

ìiñòèòü ïàðàìåòð a, ÿêèé âèðàæà¹ â ðiâíÿííi åëiïñà âåëèêó ïiââiñü. Ìàëà ïiââiñü
ìîæå áóòè çíàéäåíà ÿê ôóíêöiÿ âiä ïàðàìåòðà a, à ñàìå, b =

√
a2 − c2 ç îáëàñòþ

âèçíà÷åííÿ a ≥ c. Îòæå, ïîçíà÷àþ÷è a = λ > 0, ñiì'þ ñîôîêóñíèõ åëiïñiâ

ìîæíà çàäàòè ó âèãëÿäi

x2

λ2
+

y2

λ2 − c2
= 1 (λ > c).

Ïðè λ→∞ öÿ ñiì'ÿ íàáëèæà¹òüñÿ äî êîëà íåñêií÷åííîãî ðàäèióñà, îñêiëüêè

a = λ→∞, b =
√
λ2 − c2 →∞,

à ïðè λ→ c+ 0 öÿ ñiì'ÿ ñòèñêà¹òüñÿ äî âiäðiçêà [−c, c], îñêiëüêè

a = λ→ c, b =
√
λ2 − c2 → 0.

Äëÿ ãiïåðáîë ñïðàâåäëèâi àíàëîãi÷íi ìiðêóâàííÿ. Âiçüìåìî äiéñíó ïiââiñü a â
ÿêîñòi ïàðàìåòðà: a = µ. Òîäi b =

√
c2 − µ2 ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ 0 < µ < c, i

ñiì'ÿ ñîôîêóñíèõ ãiïåðáîë ìàòèìå ðiâíÿííÿ

x2

µ2
+

y2

µ2 − c2
= 1 (0 < µ < c).

Ïðîñëiäêó¹ìî çà àñèìïòîòèêîþ öi¹¨ ñiì'¨ òà çà êóòîâèì êîåôiöi¹íòîì àñèìïòîò.
Ïðè µ→ +0,

a = µ→ 0,

b =
√
c2 − µ2 → c,

k =
b

a
=

√
c2 − µ2
µ

=

√(
c

µ

)2

− 1→ +∞,

i ìè îòðèìó¹ìî âiñü Oy â ÿêîñòi ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè. Ãiëêè ãiïåðáîëè ðîçïðÿì-
ëþþòüñÿ, êóò íàõèëà àñèìïòîò íàáëèæà¹òüñÿ äî ïðÿìîãî, à âåðøèíè ãiïåðáîëè
íàáëèæàþòüñÿ îäíà äî îäíî¨.
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Ïðè µ→ c− 0,
a = µ→ c,

b =
√
c2 − µ2 → 0,

k =
b

a
=

√(
c

µ

)2

− 1→ 0,

i â ÿêîñòi ãðàíè÷íî¨ ìíîæèíè ìè ìà¹ìî äâà ïðîìåíi [c,+∞) i (−∞,−c].
Òâåðäæåííÿ 5.3. Íà ïëîùèíi ÷åðåç êîæíó òî÷êó, ùî íå ëåæèòü íà îñi êî-
îðäèíàò, ïðîõîäèòü ¹äèíèé åëiïñ i ¹äèíà ãiïåðáîëà iç êîæíî¨ ñiì'¨ ñîôîêóñíèõ
åëiïñiâ i ñîôîêóñíèõ ãiïåðáîë (äèâ. ðèñ. 7).

x

y

F2F1

(x, y) = (λ, µ)

λ
µ

Ðèñ. 7: Ñiì'¨ ñîôîêóñíèõ åëiïñiâ òà ãiïåðáîë. Åëiïòè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò.

Äîâåäåííÿ. Îáèäâi ñiì'¨, ùî ðîçãëÿäàþòüñÿ, ìîæíà îïèñàòè ¹äèíèì ðiâíÿííÿì

x2

t2
+

y2

t2 − c2
= 1, t > 0.

Ïðè öüîìó, çíà÷åííÿì ïàðàìåòðó t ∈ (0, c) âiäïîâiäàþòü ãiïåðáîëè, à çíà÷åííÿì
t ∈ (c,+∞) � åëiïñè ç öèõ ñiìåé.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ

f(t) =
x2

t2
+

y2

t2 − c2
− 1, t ∈ (0, c) ∪ (c,+∞),

ùî çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðiâ x òà y (äèâ. ðèñ. ïðàâîðó÷).
Çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó òî÷êóM ç êîîðäèíàòàìè (x0, y0), x0 6=

0, y0 6= 0, i ïîêàæåìî, ùî â îáëàñòi t > 0 ðiâíÿííÿ f(t) = 0
ç ïàðàìåòðàìè x0, y0 ìà¹ ðiâíî äâà ðîçâ'ÿçêè, îäèí ç ÿêèõ
t1 ∈ (0, c), à äðóãèé t2 ∈ (c,+∞).

t

f(t)

−1

c
t1 t2
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Äiéñíî, ïðè t > 0

ft
′ = −2x0

2

t3
− 2t

y0
2

(t2 − c2)2
< 0,

òîáòî ôóíêöiÿ ìîíîòîííî ñïàäà¹, ïðè÷îìó
lim
t→+0

f(t) = +∞,

lim
t→c−0

f(t) = −∞,


lim
t→c+0

f(t) = +∞,

lim
t→+∞

f(t) = −1.

Îòæå, iñíóþòü òà ¹äèíi t1 ∈ (0, c) i t2 ∈ (c,+∞) òàêi, ùî f(t1) = 0, f(t2) = 0.

5.6 Åëiïòè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò

Çàïèøåìî äâi ñiì'¨ ñîôîêóñíèõ åëiïñiâ è ãiïåðáîë
x2

λ2
+

y2

λ2 − c2
= 1, λ > c

x2

µ2
− y2

c2 − µ2
= 1, 0 < µ < c.

(∗)

Â ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi ìè ïîêàçàëè, ùî êîæíié òî÷öi M(x, y), ùî íå ëåæèòü
íà îñÿõ êîîðäèíàò, âiäïîâiäà¹ ¹äèíà ïàðà ïàðàìåòðiâ (λ, µ), ÿêà âèçíà÷à¹ ¹äèíèé
åëiïñ i ¹äèíó ãiïåðáîëó, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M . Îáåðíåíà âiäïîâiäíiñòü,
î÷åâèäíî, íå ¹ îäíîçíà÷íîþ. Êîæíié ïàði (λ, µ) âiäïîâiäà¹ åëiïñ i ãiïåðáîëà, ÿêi
ïåðåòèíàþòüñÿ â 4-õ òî÷êàõ. Àëå îñêiëüêè öi òî÷êè çíàõîäÿòüñÿ â ðiçíèõ êâàäðàí-
òàõ, òî îáìåæóþ÷èñü ÿêèì-íåáóäü îäíèì êâàäðàíòîì ìè âñòàíîâëþ¹ìî âçà¹ìíî-
îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü (x, y) ←→ (λ, µ). Â òàêîìó âèïàäêó ïàðàìåòðè (λ, µ)
ìîæíà ïðèéíÿòè â ÿêîñòi íîâèõ (ëîêàëüíèõ) êîîðäèíàò íà ïëîùèíi. Öi ëîêàëüíi
êîîðäèíàòè íàçèâàþòüñÿ åëiïòè÷íîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò (äèâ. ðèñ. 7).

Òâåðäæåííÿ 5.4. Äåêàðòîâi òà åëiïòè÷íi êîîðäèíàòè òî÷îê, ùî íå ëåæàòü
íà îñÿõ äåêàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò, ïîâ'ÿçàíi ñïiââiäíîøåííÿìè

x = ±λµ
c
, y = ±

√
(λ2 − c2)(c2 − µ2)

c
.

Äîâåäåííÿ. Çâ'ÿçîê ìiæ åëiïòè÷íèìè i äåêàðòîâèìè êîîðäèíàòàìè çàäà¹òüñÿ ðiâ-
íÿííÿìè (*). Çíàéäåìî ÿâíèé âèðàç äåêàðòîâèõ êîîðäèíàò ÷åðåç åëiïòè÷íi äëÿ
òî÷îê ïåðøîãî êâàäðàíòà. Ïîñëiäîâíî çíàõîäèìî:

x2(λ2 − c2)
λ2

+
x2(c2 − µ2)

µ2
= λ2 − c2 + c2 − µ2,

x2(µ2(λ2 − c2) + λ2(c2 − µ2))
λ2µ2

= λ2 − µ2,

x2c2(λ2 − µ2)
λ2µ2

= λ2 − µ2.
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Îòæå,

x =
λµ

c
.

Àíàëîãi÷íî,

y =

√
(λ2 − c2)(c2 − µ2)

c
.

Çàâäÿêè ñèìåòði¨ åëiïñiâ òà ãiïåðáîë çíà÷åííÿ x òà y â iíøèõ êâàäðàíòàõ âiä-
ðiçíÿþòüñÿ ëèøå çíàêàìè.

Òâåðäæåííÿ 5.5. Åëiïòè÷íà ñèñòåìà êîîðäèíàò ¹ îðòîãîíàëüíîþ.

Äîâåäåííÿ. Îðòîãîíàëüíiñòü ñèñòåìè êîîðäèíàò îçíà÷à¹ îðòîãîíàëüíiñòü êîîðäè-
íàòíèõ ëiíié. Êîîðäèíàòíèìè ëiíiÿìè åëiïòè÷íî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ¹ åëiïñè i
ãiïåðáîëè. Ïîêàæåìî, ùî â ñïiëüíèõ òî÷êàõ ñîôîêóñíi åëiïñè i ãiïåðáîëè ìàþòü
âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi äîòè÷íi.

ÍåõàéM(x0, y0) � òî÷êà ïåðåòèíó ñîôîêóñíèõ åëiïñà i ãiïåðáîëè. Âåêòîðè íîð-
ìàëåé äîòè÷íèõ â öié òî÷öi ìàþòü âèãëÿä

~N1 =

{
x0
λ2
,

y0
λ2 − c2

}
äëÿ åëiïñà,

~N2 =

{
x0
µ2
,− y0

c2 − µ2

}
äëÿ ãiïåðáîëè.

Âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê äåêàðòîâèõ i åëiïòè÷íèõ êîîðäèíàò, çíàõîäèìî:〈
~N1, ~N2

〉
=

x20
λ2µ2

− y20
(λ2 − c2)(c2 − µ2)

=
1

c2
− 1

c2
= 0.

6 Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà äëÿ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó

6.1 Äåÿêi iíøi âèäè ðiâíÿíü äðóãîãî ïîðÿäêó

Ìíîæèíà òî÷îê (x, y) íà ïëîùèíi, ùî çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííþ f(x, y) = 0, äå
f(x, y) � ìíîãî÷ëåí äðóãîãî ïîðÿäêó âiä äâîõ çìiííèõ, íàçèâà¹òüñÿ êðèâîþ äðóãîãî
ïîðÿäêó.

Åëiïñ, ãiïåðáîëà i ïàðàáîëà íå âè÷åðïóþòü âåñü êëàñ êðèâèõ äðóãîãî ïîðÿäêó.
Ðîçãëÿíåìî iíøi âèäè ðiâíÿíü i âiäïîâiäíèõ êðèâèõ.
Óÿâíèé åëiïñ.

x2

a2
+
y2

b2
= −1.

Öÿ �êðèâà� çàäà¹ ïîðîæíþ ìíîæèíó òî÷îê íà ïëîùèíi, àëå öÿ ìíîæèíà çàäà¹-
òüñÿ ìíîãî÷ëåíîì 2-ãî ïîðÿäêó. Öÿ �êðèâà� ìà¹ äâi �îñi ñèìåòði¨� i îäèí �öåíòð
ñèìåòði¨�.
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Ïàðà ïðÿìèõ, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ.

x2

a2
− y2

b2
= 0.

Äiéñíî, ðîçêëàäàííÿ ëiâî¨ ÷àñòèíè íà ìíîæíèêè ïðèçâîäèòü äî ïàðè ïðÿìèõ

x

a
+
y

b
= 0 òà

x

a
− y

b
= 0,

ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öi (0, 0). Öÿ �êðèâà� ìà¹ äâi îñi ñèìåòði¨ òà îäèí öåíòð
ñèìåòði¨.
Ïàðà óÿâíèõ ïðÿìèõ, ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ.

x2

a2
+
y2

b2
= 0.

�äèíîþ òî÷êîþ íà ïëîùèíi, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öüîìó ðiâíÿííþ ¹ òî÷êà (0, 0). Çà
àíàëîãi¹þ ç ïîïåðåäíiì ðiâíÿííÿì, ãîâîðÿòü ïðî ïàðó óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòè-
íàþòüñÿ â äiéñíié òî÷öi. Öÿ �êðèâà� ìà¹ äâi �îñi ñèìåòði¨� i �öåíòð ñèìåòði¨�.
Ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ.

y2

b2
= 1.

Öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ ïàðó ïðÿìèõ

y = +b òà y = −b,

ÿêi, î÷åâèäíî, ïàðàëåëüíi. Öÿ �êðèâà� ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî îñåé ñèìåòði¨ (ïåð-
ïåíäèêóëÿðíèõ öèì ïðÿìèì) i ëiíiþ öåíòðiâ ñèìåòði¨ � âiñü Ox.
Ïàðà ïàðàëåëüíèõ óÿâíèõ ïðÿìèõ.

y2

b2
= −1.

Öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ ïîðîæíþ ìíîæèíó òî÷îê íà ïëîùèíi, àëå, àíàëîãi÷íî äî ïîïå-
ðåäíüîãî âèïàäêó, öþ �êðèâó� íàçèâàþòü ïàðîþ ïàðàëåëüíèõ óÿâíèõ ïðÿìèõ. Öÿ
�êðèâà� ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî �îñåé ñèìåòði¨� i �ëiíiþ öåíòðiâ ñèìåòði¨�, � âiñü
Ox.
Ïàðà ïðÿìèõ, ùî ñïiâïàäàþòü.

y2 = 0.

Öå ðiâíÿííÿ çàäà¹ îäíó ïðÿìó � âiñü Ox. Àëå òàê ÿê öÿ ïðÿìà ¹ ãðàíè÷íîþ äëÿ
ïàðè ïðÿìèõ y2 = b2 ïðè b → 0, òî ãîâîðÿòü ïðî ïàðó ïðÿìèõ, ùî ñïiâïàäàþòü.
Öÿ êðèâà òàê ñàìî ìà¹ íåñêií÷åííî áàãàòî îñåé ñèìåòði¨, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ îñi
Ox i ëiíiþ öåíòðiâ ñèìåòði¨ � âiñü Ox.
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6.2 Êëàñèôiêàöiéíà òåîðåìà

Ñóòíiñòü êëàñèôiêàöiéíî¨ òåîðåìè ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âèáîðîì ïðÿìîêóòíî¨ äå-
êàðòîâî¨ ñèñòåìè êîîðäèíàò ðiâíÿííÿ áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨ 2-ãî ïîðÿäêó ìîæå áóòè
ïðèâåäåíå äî ðiâíÿííÿ åëiïñà, ãiïåðáîëè, ïàðàáîëè, óÿâíîãî åëiïñà i ïåðåðàõîâà-
íèì 5 òèïàì ðiâíÿíü ïàð ïðÿìèõ.

Åëiïñ (äiéñíèé i óÿâíèé), ãiïåðáîëà i ïàðàáîëà óòâîðþþòü êëàñ êðèâèõ 2-ãî
ïîðÿäêó, ÿêi íå ðîçïàäàþòüñÿ. Ðåøòà êðèâèõ 2-ãî ïîðÿäêó � öå êðèâi, ÿêi ðîçïà-
äàþòüñÿ (íà ïàðè ïðÿìèõ).

Çà êiëüêiñòþ öåíòðiâ ñèìåòði¨ êðèâi 2-ãî ïîðÿäêó äiëÿòü íà öåíòðàëüíi, ùî
ìàþòü ¹äèíèé öåíòð ñèìåòði¨, i íåöåíòðàëüíi, ùî íå ìàþòü öåíòðó ñèìåòði¨ àáî
ìàþòü áiëüøå îäíîãî öåíòðó ñèìåòði¨. Äî òèïó öåíòðàëüíèõ âiäíîñÿòüñÿ åëiïñè
(äiéñíèé i óÿâíèé), ãiïåðáîëà, ïàðè ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ (äiéñíèõ i óÿâíèõ).
Äî íåöåíòðàëüíèõ âiäíîñÿòüñÿ ïàðàáîëà, ïàðè ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (äiéñíèõ i óÿâ-
íèõ) i ïàðà ïðÿìèõ, ùî ñïiâïàäàþòü.

Çàóâàæèìî, ùî â ïåðåòèíi äâîõ âèùåçãàäàíèõ êëàñiâ ëåæèòü ïàðàáîëà, áî âîíà
¹ ¹äèíîþ íåöåíòðàëüíîþ êðèâîþ 2-ãî ïîðÿäêó, ÿêà íå ðîçïàäà¹òüñÿ.

Òâåðäæåííÿ 6.1. Íåõàé

f(x, y) = a11x
2 + 2a12xy + a22y

2 + 2a13x+ 2a23y + a33 = 0

ðiâíÿííÿ êðèâî¨ äðóãîãî ïîðÿäêó. Òîäi iñíó¹ äåêàðòîâà ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êî-
îðäèíàò, â ÿêié ðiâíÿííÿ äàíî¨ êðèâî¨ íàáóâà¹ îäíîãî ç 9 âèãëÿäiâ:

1)
x2

a2
+
y2

b2
= 1 � åëiïñ,

2)
x2

a2
+
y2

b2
= −1 � óÿâíèé åëiïñ,

3)
x2

a2
− y2

b2
= 1 � ãiïåðáîëà,

4) y2 = 2px � ïàðàáîëà,

5)
x2

a2
− y2

b2
= 0 � ïàðà ïðÿìèõ, ùî ÿêi ïåðåòèíàþòüñÿ,

6)
x2

a2
+
y2

b2
= 0 � ïàðà óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ,

7) y2 = b2 � ïàðà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ (b 6= 0),

8) y2 = −b2 � ïàðà ïàðàëëåëüíûõ óÿâíèõ ïðÿìèõ (b 6= 0),

9) y2 = 0 � ïàðà ïðÿìèõ, ùî ñïiâïàäàþòü.
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Äîâåäåííÿ. A. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè a12 = 0. Îòðèìó¹ìî äåêiëüêà âàðiàí-
òiâ, ðîçãëÿíåìî êîæåí ç íèõ.
A1. ßêùî a11 6= 0 i a22 6= 0, òî çðîáèìî ïåðåòâîðåííÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

a11

(
x2 + 2

a13
a11

x+
a213
a211

)
+ a22

(
y2 + 2

a23
a22

y +
a223
a222

)
+ a33 −

a213
a11
− a223
a22︸ ︷︷ ︸

ã33

= 0

Çðîáèìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ:
x̃ = x+

a13
a11

,

ỹ = y +
a23
a22

.

Òîäi ó íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ìà¹ìî ðiâíÿííÿ:

a11x̃
2 + a22ỹ

2 + ã33 = 0.

ßêùî ã33 = 0, òî

• ïðè a11 · a22 > 0 öå ðiâíÿííÿ ïàðè óÿâíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ;

• ïðè a11 · a22 < 0 öå ðiâíÿííÿ ïàðè äiéñíèõ ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.

ßêùî ã33 6= 0, òî ïiñëÿ äiëåííÿ íà −ã33 ðiâíÿííÿ íàáóäå âèãëÿäó

λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 − 1 = 0, àáî λ1x̃
2 + λ2ỹ

2 = 1,

äå λ1 = −a11/ã33, λ2 = −a22/ã33. ßêùî òåïåð

• λ1 > 0, λ2 > 0, òî öå ðiâíÿííÿ åëiïñà;

• λ1 < 0, λ2 < 0, òî öå ðiâíÿííÿ óÿâíîãî åëiïñà;

• λ1λ2 < 0, òî öå ðiâíÿííÿ ãiïåðáîëè.

A2. ßêùî a11 = 0, a22 6= 0, a13 6= 0, òîäi çðîáèìî íàñòóïíå ïåðåòâîðåííÿ:

a22

(
y2 + 2

a23
a22

y +
a223
a222

)
+ 2a13x+ a33 −

a223
a22

= 0,

a22

(
y +

a23
a22

)2

+ 2a13

(
x+

1

2a13
(a33 −

a223
a22

)

)
= 0.

Âèêîíà¹ìî ïàðàëåëüíå ïåðåíåñåííÿ
ỹ = y +

a23
a22

,

x̃ = x+
1

2a13

(
a33 −

a223
a22

)
.
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Â íîâèõ êîîðäèíàòàõ îòðèìó¹ìî

a22 ỹ
2 = −2a13x̃,

i ïiñëÿ äiëåííÿ íà a22 îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè

ỹ2 = 2p x̃,

äå p = −a13/a22.
A3. ßêùî a11 = 0, a22 6= 0, a13 = 0, òîäi çðîáèìî íàñòóïíå ïåðåòâîðåííÿ:

a22

(
y2 + 2

a23
a22

y +
a223
a22

)
+ a33 −

a223
a22︸ ︷︷ ︸

ã33

= 0.

Ïiñëÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ {
x̃ = x,

ỹ = y +
a23
a22

ðiâíÿííÿ êðèâî¨ íàáóäå âèãëÿäó

a22ỹ
2 + ã33 = 0.

Ïiñëÿ äiëåííÿ íà a22 îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

ỹ2 = λ2,

äå λ2 = −
ã33
a22

. ßêùî

• λ2 > 0, òî öå ðiâíÿííÿ ïàðè ïàðàëåëüíèõ äiéñíèõ ïðÿìèõ;

• λ2 < 0, òî ýòî öå ðiâíÿííÿ ïàðè ïàðàëåëüíèõ óÿâíèõ ïðÿìèõ;

• λ2 = 0, òî ýòî öå ðiâíÿííÿ ïàðè ïðÿìèõ, ùî ñïiâïàäàþòü.

B. Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè a12 6= 0. Çðîáèìî îáåðòàííÿ íà êóò ϕ:{
x = x̃ cosϕ− ỹ sinϕ,
y = x̃ sinϕ+ ỹ cosϕ.

Ïîêàæåìî, ùî iñíó¹ òàêå îáåðòàííÿ, ùî â íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò ã12 = 0. Âèêî-
íà¹ìî ïiäñòàíîâêó

a11(x̃ cosϕ− ỹ sinϕ)2 + 2a12(x̃ cosϕ− ỹ sinϕ)(x̃ sinϕ+ ỹ cosϕ)+

a22(x̃ sinϕ+ ỹ cosϕ)2 + 2a13(x̃ cosϕ− ỹ sinϕ) + 2a23(x̃ sinϕ+ ỹ cosϕ) + c = 0.
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Çíàéäåìî êîåôiöè¹íò ïðè x̃ỹ i ïðèðiâíÿ¹ìî éîãî äî 0. Ïîñëiäîâíî îá÷èñëþ¹ìî

−2a11 cosϕ sinϕ+ 2a22 sinϕ cosϕ+ 2a12(cosϕ
2 − sinϕ2) = 0,

(a11 − a22) sin 2ϕ = 2a12 cos 2ϕ,

ctg 2ϕ =
a11 − a22
2a12

.

Îòæå, iñíó¹ òàêèé êóò ϕ =
1

2
arcctg

a11 − a22
2a12

, ùî ïiñëÿ îáåðòàííÿ â íîâié ñèñòåìi

êîîðäèíàò ã12 = 0, i ìè îòðèìó¹ìî âèïàäîê A.

7 Çàäà÷è äëÿ ñàìîñòiéíîãî ðîçâ'ÿçàííÿ

1. Íà ãiïåðáîëi x2− y
2

4
= 1 çíàéäiòü òî÷êè, ç ÿêèõ âiäðiçîê, ùî ç'¹äíó¹ ôîêóñè,

âèäíî ïiä ïðÿìèì êóòîì.

2. Çíàéäiòü êàíîíi÷íå ðiâíÿííÿ åëiïñà, ÿêùî ñóìà ïiâîñåé i âiäñòàíü ìiæ ôîêó-
ñàìè äîðiâíþþòü ïî 8 îä.

3. Íà åëiïñi
x2

a2
+
y2

b2
= 1 çíàéäiòü òî÷êó, äëÿ ÿêî¨ äîáóòîê ôîêàëüíèõ ðàäióñiâ-

âåêòîðiâ äîðiâíþ¹ êâàäðàòó ìàëî¨ ïiâîñi.

4. Çíàéäiòü êóò ìiæ àñèìïòîòàìè ãiïåðáîëè, â ÿêî¨ âiäñòàíü ìiæ ôîêóñàìè óäâi-
÷è áiëüøå âiäñòàíi ìiæ äèðåêòðèñàìè.

5. Çíàéäiòü âiäñòàíü ìiæ äîòè÷íèìè äî åëiïñà x2 + 2y2 = 1, ùî ïàðàëåëüíi äî
ïðÿìî¨ x+ y = 1.

6. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ïàðàáîëè, ÿêà ñèìåòðè÷íà âiäíîñíî îñi Oy i äîòèêà¹òüñÿ
ïðÿìèõ y + 2x = 0 òà 8x− 2y − 3 = 0.

7. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ñiì'¨ ãiïåðáîë çi ñïiëüíèìè äèðåêòðèñàìè x = ±d i ñïiëü-
íèì öåíòðîì â ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

8. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ñiì'¨ ãiïåðáîë çi ñïiëüíèìè àñèìïòîòàìè y = ±kx.

9. Çíàéäiòü ðiâíÿííÿ ñiì'¨ ïàðàáîë çi ñïiëüíîþ äèðåêòðèñîþ x = 0 òà ñèìåòðè-
÷íèõ âiäíîñíî îñi Ox.

10. Çíàéäiòü íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ðiâíÿííÿ Ax2 + By2 + 2Cx +
2Dy + E = 0 çàäà¹ åëiïñ.

11. Çíàéäiòü íåîáõiäíó i äîñòàòíþ óìîâó òîãî, ùî ðiâíÿííÿ Ax2 + By2 + 2Cx +
2Dy + E = 0 çàäà¹ ãiïåðáîëó.
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7.1 Âiäïîâiäi

1. 4 òî÷êè: (±3
√
5, ±4

√
5). 2. x2

25 + y2

9 = 1. 3. âåðøèíè âåëèêî¨ îñi. 4. 90 ãðàä.

5.
√
3. 6. y = 2x2 + 1/2. 7. x2

a2 −
d2y2

a2(a2−d2) = 1, a > |d|. 8. x2

a2 −
y2

k2a2 = ±1. 9.
y2 = −p2 + 2px, p 6= 0. 10. K = C2

A + D2

B −E, AB > 0, AK > 0, öåíòð (−C
A ,−

D
B ).

11. K = C2

A + D2

B − E 6= 0, < 0, (−C
A ,−

D
B ) - öåíòð.
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