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1 Постановка задачи
Пусть M – гладкое многообразие, N – группа Ли с левоинвариантной
метрикой 〈·, ·〉, N – ее алгебра Ли со скобкой Ли [·, ·], M → N – погру-
жение, dim M = n, dim N = n + q.

Грассманово отображение Φ: M → G(n, q) подмногообразия M опре-
деляется как результат переноса в TeN = N касательного пространства
в соответствующей точке M дифференциалом левого сдвига:

Φ(p) = dLp−1(TpM). (1)

Тут точка p отождествляется с ее образом при погружении.
В [1] было доказано, что грассманово отображение подмногообразия

евклидова пространства гармонично (в смысле гармонических отобра-
жений римановых многообразий, см. [2]) тогда и только тогда, когда
векторное поле средней кривизны подмногообразия параллельно. Это
утверждение обобщалось в различных постановках на пространства по-
стоянной кривизны, см. [3], [4], [5], [6]. В работе [7] доказано, что гауссово
отображение гиперповерхности в группе Ли с биинвариантной метрикой
гармонично тогда и только тогда, когда гиперповерхность имеет посто-
янную среднюю кривизну.

Пусть p – некоторая точка M , Y1, . . . , Yn и Yn+1, . . . , Yn+q – ортонор-
мированные базисы касательного пространства TpM ⊂ TpN и нормаль-
ного пространства NpM ⊂ TpN соответственно. Здесь и далее мы будем
обозначать через Yi как векторы касательного пространства TpN , так и
соответствующие им элементы алгебры Ли N . Рассмотрим на M инду-
цированную погружением риманову метрику. Скалярное произведение,
индуцируемое метрикой N на касательных пространствах, будем обозна-
чать через 〈·, ·〉, риманову связность метрики N – через ∇, нормальную
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связность погружения M в N – через ∇⊥, тензор кривизны связности
∇ – через R(·, ·)·.

Продолжим векторы Y1, . . . , Yn+q в некоторую окрестность U точ-
ки p полями E1, . . . , En+q, так, что E1, . . . , En в каждой точке U со-
ставляют ортонормированный базис касательного пространства к M , а
En+1, . . . , En+q – ортонормированный базис нормального пространства.
Для 1 6 i, j 6 n, n + 1 6 α 6 n + q обозначим через bα

ij = 〈∇Ei
Ej, Eα〉

коэффициенты второй фундаментальной формы подмногообразия M в
окрестности U . Векторное поле H средней кривизны погружения опре-
деляется на U выражением

H =
1

n

∑
16i6n

(∇Ei
Ei)

⊥ . (2)

Через (·)T и (·)⊥ обозначается проектирование на касательное расслоение
TM и нормальное расслоение NM соответственно. Говорят, что вектор-
ное поле средней кривизны параллельно, если ∇⊥

XH = 0 для любого
касательного X.

2 Критерий гармоничности
Теорема 1. Отображение Φ в точке p гармонично тогда и только
тогда, когда

∑
16i6n

〈R(Yj, Yi)Yi, Yα〉 −
∑

16i6n

〈∇(∇Yi
Yi)Yj, Yα〉+ 〈[nH, Yj], Yα〉+

2
∑

16i,k6n

bα
ik〈∇Yi

Yk, Yj〉+ 2
∑

16i6n,n+16γ6n+q

bγ
ij〈∇Yi

Yγ, Yα〉−
∑

16i6n

〈(∇Yi
Yj)

T , (∇Yi
Yα)T 〉+

∑
16i6n

〈(∇Yi
Yj)

⊥ , (∇Yi
Yα)⊥〉 = 0

(3)

для всех 1 6 j 6 n, n + 1 6 α 6 n + q.

Отметим что грассманово отображение подгруппы Ли постоянно и,
следовательно, гармонично.

Пусть N – группа Ли с биинвариантной метрикой. Алгебра Ли N
компактна, т.е. N = Z ⊕N ′, где прямая сумма ортогональна, Z абелева
и N ′ = [N ,N ] полупростая, причем форма Киллинга N ′ отрицательно
определена (см. [8]).
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Пусть M – вполне геодезическое подмногообразие N , Ψ: M → N –
соответствующее погружение, p – некоторая точка M . Рассмотрим по-
гружение Ψ′ = LΨ(p)−1 ◦ Ψ: M → N . Образ Ψ′(p) совпадает с единич-
ным элементом e группы Ли N . Грассманово отображение этого погру-
жения отображает каждую точку r ∈ M на подпространство Φ′(r) =
dLΨ′(p)−1 ◦ dΨ′(TrM) = dLΨ(p)−1 ◦ dΨ(TrM) = Φ(r), таким образом грас-
смановы отображения двух погружений совпадают. Левые сдвиги явля-
ются изометриями N , следовательно Ψ′ также вполне геодезично. Таким
образом, без ограничения общности можно предположить, что Ψ(p) = e.
Касательное пространство TeM является тройной системой Ли в N (см.,
например, [9]). Подпространство N = TeM + [TeM, TeM ] – компактная
подалгебра Ли, следовательно, имеет ортогональное прямое разложение
N = Z ⊕ N ′, где Z абелева, а N ′

= [N ,N ] полупроста. Рассмотрим
разложение Ya = Xa + Za для 1 6 a 6 n + q1, где Xa ∈ N ′, Za ∈ Z,
dimN = n + q1. Тогда для 1 6 a, b 6 n + q1 скобка Ли [Ya, Yb] = [Xa, Xb].
Обозначим через W подпространство, натянутое на X1, . . . , Xn (т.е., ор-
тогональную проекцию TeM на N ′). Это тройная система Ли в N ′, и
N ′

= W + [W ,W ]. Пересечение W = W ∩ [W ,W ] является идеалом
(здесь и далее под идеалами мы подразумеваем идеалы в N ). Алгебра
Ли N ′ полупроста, следовательно, ортогональное дополнение V кW так-
же является идеалом и равняется ортогональной прямой сумме

⊕
16l6m

Sl

простых идеалов Sl.

Теорема 2. Пусть M – гладкое погруженное вполне геодезическое под-
многообразие в группе Ли N с биинвариантной метрикой. Тогда

1. если ограничение метрики на V является отрицательным крат-
ным формы Киллинга (в частности, если V проста), то грассма-
ново отображение M в этой метрике гармонично;

2. если W ∩ V =
⊕

16l6m

Wl, где Wl ⊂ Sl – собственная тройная си-

стема Ли в Sl, т.е. Wl 6= 0 и Wl 6= Sl для каждого 1 6 l 6 m
(в частности, если V = 0), тогда грассманово отображение M
гармонично в любой биинвариантной метрике на N ;

3. если условие утверждения 2 не выполняется, то на N существу-
ет биинвариантная метрика такая, что грассманово отображе-
ние M негармонично.
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Рассмотрим пример. Пусть N – алгебра Ли so(3) ⊕ so(3) с ортого-
нальным базисом, состоящим из векторов e1, e2, e3, f1, f2, f3 с ненулевыми
скобками Ли

[e1, e2] = −[e2, e1] = e3, [e2, e3] = −[e3, e2] = e1, [e3, e1] = −[e1, e3] = e2,

[f1, f2] = −[f2, f1] = f3, [f2, f3] = −[f3, f2] = f1, [f3, f1] = −[f1, f3] = f2.

Выберем метрику так, что 〈ei, ej〉 = δij и 〈fi, fj〉 = δija
2, где 0 < a 6= 1.

ПустьW – подпространство, порожденное e1 +f1, e2−f2 и e3 +f3. Пусть
M = exp(W), тогда TeM = W .

Предложение 1. Подмногообразие M в связной односвязной группе
Ли N с алгеброй Ли N и выбранной указанным способом биинвариант-
ной метрикой является вполне геодезическим и имеет негармоническое
грассманово отображение.

3 Группы Гейзенберга
Пусть теперь N – (2m+1)-мерная группа Гейзенберга. Она представляет
собой пространство R2m+1 с глобальными координатами x1, . . . , xm, y1,
. . . , ym, z и ортонормированным базисом левоинвариантных векторных
полей

K1 = ∂
∂x1 , . . . , Km = ∂

∂xm ,
L1 = ∂

∂y1 + x1 ∂
∂z

, . . . , Lm = ∂
∂ym + xm ∂

∂z
,

Z = ∂
∂z

,

(4)

элементы которого связаны структурными соотношениями

[Ki, Lj] = δijZ, [Ki, Kj] = [Li, Lj] = [Ki, Z] = [Li, Z] = 0 (5)

для 1 6 i, j 6 m. Пусть M – цилиндрическое подмногообразие, т.е. пусть
в касательном пространстве каждой его точки присутствует вектор Z.
Интегральные траектории поля Z имеют вид z = t, поэтому M = M1×R,
где M1 – гладкое подмногообразие в подпространстве z = 0. Рассмотрим
на этом (2m)−мерном подпространстве естественную евклидову метрику
с ортонормированным базисом, состоящим из полей ∂

∂xi и ∂
∂yj для 1 6

i, j 6 m.

Предложение 2. Пусть в каждой точке p подмногообразия M вектор
Z является касательным. Тогда
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1. M = M1 × R минимально в N тогда и только тогда, когда M1

минимально в E2m;

2. векторное поле H средней кривизны M параллельно тогда и толь-
ко тогда, когда векторное поле H1 средней кривизны M1 как под-
многообразия евклидова пространства E2m параллельно и выпол-
няется условие (J(Z)H)⊥ = 0;

3. грассманово отображение M гармонично тогда и только тогда,
когда H1 параллельно.

Следствие 1. Пусть M – гиперповерхность, в каждой точке кото-
рой вектор Z является касательным. Тогда следующие утверждения
эквивалентны:

1. гауссово отображение M гармонично;

2. M имеет постоянную среднюю кривизну;

3. M является произведением гиперповерхности постоянной средней
кривизны E2m на R.

Для трехмерной группы Гейзенберга в [10] доказано:

Теорема 3. Пусть M – гладкая ориентируемая поверхность постоян-
ной средней кривизны в трехмерной группе Гейзенберга, гауссово отоб-
ражение которой гармонично. Тогда M является цилиндрическим.

Аналогичный результат для другого определения гауссова отображе-
ния (не совпадающего с гауссовым отображением поверхности в трех-
мерной группе Ли) получен в [11].
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Резюме
О грассмановом отображении подмногообразий в группах Ли

Приводится критерий гармоничности грассманова отображения по-
груженного гладкого подмногообразия некоторой группы Ли с левоин-
вариантной метрикой. Пользуясь полученным условием, мы получаем
критерии гармоничности этого отображения для вполне геодезических
подмногообразий в группах Ли с биинвариантной метрикой и для ци-
линдрических подмногообразий в группах Гейзенберга.

Abstract
On the Gauss map of submanifolds in Lie groups

A criterion for the harmonicity of the Gauss map of an immersed smooth
submanifold in some Lie group with left-invariant metric is given. Using the
obtained expression we obtain criteria for the harmonicity of this map in the
cases of totally geodesic submanifolds in Lie groups with biinvariant metric
and of cylindrical submanifolds in the Heisenberg groups.


