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ÓÄÊ 514.754

Ââåäåíèå

Ïóñòü (Mn,∇) � àôôèííîå n-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå ñî ñâÿçíîñòüþ ∇, (Rn+k, D)

� ñòàíäàðòíîå (àðèôìåòè÷åñêîå) àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî ñ ïëîñêîé ñâÿçíîñòüþ
D. Â ñîîòâåòñòâèè ñ [4], ïîãðóæåíèå f : (Mn,∇) → (Rn+k, D) íàçûâàåòñÿ àô-
ôèííûì, åñëè âäîëü ïîãðóæåíèÿ îïðåäåëåíî k-ìåðíîå òðàíñâåðñàëüíîå äèôôå-
ðåíöèðóåìîå ðàñïðåäåëåíèå Q òàêîå, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå DXf∗(Y ) =

f∗(∇XY )+h(X, Y ), h(X, Y ) ∈ Q, êîòîðîå îïðåäåëÿåò àôôèííóþ ôóíäàìåíòàëü-
íóþ ôîðìó h(X, Y ).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî òðàíñâåðñàëüíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ξ çàïèñûâàåòñÿ òàêæå
àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå DXξ = −f∗(SξX) + ∇⊥Xξ, êîòîðîå îïðåäåëÿåò îïåðàòîð
Âåéíãàðòåíà Sξ îòíîñèòåëüíî ξ è òðàíñâåðñàëüíóþ ñâÿçíîñòü ∇⊥.

Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà àôôèííûì ïîãðóæåíèÿì ñ âûðîæäåííîé àôôèí-
íîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìîé. Òàêèå ïîãðóæåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ ãèïåðïîâåðõíîñòåé
èçó÷àëèñü â [2], [3], [4], [5], à â ñëó÷àå áîëåå âûñîêîé êîðàçìåðíîñòè â [6], [7]. Òà-
êèå ïîäìíîãîîáðàçèÿ ÿâëÿþòñÿ ëèíåé÷àòûìè. Â ëåììå 1 ìû ââîäèì ñïåöèàëüíóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò âäîëü ïðÿìîëèíåéíîé îáðàçóþùåé è èññëåäóåì åå ñâîéñòâà.
Äàëåå íà îñíîâàíèè ýòîé ëåììû ìû äîêàçûâàåì äâå òåîðåìû, êîòîðûå äàþò äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè àôôèííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ.
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1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïîãðóæåíèå f : (Mn,∇) → (Rn+k, D). Ïóñòü ξ1, . . . ξk �
áàçèñ òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q. Àôôèííûå àíàëîãè ðàçëîæåíèé Ãàóññà
è Âåéíãàðòåíà äëÿ ïîãðóæåííîãî ìíîãîîáðàçèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ) + hα(X, Y )ξα, (1)

DXξα = −f∗(SαX) + τβ
α (X)ξβ , (2)

ãäå hα � êîìïîíåíòû àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, Sα � îïåðàòîðû Âåéí-
ãàðòåíà, τβ

α � ôîðìû òðàíñâåðñàëüíîé ñâÿçíîñòè îòíîñèòåëüíî áàçèñà ξ1, . . . , ξk

òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Â äàëüíåéøåì, äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé, f∗
áóäåì îïóñêàòü.

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îñíîâíûå óðàâíåíèÿ àôôèííûõ ïîãðóæåíèé:
óðàâíåíèå Ãàóññà

R(X, Y )Z = hα(Y, Z)SαX − hα(X, Z)SαY ; (3)

óðàâíåíèÿ Êîäàööè äëÿ h

(∇Xhα)(Y, Z) + τα
β (X)hβ(Y, Z) = (∇Y hα)(X, Z) + τα

β (Y )hβ(X, Z). (4)

Ýòè óðàâíåíèÿ â íåñêîëüêî äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî íàéòè â [2].
ßäðî (íóëü-ïðîñòðàíñòâî) N(x) àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â òî÷êå

x ∈ Mn îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

N(x) = ker hx =

k\
α=1

ker hα
x ,

ãäå ker hα
x = {X ∈ TxMn : hα

x (X, Y ) = 0 äëÿ âñåõ Y ∈ TxMn}.
Íóëü-èíäåêñîì àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ÷èñ-

ëî µx = dimker hx.
Â ðàáîòå [6] áûëî äîêàçàíà, ÷òî ÿäðî àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû â

òî÷êå x íå çàâèñèò îò âûáîðà òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.
Ïîäïðîñòðàíñòâà ker hx îáðàçóþò ãëàäêîå ðàñïðåäåëåíèå íà Mn, íàçûâàåìîå

íóëü-ðàñïðåäåëåíèåì àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû N : x 7→ ker hx. Ïîä
íóëü-ðàñïðåäåëåíèåì àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ îáû÷íî ïîäðàçóìåâàþò ðàñïðåäåëå-
íèå ÿäåð àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû [2], [3], [4].

Â ðàáîòå [6] áûëî äîêàçàíî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå N : x 7→ ker hx ÿâëÿåòñÿ èí-
òåãðèðóåìûì è âïîëíå ãåîäåçè÷íûì ñëîåíèåì íà Mn. Ñîîòâåòñòâóþùåå ñëîåíèå
FN íàçûâàåòñÿ íóëü-ñëîåíèåì.

Àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñ èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòüþ ∇ íàçûâàåòñÿ ïîë-
íûì, åñëè êàæäàÿ ∇-ãåîäåçè÷åñêàÿ áåñêîíå÷íî ïðîäîëæàåòñÿ ïî àôôèííîìó ïà-
ðàìåòðó. Ñëîåíèå FN íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè êàæäûé åãî ëèñò L ïîëíûé îò-
íîñèòåëüíî ∇, òî åñòü êàæäàÿ ∇-ãåîäåçè÷åñêàÿ â L áåñêîíå÷íî ïðîäîëæàåòcÿ îò-
íîñèòåëüíî àôôèííîãî ïàðàìåòðà. Èíäóöèðîâàííàÿ ñâÿçíîñòü íà êàæäîì ëèñòå
îïðåäåëÿåòñÿ íåçàâèñèìî îò âûáîðà òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Q è, â ÷àñò-
íîñòè, ñâîéñòâî ïîëíîòû FN íå çàâèñèò îò âûáîðà Q. Äîêàçàíî òàêæå [6], ÷òî
åñëè Mn � ïîëíîå ìíîãîîáðàçèå, òî êàæäûé ëèñò L ñëîåíèÿ FN ïîëíûé.

Ïîäìíîãîîáðàçèå f(Mn) ⊂ Rn+k íàçûâàåòñÿ àôôèííûì l-ëèíåé÷àòûì ïîä-
ìíîãîîáðàçèåì, åñëè îíî ðàññëàèâàåòñÿ íà l-ìåðíûå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà â
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Rn+k, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ îáðàçóþùèìè; òðàíñâåðñàëüíîå ñëîåíèþ (n−l)-ìåðíîå
ïîäìíîãîîáðàçèå â Mn íàçûâàåòñÿ áàçîé.

Ðàññìîòðèì àôôèííîå ïîãðóæåíèå f : Mn → Rn+k ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Mn.
Ïóñòü dimker h = µ = const 6= 0. Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå Ãàóññà (1), ñóæåííîå íà
ëèñò L íóëü-ñëîåíèÿ FN : DXf∗(Y ) = f∗(∇XY ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî f(L) � âïîëíå
ãåîäåçè÷åñêîå ïîäìíîãîîáðàçèå â Rn+k. Ïîñêîëüêó ñëîåíèå FN � ïîëíîå [6] è
dim Nx = µ = const = dim L, òî f(L) � ïðîñòî µ-ìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî Rµ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ïîäìíîãîîáðàçèÿ f(Mn) ïðîõîäèò µ-
ìåðíîå àôôèííîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ïðèíàäëåæàùåå ïîäìíîãîîáðàçèþ, ò.å. f(Mn)

ÿâëÿåòñÿ ëèíåé÷àòûì àôôèííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì ñ µ-ìåðíîé îáðàçóþùåé (èëè,
÷òî òî æå ñàìîå, ñ µ ïðÿìîëèíåéíûìè îáðàçóþùèìè). Êàæäàÿ ∇-ãåîäåçè÷åñêàÿ,
âûïóùåííàÿ â íàïðàâëåíèè âåêòîðà èç N îñòàåòñÿ â ñëîå è ñîîòâåòñòâóåò ïðÿìî-
ëèíåéíîé îáðàçóþùåé íà f(Mn).

Â ÷àñòíîñòè, ëèíåé÷àòîå ïîäìíîãîîáðàçèå ìîæåò áûòü àôôèííûì öèëèíäðîì
ñ µ-ìåðíîé îáðàçóþùåé, òî åñòü ïîäìíîãîîáðàçèåì â Rn+k, îáðàçîâàííûì ïàðàë-
ëåëüíûì ñåìåéñòâîì µ-ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â òî÷êàõ (n−µ)-ìåðíîãî ïîäìíîãî-
îáðàçèÿ, íàçûâàåìîãî áàçîé. Ýòî ïðîèñõîäèò â òîì ñëó÷àå, êîãäà íóëü-ðàñïðåäåëå-
íèå ïàðàëëåëüíî. Íàïîìíèì [4,3], ÷òî ðàñïðåäåëåíèå N íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëüíûì
îòíîñèòåëüíî ∇, åñëè äëÿ ëþáîé êðèâîé èç òî÷êè x â òî÷êó y, ïàðàëëåëüíîå ïå-
ðåíåñåíèå âäîëü êðèâîé îòíîñèòåëüíî ∇ îòîáðàæàåò N(x) â N(y). Ýòî ïðîèñõîäèò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ∇XY ∈ N äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X è ëþáîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ Y ∈ N . Ýòî óñëîâèå íå çàâèñèò îò âûáîðà òðàíñâåðñàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ è ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáîé èíäóöèðîâàííîé ñâÿçíîñòè. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî ãîâîðèòü î ïàðàëëåëüíîñòè íóëü-ðàñïðåäåëåíèÿ àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ.

Àôôèííûå ãèïåðïîâåðõíîñòè ñ ïàðàëëåëüíûì íóëü-ðàñïðåäåëåíèåì áûëè èçó-
÷åíû Ê. Nomizu, B. Opozda â [3]. Èìè áûëà äîêàçàíà òåîðåìà î ãëîáàëüíîì öèëèí-
äðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè òàêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè. Â ñëó÷àå àôôèííîãî ïîãðóæå-
íèÿ áîëüøåé êîðàçìåðíîñòè èìååò ìåñòî àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà. Äîêàçàòåëüñòâî
ïî÷òè äîñëîâíî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî â ñëó÷àå ãèïåðïîâåðõíîñòè.

Òåîðåìû 1 è 2 äàþò íåêîòîðûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ íóëü-ðàñïðå-
äåëåíèå ïàðàëëåëüíî è àôôèííîå ïîãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ ïîãðóæåíèåì öèëèíäðà.

2 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíûõ òåîðåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùàÿ

Ëåììà 1 Ïóñòü f : Mn → Rn+k àôôèííîå ïîãðóæåíèå ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ
Mn. Ïóñòü x(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ ñ àôôèííûì ïàðàìåòðîì t, x′(t) = X ∈ N . Ïóñòü
{e1, . . . , en} � ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåêòîðíûå ïîëÿ òàêèå, ÷òî â òî÷êå x0 =

x(0) âåêòîðû {en−µ+1, . . . , en} îáðàçóþò áàçèñ ker hx0 (dimker hx0 = µ). Ïóñòü
Ui(t) (i = 1, n) � ïàðàëëåëüíûå âäîëü x(t) âåêòîðíûå ïîëÿ òàêèå, ÷òî Ui(0) = ei

è ∇Ui
X = µs

i Us. Òîãäà âåêòîðíûå ïîëÿ {Un−µ+1(t), . . . , Un(t)} îáðàçóþò áàçèñ
ker hx(t). Âåùåñòâåííûé ñïåêòð ìàòðèöû M(t), ñîñòàâëåííîé èç ôóíêöèé µs

i ,
ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t ñîñòîèò òîëüêî ëèøü èç íóëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî Âûáåðåì òàêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ àôôèííîãî ïîãðóæåíèÿ f :

Mn → Rn+k è áàçèñ â òðàíñâåðñàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè [6], ÷òî

τα
β (Y ) = 0 ∀α, β = 1, k, ∀Y ∈ N . (5)
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Ïóñòü x0 ∈ Mn, X0 ∈ N . Ïóñòü x(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå
x0 è èìåþùàÿ â ýòîé òî÷êå íàïðàâëåíèå X0. Ïîñêîëüêó Mn � ïîëíîå ìíîãîîáðà-
çèå, òî êàæäûé ëèñò ñëîåíèÿ FN ïîëíûé [6]. Ïóñòü X � âåêòîðíîå ïîëå, êîòîðîå
ñîâïàäàåò ñ êàñàòåëüíûì âåêòîðîì x′(t) â òî÷êå x(t), òîãäà ∇XX = 0 è X ∈ N .

Âîçüìåì ïàðàëëåëüíûå âäîëü x(t) âåêòîðíûå ïîëÿ Ui (i = 1, n) òàêèå, ÷òî â òî÷-
êå x0 = x(0) Ui(x0) = ei. Ïî óñëîâèþ â òî÷êå x0 dimker hx0 = µ è {en−µ+1, . . . , en} �
áàçèñ ker hx0 .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè (ρα)ij(t) (α = 1, k, i, j = 1, n), êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì (ρα)ij = hα(Ui, Uj). Â òî÷êå x0, òî åñòü ïðè t = 0, ñîñòàâëåí-
íàÿ èç ôóíêöèé (ρα)ij(t) ìàòðèöà Pα(t) èìååò âèä:

Pα
0 = Pα(0) =

�
P̃α

0 O

O O

�
, (6)

ãäå P̃α
0 � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n−µ)× (n−µ), O � íóëåâûå ìàòðèöû ñîîò-

âåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò α òàêîå, ÷òî det P̃α
0 6= 0. Íå íàðóøàÿ

îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî det P̃ 1
0 6= 0. Íàéäåì ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé (ρα)ij(t)

ïî íàïðàâëåíèþ âåêòîðíîãî ïîëÿ X:

X(ρα)ij =(∇Xhα)(Ui, Uj) + hα(∇XUi, Uj) + hα(Ui,∇XUj)=(∇Xhα)(Ui, Uj).

Èç óðàâíåíèé Êîäàööè äëÿ h (4) è (5) ñëåäóåò, ÷òî

X(ρα)ij = (∇Ui
hα)(X, Uj) = Ui(h

α(X, Uj))− hα(∇Ui
X, Uj)− hα(X, ∇Ui

Uj) =

= −hα(∇Ui
X, Uj).

Ïóñòü∇Ui
X = µs

i Us, òîãäà X(ρα)ij = −hα(µs
i Us, Uj) = −µs

i (ρ
α)sj = −(ρα)jsµ

s
i .

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

dPα(t)

dt
= −Pα(t)M(t), (7)

ãäå M(t) � ìàòðèöà, ñîñòàâëåííàÿ èç ôóíêöèé µs
i (t). Ðàññìîòðèì

∇X(∇Ui
X) = ∇X(µs

i Us) = X(µs
i )Us + µs

i∇XUs = X(µs
i )Us. Èç óðàâíåíèÿ Ãàóñ-

ñà (3) ñëåäóåò, ÷òî ker h ⊂ ker R è X ∈ ker R, òî åñòü

R(X, Ui)X = ∇X(∇Ui
X)−∇Ui

(∇XX)−∇[X, Ui]X = 0 ∀Ui.

Òàêèì îáðàçîì,

∇X(∇Ui
X) = ∇[X, Ui]X = ∇∇XUi−∇Ui

XX = −∇∇Ui
XX = −∇µl

iUl
X = −µl

iµ
s
l Us.

Ñëåäîâàòåëüíî, X(µs
i ) = −µl

iµ
s
l = −µs

l µ
l
i. Ïîëó÷àåì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå

dM(t)

dt
= −M2(t), (8)

Ñëîåíèå FN âïîëíå ãåîäåçè÷íî [6], òî åñòü äëÿ ëþáûõ âåêòîðíûõ ïîëåé Y è
Z ïðèíàäëåæàùèõ N , ∇Y Z òàêæå ïðèíàäëåæèò N . Ïîñêîëüêó {en−µ+1, . . . , en} �
áàçèñ ker hx0 , çàêëþ÷àåì, ÷òî ìàòðèöà M0 = M(0) èìååò ñëåäóþùèé âèä

M(0) = M0 =

�
M̃1

0 O

∗ M̃2
0

�
n×n

, (9)
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ãäå M̃1
0 � ìàòðèöà ðàçìåðà (n− µ)× (n− µ).

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç äâóõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (7), (8) ñ íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè Pα(0) = Pα

0 , M(0) = M0 (6, 9). Ïðåäïîëîæèì ìàòðèöà M(t) ÿâëÿþùà-
ÿñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (8, 9) íàéäåíà, òîãäà ðåøåíèÿìè (7, 6) ÿâëÿþòñÿ
Pα(t) = Pα

0 · P (t) äëÿ âñåõ α = 1, k, ãäå P (t) � ðåøåíèå (7) ñ íà÷àëüíûì óñëî-
âèåì P (0) = En (En � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà n× n).

Åñëè ìàòðèöà M0 íóëåâàÿ, òî ðåøåíèåì (8) ÿâëÿåòñÿ M(t) ≡ 0, è ñîîòâåòñòâåí-
íî ðåøåíèÿìè (7) ÿâëÿþòñÿ Pα(t) ≡ Pα

0 α = 1, k.
Åñëè ìàòðèöà M0 íåíóëåâàÿ, òî ïðåîáðàçîâàíèåì áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå ïðè ïîìîùè ïîñòîÿííîé ìàòðèöû

Bn×n =

�
A(n−µ)×(n−µ) O(n−µ)×µ

Dµ×(n−µ) Cµ×µ

�
,

ãäå O(n−µ)×µ � íóëåâàÿ ìàòðèöà, ìîæíî ïðèâåñòè ìàòðèöó M0 ê æîðäàíîâîé
ôîðìå. Ïðè ýòîì ïîñëåäíèå µ âåêòîðîâ áàçèñà â òî÷êå x0 îñòàíóòñÿ â ÿäðå àô-
ôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû ker hx0 , óðàâíåíèÿ (7), (8) è âèä ìàòðèö Pα

0 (6)
íå èçìåíÿòñÿ. Ïîñêîëüêó M0 èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä, òî ìàòðèöà M(t)

òîæå èìååò êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíûé âèä ñ òàêèì æå ðàçìåðîì êëåòîê, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñàìà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ âèäà (8). Ìàòðèöó P (t), ÿâëÿþùóþ-
ñÿ ðåøåíèåì (7) òàêæå ìîæíî èñêàòü â êëåòî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå, ãäå êàæäàÿ
êëåòêà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (7) è ïðè t = 0 ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé. Íàéäåì
ýòè ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âèäà æîðäàíîâûõ êëåòîê ìàòðèöû M0.

Äëÿ Js(a) =

0BBBBBB@
a 0 0 . . . 0

1 a 0 . . . 0

0 1 a . . . 0
...
...
...
. . .

...
0 0 0 . . . a

1CCCCCCA
s×s

è J1(a) = a (ïðè a 6= 0), à òàêæå

äëÿ Js(a + ib) =

0BBBBBBBBBB@

a b 0 0 . . . 0 0

−b a 0 0 . . . 0 0

1 0 a b . . . 0 0

0 1 −b a . . . 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 . . . a b

0 0 0 0 . . . −b a

1CCCCCCCCCCA
2s×2s

, J1(a + ib) =

�
a b

−b a

�
(ïðè b 6= 0)

ðåøåíèÿ ñèñòåì (8) è (7) èìåþò îäèíàêîâûé âèä:

MJ (t) = J(Jt + E)−1, PJ (t) = (Jt + E)−1,

ãäå J îáîçíà÷åíà ñîîòâåòñòâóþùàÿ æîðäàíîâà êëåòêà, à E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà.
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Äëÿ æîðäàíîâîé êëåòêè Js(0) =

0BBBBBB@
0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0

0 1 0 . . . 0 0
...
...
...
. . .

...
0 0 0 . . . 1 0

1CCCCCCA
s×s

MJs(0)(t) =

0BBBBBBBB@
0 0 0 . . . 0 0

1 0 0 . . . 0 0

−t 1 0 . . . 0 0

t2 −t 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...
...

(−t)s−2 (−t)s−3 (−t)s−4 . . . 1 0

1CCCCCCCCA
s×s

,

PJs(0)(t) =

0BBBBBB@
1 0 0 . . . 0 0

−t 1 0 . . . 0 0

t2 −t 1 . . . 0 0
...

...
...

. . .
...

...
(−t)s−1 (−t)s−2 (−t)s−3 . . . −t 1

1CCCCCCA
s×s

,

òî åñòü MJs(0)(t) =
s−2P
i=0

(−t)iJ i+1
s (0), PJs(0)(t) = Es +

s−1P
i=1

(−tJs(0))i.

Äëÿ J1(0) = 0 èìååì MJ1(0)(t) = 0, PJ1(0)(t) = 1.
Äëÿ æîðäàíîâûõ êëåòîê Ji(a) (a 6= 0) ïðè t = −1

a ìàòðèöà MJi(a)(t) èìååò
îñîáåííîñòü, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî ïîäìíîãîîáðàçèå ãëàäêîå è ãåîäåçè÷åñêàÿ
x(t) ïðîäîëæàåòñÿ áåñêîíå÷íî ïî àôôèííîìó ïàðàìåòðó t.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé, êîãäà ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû M0 ÿâëÿåòñÿ âå-
ùåñòâåííûì íåíóëåâûì, èñêëþ÷åí. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïåêòð ìàòðèöû M0 ñîñòîèò
èç íóëÿ è êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë.

Êàê ìû âèäèì, äëÿ âñåõ æîðäàíîâûõ êëåòîê J ñîîòâåòñòâóþùèå èì ìàò-
ðèöû MJ (t) è PJ (t) èìåþò íèæíå-òðåóãîëüíûé âèä. Ñëåäîâàòåëüíî, êëåòî÷íî-
äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû M(t) è P (t) òàêæå èìåþò íèæíå-òðåóãîëüíûé âèä. Çàïè-
øåì ìàòðèöó P (t) â âèäå

P (t) =

�
P̃ (t) O

O P̂ (t)

�
n×n

,

ãäå P̃ (t) � ìàòðèöà ðàçìåðà (n− µ)× (n− µ).
Ñ ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (6), ïîëó÷àåì

Pα(t) =

�
P̃α

0 · P̃ (t) O

O O

�
, α = 1, k.

Òàêèì îáðàçîì, {Un−µ+1(t), . . . , Un(t)} � áàçèñ ker hx(t). Ëåììà äîêàçàíà.

Èçâåñòíî, ÷òî íóëü-ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïîëíîå [6]. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî îíî óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ïàðàëëåëüíîñòè. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ äâóõ
ðàçëè÷íûõ ëèñòîâ L1 è L2 èç FN ïîäïðîñòðàíñòâà f(L1) è f(L2) ÿâëÿþòñÿ D-
ïàðàëëåëüíûìè â Rn+k àôôèííûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè. Ïóñòü x(t) � ïðîèçâîëü-
íàÿ êðèâàÿ èç x1 ∈ L1 â x2 ∈ L2, x1 = x(t1), x2 = x(t2) è ïóñòü Y � ïðîèçâîëüíûé
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âåêòîð, êàñàòåëüíûé ê ñëîþ L1 â òî÷êå x1. Ïåðåíåñåì åãî ïàðàëëåëüíî âäîëü x(t),
ïîëó÷èì Y (t) � ∇-ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå âäîëü êðèâîé. Ïîñêîëüêó N �
ïàðàëëåëüíî, òîãäà Y (t) ∈ N ∀t è

Dtf∗(Y (t)) = f∗(∇tY (t)) + hα(xt, Y (t))ξα = 0.

×òî îçíà÷àåò, ÷òî f∗(Y (t)) � D-ïàðàëëåëüíîå âåêòîðíîå ïîëå â Rn+k. Ñëåäîâà-
òåëüíî, f(L1) è f(L2) � ïàðàëëåëüíûå àôôèííûå ïîäïðîñòðàíñòâà â Rn+k.

Ââåäåì íåñêîëüêî íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé, àíàëîãè÷íûõ îïðåäåëåíèÿì, ïðåä-
ëîæåííûì À.À. Áîðèñåíêî äëÿ ðèìàíîâûõ ïîäìíîãîîáðàçèé [1].

Ðàíãîì àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû íàçûâàåòñÿ

r(x) = max
ξ∈Qx

r(x, ξ),

ãäå Qx � òðàíñâåðñàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå â òî÷êå x, r(x, ξ) � ðàíã àôôèííîé ôóí-
äàìåíòàëüíîé ôîðìû îòíîñèòåëüíî âåêòîðà ξ â òî÷êå x.

Ïóñòü àôôèííàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà îòíîñèòåëüíî òðàíñâåðñàëüíîãî âåê-
òîðà ξ â òî÷êå x ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó èìååò k1 ïîëîæèòåëüíûõ
è k2 îòðèöàòåëüíûõ ÷ëåíîâ. Ïîëîæèì

j(x, ξ) = min(k1, k2).

Òèïîì òî÷êè x íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

j(x) = min j(x, ξ),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òðàíñâåðñàëüíûì âåêòîðàì â òî÷êå x, äëÿ êîòîðûõ
r(x, ξ) = r(x).

Ïîäìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç òî÷åê íóëåâîãî òèïà, åñëè ñóùåñòâóåò âåêòîðíîå
ïîëå ξ â òðàíñâåðñàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè, òàêîå ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó àôôèí-
íàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ôîðìà èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îäíîãî çíàêà.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì àíàëîãîì òåîðåìû äëÿ ìíîãîìåðíîãî
ïîäìíîãîîáðàçèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðàÿ áûëà äîêàçàíà À.À. Áîðè-
ñåíêî [1].

Òåîðåìà 1 Ïóñòü äàíî àôôèííîå ïîãðóæåíèå f : Mn → Rn+k ïîëíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn ñ íåïóñòûì íóëü-ðàñïðåäåëåíèåì àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû.
Åñëè j(x) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ Mn, òî åñòü àôôèííîå ïîäìíîãîîáðàçèå ñîñòîèò èç
òî÷åê íóëåâîãî òèïà, òîãäà íóëü-ðàñïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíî è ïîäìíîãîîáðàçèå
ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì öèëèíäðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî Çàôèêñèðóåì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó x0 ∈ Mn è ïðîèçâîëüíîå íà-
ïðàâëåíèå X0 ∈ N(x0). Ïóñòü x(t) � ãåîäåçè÷åñêàÿ, íà÷èíàþùàÿñÿ â òî÷êå x0 è
èìåþùàÿ â ýòîé òî÷êå íàïðàâëåíèå X0, x(0) = x0. Ïóñòü dimker hx0 = µ > 0.
Îñóùåñòâèì ïîñòðîåíèÿ àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì ïðè äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 1.
Ïóñòü P0 � ìàòðèöà àôôèííîé ôóíäàìåíòàëüíîé ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùåé âåê-
òîðíîìó ïîëþ ξ â òî÷êå x0. Òîãäà

P0 =

�
P̃0 O

O O

�
,
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ãäå P̃0 � ìàòðèöà ðàçìåðà (n − µ) × (n − µ), O � íóëåâûå ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ðàçìåðîâ, ïðè÷åì P̃0 íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà è âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îäíîãî çíàêà. Ïîñêîëüêó Pα(t) � ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, òî èç âèäà óðàâíåíèé
(7), çàêëþ÷àåì, ÷òî

Pα(t) ·M(t) = M>(t) · Pα(t) ∀ t.

Ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò ìàòðèöû P0 è M0 = M(0). Èñõîäÿ èç áëî÷-
íîãî âèäà ýòèõ ìàòðèö (6, 9), çàêëþ÷àåì, ÷òî ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿþò
ìàòðèöû P̃0 è M̃1

0 . Òàêèì îáðàçîì

P̃0 · M̃1
0 = M̃1>

0 · P̃0.

Ïîñêîëüêó P̃0 � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà, òî åå ìîæíî ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíî-
ìó âèäó, ò. å. ñóùåñòâóåò îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T(n−µ)×(n−µ) òàêàÿ, ÷òî P̃0 =

T−1D0T , ãäå D0 � íåâûðîæäåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà (n−µ)×(n−µ).
Îñóùåñòâèì ïðåîáðàçîâàíèå áàçèñà êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà â êàæäîé òî÷êå
ïðè ïîìîùè ïîñòîÿííîé ìàòðèöû

�
T O

O E

�
n×n

, ãäå O è E � íóëåâàÿ è åäèíè÷-

íàÿ ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðîâ. Ïðè òàêîì ïðåîáðàçîâàíèè êîîðäèíàò
M̃1

0 = T−1M̂1
0 T , M̃1>

0 = T−1M̂1>
0 T , ïîñêîëüêó T−1 = T>. Ñëåäîâàòåëüíî,

T−1D0T · T−1M̂1
0 T = T−1(M̂1>

0 )T · T−1D0T, ⇒ M̂1
0 = D−1

0 (M̂1>
0 )D0.

Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ D0 îäíîãî çíàêà, òî D0 = ±Λ2 = ±Λ>Λ, ãäå
Λ � òàêæå äèàãîíàëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà.

M̂1
0 = Λ−1(Λ>)−1(M̂1>

0 )Λ>Λ, ⇒ M̂1
0 = Λ−1(ΛM̂1

0 Λ−1)>Λ.

Òàêèì îáðàçîì, ΛM̂1
0 Λ−1 = (ΛM̂1

0 Λ−1)>, òî åñòü ñóùåñòâóåò ñèñòåìà êîîðäèíàò, â
êîòîðîé ìàòðèöà M̃1

0 ñèììåòðè÷íà. Ïî äîêàçàííîìó âûøå âåùåñòâåííûé ñïåêòð
ìàòðèöû M0 (9), à ñëåäîâàòåëüíî è M̃1

0 , ñîñòîèò òîëüêî ëèøü èç íóëÿ.
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà M̃1

0 íóëåâàÿ. Æîðäàíîâà ôîðìà M0 èìååò âèä�
O(n−µ)×(n−µ) O

O M̂2
0

�
n×n

, M(t) =

�
O(n−µ)×(n−µ) O

O M̂(t)

�
n×n

. Òàêèì îáðàçîì,

â òî÷êå x0 è âäîëü âñåé ãåîäåçè÷åñêîé x(t) ∇Ui
X ∈ Lin {Un−µ+1(t), . . . , Un(t)} =

ker hx(t) ∀ i = 1, n. Ïîñêîëüêó x0 è X0 áûëè âûáðàíû ïðîèçâîëüíî, òî ∇Y X ∈ N
äëÿ ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ Y è ëþáîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ X ∈ N . Ñëåäîâàòåëüíî,
íóëü-ðàñïðåäåëåíèå ïàðàëëåëüíî.

Ïîñêîëüêó âåêòîðíûå ïîëÿ {Un−µ+1(t), . . . , Un(t)} îáðàçóþò áàçèñ ker hx(t),
òî dimker hx ≥ µ > 0. Ïîäìíîãîîáðàçèå f(Mn) ÿâëÿåòñÿ öèëèíäðîì ñ µ-ìåðíîé
îáðàçóþùåé.

Íà îñíîâàíèè ëåììû 1 ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ òàêæå ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 2 Ïóñòü äàíî àôôèííîå ïîãðóæåíèå f : Mn → Rn+k ïîëíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ Mn. Åñëè dimker h = n − 1, òîãäà f(Mn) ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì öèëèíäðîì
ñ (n− 1)-ìåðíîé îáðàçóþùåé.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè äâà äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿ öèëèíäðè÷íîñòè àô-
ôèííîãî ïîãðóæåíèÿ ïîëíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñ âûðîæäåííîé àôôèííîé ôóíäàìåí-
òàëüíîé ôîðìîé. Åñëè íå òðåáîâàòü ïîëíîòû ïîãðóæàåìîãî ìíîãîîáðàçèÿ, òî ìîæ-
íî ãîâîðèòü î ëîêàëüíîì öèëèíäðè÷åñêîì ïðåäñòàâëåíèè ïîãðóæåíèÿ.
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On cylinder representation of a�ne immersions

The multi-dimensional a�ne immersion with degenerate a�ne fundamental form is
considered. Su�cient conditions under which the nullity is the parallel and a�ne
immersion is a cylinder were found.


