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Linear bendings of right convex polyhedra, which increase the volume, are
considered. Previous results on volume increasing linear bendings by A.D.
Milka, D.D. Bleecker, V.A. Alexandrov are improved. For instance, the
obtained relative volume increase for the right tetrahedron is 1.4400047...Êëþ÷åâûå ñëîâà: linear bending, right polyhedron, right pyramid, thin elas-ti
 shell ÂâåäåíèåÀ.Â. Ïîãîðåëîâûì çàìå÷åíî, ÷òî òîíêàÿ óïðóãàÿ çàìêíóòàÿâûïóêëàÿ îáîëî÷êà, íàãðóæåííàÿ âíóòðåííèì äàâëåíèåì, òå-ðÿåò óñòîé÷èâîñòü ñ ïîñëåäóþùèì óâåëè÷åíèåì îãðàíè÷èâàå-ìîãî åþ îáúåìà [1℄� [2℄. Ïðåäëîæåííûé èì ãåîìåòðè÷åñêèé ïîä-õîä îñíîâûâàåòñÿ íà îðèãèíàëüíîì ïðèíöèïå èçîìåòðèè: áîëü-øàÿ çàêðèòè÷åñêàÿ äå�îðìàöèÿ îáîëî÷êè àñèìïòîòè÷åñêè òî÷-íî ïðèáëèæàåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì � èçãèáà-íèåì � åå ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Òàê âîçíèêëà àêòóàëüíàÿ äëÿ
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Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 153ãåîìåòðîâ è ìåõàíèêîâ íåòðèâèàëüíàÿ ïðîáëåìà: íàéòè õàðàê-òåðíûå ïðèìåðû âûïóêëûõ ïîâåðõíîñòåé, íåïðåðûâíî èçãèáà-þùèõñÿ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà; äàòü ÷èñëåííûå âûðàæåíèÿ ïà-ðàìåòðîâ èçãèáàíèÿ; äëÿ êîíêðåòíûõ ïîâåðõíîñòåé íàéòè ìàê-ñèìóì îòíîñèòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà. Ïåðâûå èññëåäîâà-íèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè áûëè âûïîëíåíû äëÿ ìíîãîãðàííèêîââ ðàáîòàõ [3℄, [4℄, [5℄.Â [3℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå èçãèáàíèÿïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Àâòîðîì âûñêàçûâàåòñÿ ãèïîòå-çà, ÷òî òàêèå èçãèáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîòåðå óñòîé÷èâîñòèîáîëî÷êè ïîä âíóòðåííèì äàâëåíèåì. ×èñëåííûå âûðàæåíèÿäëÿ óâåëè÷åíèÿ îáúåìîâ ìíîãîãðàííèêîâ â [3℄ íå ïðèâîäÿòñÿ.Íåçàâèñèìî â [4℄ äåòàëüíî è â íàãëÿäíîé ãåîìåòðè÷åñêîé èí-òåðïðåòàöèè èçëàãàþòñÿ òå æå ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå èçãèáà-íèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ, óñòàíàâëèâàþòñÿ àíàëèòè÷å-ñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ îáúåìîâ äå�îðìèðóþùèõñÿ ìíîãîãðàííè-êîâ è íàõîäÿòñÿ ìàêñèìóìû äîñòèæèìûõ óâåëè÷åíèé îáúåìîâ.Â [5℄ óêàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê, âîçíèêàþùèéïðè îïèñàííîì â [3℄� [4℄ ëèíåéíîì èçãèáàíèè òåòðàýäðà, îáú-åì êîòîðîãî áëèçîê ê óïîìÿíóòîìó ìàêñèìóìó. �åîìåòðè÷åñêèýòîò ñïåöèàëüíûé ìíîãîãðàííèê ïðåäåëüíî ïðîñòî ñâÿçàí ñ èñ-õîäíûì òåòðàýäðîì (ñì. �èñ. 9); àíàëîãè÷íûå ìíîãîãðàííèêèìîæíî âûäåëèòü â õîäå ëèíåéíûõ èçãèáàíèé äðóãèõ ïðàâèëü-íûõ ìíîãîãðàííèêîâ � áóäåì íàçûâàòü èõ ñòàíäàðòíûìè ìíî-ãîãðàííèêàìè. Â [6℄ ê ñòàíäàðòíûì ìíîãîãðàííèêàì ïðèìåíÿ-åòñÿ ëèíåéíîå èçãèáàíèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ íà îñíîâå îïèñàí-íîãî â [3℄ ëèíåéíîãî èçãèáàíèÿ òåòðàýäðà; ââåäåííàÿ êîíñòðóê-öèÿ èìååò èòåðàöèîííûé õàðàêòåð, âûïîëíåí ïåðâûé øàã èòå-ðàöèè � ýòîãî øàãà îêàçàëîñü äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâåí-íî óñèëèòü ðåçóëüòàòû [4℄; ñðåäè ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâíàèáîëåå çíà÷èòåëüíîå îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå îáúåìà áûëîïîëó÷åíî äëÿ òåòðàýäðà è ñîñòàâèëî ≈ 1.41575% [6℄ ïî ñðàâíå-íèþ ñ ≈ 1.37718% [4℄ è ≈ 1.37714% [5℄.



154 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéÂ äàííîé ðàáîòå, ïðèìåíÿÿ óïîìÿíóòûé èòåðàöèîííûé ïðî-öåññ, ìû óñòàíàâëèâàåì äàëüíåéøèé ðîñò îòíîñèòåëüíîãî óâå-ëè÷åíèÿ îáúåìîâ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ. Â òàáëèöå ïðè-âåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû èç [4℄, [6℄ è ïî-ëó÷åííûå íàìè íîâûå ðåçóëüòàòû çà 6 øàãîâ èòåðàöèé; ìû ïî-ëàãàåì, ÷òî äëÿ òåòðàýäðà ìàêñèìóì îòíîñèòåëüíîãî óâåëè÷å-íèÿ îáúåìà ðàâíÿåòñÿ 1.5:Áëèêåð Ìèëêà ÀâòîðûÒåòðàýäð 1.37718257... 1.41575603... 1.44000470...Êóá 1.21865263... 1.23397824... 1.24030167...Îêòàýäð 1.11580800... 1.13233864... 1.13589463...Äîäåêàýäð 1.09339757... 1.09733081... 1.09723965...Èêîñàýäð 1.03631161... 1.05274569... 1.04272167...Ýòè è ïîäîáíûå èì ðåçóëüòàòû, êðîìå ìàòåìàòè÷åñêîé èõçíà÷èìîñòè, íåáåçèíòåðåñíû äëÿ èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèé.Îíè ìîãóò ïîäñêàçàòü âîçìîæíûå ïðè÷èíû íåêîòîðûõ íåîæè-äàííûõ è íåîáúÿñíèìûõ ðàçðóøåíèé áîëüøèõ ðåçåðâóàðîâ�õðàíèëèù, êîðïóñîâ àâèàëàéíåðîâ è ãëóáîêîâîäíûõ ïîäâîäíûõëîäîê. Òàêèå àâàðèè õîðîøî èçâåñòíû â èñòîðèè òåõíèêè [7℄.Äà è ïðèðîäà íå ìîæåò îòêàçàòüñÿ îò óâåëè÷åíèÿ îáúåìà òåëà,åñëè â êðèòè÷åñêîé ñèòóàöèè ýòà âîçìîæíîñòü ïðåäóñìîòðå-íà ãåîìåòðè÷åñêè; ïðèìåðû � íàêàïëèâàþùèåñÿ íàïðÿæåíèÿâ êîðå Çåìëè, ïðèâîäÿùèå ê âíåçàïíûì è êàòàñòðî�è÷åñêèìçåìëåòðÿñåíèÿì è èçâåðæåíèÿì âóëêàíîâ, â ÷àñòíîñòè � ñ îá-ðàçîâàíèåì êàëüäåð [6℄.1. Ëèíåéíîå èçãèáàíèå ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû1.1. �åîìåòðè÷åñêàÿ êîíñòðóêöèÿ. �àññìîòðèì òåëåñíóþïðàâèëüíóþ ïèðàìèäó Λ, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæèò ïðàâèëü-íûé n-óãîëüíèê Σ. Îñíîâíûìè ïàðàìåòðàìè, îïðåäåëÿþùèìèìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïèðàìèäû Λ, ÿâëÿþòñÿ α = 2π
n � öåí-òðàëüíûé óãîë îñíîâàíèÿ, β � óãîë áîêîâîé ãðàíè ïðè âåðøèíåïèðàìèäû, a � äëèíà ñòîðîíû îñíîâàíèÿ, b � äëèíà áîêîâîãî



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 155ðåáðà, h � âûñîòà ïèðàìèäû, r � ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàí-íîé âîêðóã îñíîâàíèÿ. Îáúåì ïèðàìèäû îáîçíà÷èì V . Ìåæäóóêàçàííûìè âåëè÷èíàìè èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ýëåìåíòàðíûå ñî-îòíîøåíèÿ:
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.Ïèðàìèäà Λ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì óãëà α = 2π
n ,óãëà 0 < β < α è ðàäèóñà r > 0.Âåðøèíû n-óãîëüíèêà Σ îáîçíà÷èì Pk, âåðøèíó ïèðàìèäû� P . �àñïîëîæèì ïèðàìèäó Λ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íà÷àëî Oðàñïîëàãàëîñü â öåíòðå îñíîâàíèÿ Σ, âåðøèíà P ðàñïîëàãàëàñüíà îñè z, à òî÷êà P0 ëåæàëà íà îñè x. Òîãäà ðàññìàòðèâàåìûåòî÷êè áóäóò èìåòü ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû:(2)

P = (0, 0, h); Pk = (r cos(kα), r sin(kα), 0) , 0 ≤ k ≤ n− 1.Ïîñòðîèì ëèíåéíîå èçãèáàíèå ïèðàìèäû Λ ïî ñõåìå, ïðåäëî-æåííîé äëÿ òåòðàýäðà â [3℄. Íà êàæäîì íàêëîííîì ðåáðå PiVïèðàìèäû îòìåòèì òî÷êó Si íà ðàññòîÿíèè s ∈ [0, b] îò âåðøè-íû P . Íà ãðàíè P0P1P âîññòàíîâèì ïåðïåíäèêóëÿðû ê ñòîðî-íàì P0P è P1P â òî÷êàõ S0 è S1, è íà êàæäîì ïåðïåíäèêóëÿðåîòëîæèì îòðåçêè �èêñèðîâàííîé äëèíû t, êîòîðûå îáîçíà÷èì
S0Q0 è S1T1 ñîîòâåòñòâåííî. Ñîåäèíèì îòðåçêîì òî÷êè Q0 è



156 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûé
T1, çàòåì ïðîâåäåì îòðåçêè P0Q0, Q0P , P1T1 è T1P . Â ðåçóëü-òàòå ïîëó÷èì ðàçáèåíèå èñõîäíîé òðåóãîëüíîé ãðàíè P0P1P íà5 òðåóãîëüíèêîâ è òðàïåöèþ.Ñïåöèàëèçèðóåì âûáîð ïàðàìåòðà t òàêèì îáðàçîì, ÷òîáûäëèíà îòðåçêà Q0T1 ðàâíÿëàñü óäâîåííîé äëèíå îòðåçêà S0Q0,ò.å. 2t:

t = s tgβ
4
.(3)Òàêîé âûáîð âåëè÷èíû t âîçìîæåí ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðà-ìåòðà s â ïðåäåëàõ îò 0 äî √b2 − (a2)2; â ïðåäåëüíîì ñëó÷àåïðè s =

√
b2 −

(
a
2

)2 òî÷êè Q0 è T1 áóäóò ðàñïîëàãàòüñÿ â òî÷-íîñòè íà ñòîðîíå îñíîâàíèÿ P0P1.Âðàùàÿ ïèðàìèäó íà óãëû kα, 1 ≤ k ≤ n − 1, ïîëó÷èì àíà-ëîãè÷íûå ðàçáèåíèÿ ãðàíåé PkPk+1V , îáîçíà÷àÿ ñîîòâåòñòâóþ-ùèå òî÷êè ÷åðåç Qk è Tk+1. Íà �èñ. 1 óêàçàíà "èçìåëü÷åííàÿ"ðàçâåðòêà òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû.

�èñ. 1
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�èñ. 2
�àçâåðòêà ïèðàìèäû Λ ñ îòìå÷åííûìè äîïîëíèòåëüíûìèâåðøèíàìè è ðåáðàìè äîïóñêàåò ðåàëèçàöèþ íå òîëüêî â âè-äå ïèðàìèäû Λ ñ �îðìàëüíî ïðîâåäåííûìè äîïîëíèòåëüíûìèðåáðàìè, íî è èíóþ ðåàëèçàöèþ, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ ïîñòðîèì.Ýòî ìíîãîãðàííèê Λ̃, âíåøíèé âèä êîòîðîãî äëÿ ñëó÷àÿ n = 3ïðåäñòàâëåí íà �èñ. 2. Îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèê Λ̃ ñëåäó-þùèì îáðàçîì. Áóäåì îáîçíà÷àòü ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû

Λ̃, äîáàâëÿÿ ê èõ ïðåæíèì áóêâåííûì îáîçíà÷åíèÿì ñèìâîë"òèëüäà". Ìíîãîãðàííèê Λ̃ èìååò òî æå îñíîâàíèå, ÷òî è ïèðà-ìèäà Λ, ò.å. P̃k = Pk. Âåðøèíà P̃ ìíîãîãðàííèêà Λ̃ ðàñïîëîæåíàíà îñè z, åå êîîðäèíàòû ïðåäñòàâèì â âèäå
P̃ = (0, 0, ζ).(4)



158 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéÒî÷êè S̃k, Q̃k è T̃k çàäàäèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
S̃k = (ρ cos(kα), ρ sin(kα), µ),(5)

Q̃k = (ρ cos(kα) − t sin(kα), ρ sin(kα) + t cos(kα), µ),(6)
T̃k = (ρ cos(kα) + t sin(kα), ρ sin(kα) − t cos(kα), µ)(7)Çàìåòèì, ÷òî òî÷êà S̃k ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé îòðåçêà T̃kQ̃k, ïî-ýòîìó çàìêíóòûé ìíîãîóãîëüíèê S̃0Q̃0T̃1S̃1Q̃1...S̃0, ëåæàùèé âãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè z = µ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íà ñàìîìäåëå 2n-óãîëüíèê Q̃0T̃1Q̃1T̃2...Q̃0. Èç (5)�(7) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî-ãðàííèê Λ̃ èìååò òå æå ñèììåòðèè, ïîðîæäåííûå âðàùåíèÿìèâîêðóã îñè z è îòðàæåíèÿìè â âåðòèêàëüíûõ ïëîñêîñòÿõ, ÷òîè èñõîäíàÿ ïèðàìèäà Λ.Çàâåðøàÿ ïîñòðîåíèå Λ̃, ïîäáåðåì âåëè÷èíû ζ, ρ, µ òàê, ÷òî-áû ìíîãîãðàííèê Λ̃ áûë èçîìåòðè÷åí ïèðàìèäå Λ. Äëèíû îò-ðåçêîâ T̃kS̃k è S̃kQ̃k ðàâíû äëèíå t îòðåçêîâ TkSk è SkQk � ýòîïðÿìî ñëåäóåò èç (5)�(7). Äëèíû ðåáåð Q̃kT̃k+1 äîëæíû ðàâ-íÿòüñÿ äëèíå 2t îòðåçêîâ QkTk+1. Îïðåäåëÿÿ ðàññòîÿíèå ìåæ-äó Q̃k è T̃k+1 ñ ïîìîùüþ (6)�(7), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

ρ2 sin
α

2
− 2ρt cos

α

2
− t2 sin

α

2
= 0.(8)Äëèíû îòðåçêîâ S̃kP̃ äîëæíû ðàâíÿòüñÿ äëèíå s îòðåçêîâ SkP .Îïðåäåëÿÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó S̃k è P̃ ñ ïîìîùüþ (4), (5), ïîëó-÷àåì óðàâíåíèå

ρ2 + (ζ − µ)2 = s2.(9)Äëèíû îòðåçêîâ S̃kP̃k äîëæíû ðàâíÿòüñÿ äëèíå b− s îòðåçêîâ
SkPk. Îïðåäåëÿÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó S̃k è P̃k ñ ïîìîùüþ (2) è(5), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå:

(r − ρ)2 + µ2 = (b− s)2.(10)Íàêîíåö, äëèíû ðåáåð Q̃kP̃k, T̃kP̃k, Q̃kP̃ , T̃kP̃ äîëæíû ðàâíÿòü-ñÿ äëèíàì îòðåçêîâ QkPk, TkPk, QkP , TkP ñîîòâåòñòâåííî � ýòèðàâåíñòâà âûòåêàþò èç (8)�(10).



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 159Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîãðàííèê Λ̃ áóäåò èçîìåòðè÷åí ïèðàìè-äå Λ, åñëè ρ, ζ, µ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå óðàâíåíèé (8)�(10),ãäå s èãðàåò ðîëü ïàðàìåòðà.Èçìåíÿÿ s, ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííèêîâ Λ̃, èçîìåò-ðè÷íûõ ïèðàìèäå Λ. Ýòîìó ñåìåéñòâó ìíîãîãðàííèêîâ, ïðåä-ñòàâëÿþùèõ íåïðåðûâíîå ëèíåéíîå èçãèáàíèå ïèðàìèäû Λ, îò-âå÷àåò ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (8)�(10) â âèäå íåïðåðûâ-íûõ �óíêöèé ρ(s), µ(s), ζ(s), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíûìóñëîâèÿì ρ(0) = 0, µ(0) = h, ζ(0) = h. Òàêîå ðåøåíèå èìååòñëåäóþùèé âèä:
ρ = t(s)

cos α2 + 1

sin α
2

,(11)
µ =

√
(b− s)2 − (r − ρ(s))2,(12)

h = µ(s) +
√
s2 − ρ(s)2.(13)Ïðè ýòîì ïàðàìåòð s ∈ [0,

√
b2 −

(
a
2

)2
] ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåí-ñòâó (b − s)2 − (ρ(s) − c)2 ≥ 0. Àíàëèç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñó÷åòîì (3), (11) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïàðàìåòð s ìîæåò èçìåíÿòüñÿëèøü â èíòåðâàëå 0 ≤ s ≤ sl, ãäå sl

b =
cos β

4
cosα

4
cos α+β

4 ; ïîýòîìó,÷åì ìåíüøå α (à çíà÷èò è β), òåì áëèæå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå
sl ê b.C ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, ìíîãîãðàííèê Λ̃ îáðàçîâàí
2n ðàâíûìè (ñîãëàñíî ñ (3)) ãðàíÿìè Q̃kT̃kP̃ è T̃kQ̃k+1P̃ , nðàâíûìè ãðàíÿìè Q̃kT̃kP̃k, n ðàâíûìè ãðàíÿìè � òðàïåöèÿìè
P̃kQ̃kT̃kP̃k+1 è îñíîâàíèåì Σ.Äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáúåìà, òåëî, îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííè-êîì Λ̃, åñòåñòâåííî ðàçäåëèòü íà äâå ÷àñòè, ïðîâåäÿ ãîðèçîí-òàëüíóþ ïëîñêîñòü z = µ ÷åðåç òî÷êè Q̃k, T̃k; ñì. �èñ. 3 äëÿ
n = 3.Íèæíÿÿ ÷àñòü òåëà îãðàíè÷åíà ïðàâèëüíûì n-óãîëüíûì îñ-íîâàíèåì Σ ñíèçó, ïðàâèëüíûì 2n-óãîëüíûì îñíîâàíèåì

Σ′ = Q̃0T̃0Q̃1..T̃n−1Q̃0



160 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéñâåðõó è ìíîãîãðàííèêîì-ïîÿñêîì Ω′, ñîñòàâëåííûì èç n òðå-óãîëüíûõ T̃kQ̃k+1P̃k è n ÷åòûðåõóãîëüíûõ P̃kQ̃kT̃kP̃k+1 áîêîâûõãðàíåé. �àññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îñíîâàíèé Σ è Σ′ ðàâ-íî µ(s). Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå ïðè s = sl âñå òî÷êè S̃k è Q̃k, T̃káóäóò ëåæàòü â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ Σ; êàê ñëåäñòâèå, ïîÿñîê
Ω′ óêëàäûâàåòñÿ â ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ, îáðàçóÿ âìåñòå ñ Σ è
Σ′ äâàæäû ïîêðûòûé 3n-óãîëüíèê.Âåðõíÿÿ ÷àñòü òåëà � ïðàâèëüíàÿ 2n-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà
Λ′, îãðàíè÷åííàÿ ïðàâèëüíûì 2n-óãîëüíûì îñíîâàíèåì Σ′ ñíè-çó è 2n ðàâíûìè òðåóãîëüíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè Q̃kT̃kP̃ è
T̃kQ̃k+1P̃ .

�èñ. 3Ïðåäëîæåíèå 1. Âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþùèå ðàçìåðû ïè-ðàìèäû Λ′, âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùèì �îðìóëàì:
α′ =

α

2
, β′ =

β

2
, r′ = s

tgβ4
sin α

4

,

a′ = 2s tgβ
4
, b′ = s

1

cos α4
, h′ = s

√
sin2 α

4 − sin2 β
4

sin α
4 cos β4



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 161Ïðèâåäåííûå �îðìóëû ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ñëåäñòâè-åì ïðåäëîæåííîé ãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè ëèíåéíîãî èç-ãèáàíèÿ.1.2. Àíàëèç îáúåìà. Âû÷èñëèì òåïåðü îáúåì òåëà V (Λ̃),îãðàíè÷åííîãî ìíîãîãðàííèêîì Λ̃. Èñïîëüçóÿ ñìåøàííîå ïðî-èçâåäåíèå âåêòîðîâ, ïðîâåäåííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ñîîò-âåòñòâóþùèå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà Λ̃, ñ ó÷åòîì ñèììåòðèè
Λ̃, íàõîäèì:

V (Λ̃) =
n

6
(P̃0, P̃1, Q̃0) +

n

6
(Q̃0, P̃1, T̃1) +

n

6
(P̃0, Q̃0, T̃0)+

+
2n

6
(Q̃0, P̃ , T̃0) =

=
n

6
(r2µ sinα+ rµ(ρ sinα+ t(1 − cosα)) + 4hρt).(14)Ïî �îðìóëàì (3), (11)�(13) îáúåì V (Λ̃) ÿâëÿåòñÿ �óíêöè-åé ïåðåìåííîé s è ïàðàìåòðîâ α, β è r. Áóäåì èñïîëüçîâàòüîáîçíà÷åíèå V (Λ̃) = V (s;α, β, r). Äîñòàòî÷íî ïðîñòàÿ è î÷å-âèäíàÿ ñõåìà àíàëèòè÷åñêîãî ïîñòðîåíèÿ �óíêöèè V (s;α, β, r)äîïóñêàåò ý��åêòèâíîå ïðèìåíåíèå êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàììñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé è ýëåìåíòàðíûõ ñðåäñòâ ìàòåìàòè÷å-ñêîãî àíàëèçà äëÿ âñåñòîðîííåãî èçó÷åíèÿ ýòîé �óíêöèè.Ïðåäëîæåíèå 2. (1) V (Λ̃) = r3V (σ, α, β), ãäå σ =

s

b
.(2) Ôóíêöèÿ V (σ, α, β) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùåé ïî

σ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ ≥ 0.(3) Ôóíêöèÿ V (σ, α, β) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé ïî σ,äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê
σl =

sl
b

=
cos β4
cos α4

cos
α+ β

4
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâûé ïóíêò Ïðåäëîæåíèÿ óñòàíàâëèâàåò-ñÿ âû÷èñëåíèåì �óíêöèè V (Λ̃) = V (s;α, β, r) ñ ó÷åòîì �îðìóë



162 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûé(3), (11)�(13) è ïîäñòàíîâêîé â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå çíà÷å-íèÿ s = bσ. Âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå �óíêöèÿ V (σ, α, β) èìå-åò âèä
V = A0σ

3 + (A1σ
2 +A2σ +A3)

√
A4σ2 +A5σ +A6,ãäå êîý��èöèåíòû Ai çàâèñÿò îò α è β.Âòîðîé è òðåòèé ïóíêòû Ïðåäëîæåíèÿ óñòàíàâëèâàþòñÿ âû-÷èñëåíèåì ïðîèçâîäíîé dV

dσ
ïðè çíà÷åíèÿõ σ = 0 è σ = σl.Ôóíêöèÿ dV

dσ
(0, α, β) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé, êàêîâû áû íèáûëè 0 < α < 2π

3 , 0 < β < α, à �óíêöèÿ dV

dσ
(σl, α, β) ÿâëÿåòñÿîòðèöàòåëüíîé ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ α è β. �Ïðÿìûì ñëåäñòâèåì Ïðåäëîæåíèÿ 2 ÿâëÿåòñÿÒåîðåìà 1. Îáúåì ïèðàìèäû Λ ïðè ëèíåéíîì èçãèáàíèè Λ̃íà íà÷àëüíîì ýòàïå (ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ s ≥ 0) óâåëè÷è-âàåòñÿ.Ïîýòîìó ìîæíî ïîäîáðàòü çíà÷åíèå s ∈ (0, sl), ïðè êîòî-ðîì îáúåì V (Λ̃) áóäåò ìàêñèìàëüíûì. Óêàçàííîå êðèòè÷åñêîåçíà÷åíèå ïàðàìåòðà s, êîòîðîå áóäåì îáîçíà÷àòü sc, ÿâëÿåòñÿêîðíåì óðàâíåíèÿ dV

ds
= 0; ó÷èòûâàÿ, ÷òî V (Λ̃) = r3V (σ, α, β),çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê îòûñêàíèþ êîðíÿ σc =

sc
b
óðàâíåíèÿ dV

dσ
= 0.Âòîðîé è òðåòèé ïóíêòû Ïðåäëîæåíèÿ 2 ãàðàíòèðóþò íàëè÷èåõîòÿ áû îäíîãî òàêîãî êîðíÿ σc âíóòðè èíòåðâàëà (0, σl).Óðàâíåíèå dV

dσ
= 0 èìååò âèä

A7σ
3 +A8σ

2 +A9σ +A10 + σ2
√
A11σ2 +A12σ +A13 = 0,ãäå êîý��èöèåíòû Ai ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ïîëè-íîìàìè îòíîñèòåëüíî α

4 è β
4 . Ïåðåìåñòèâ ïîñëåäíåå ñëàãàåìîåâ óðàâíåíèè â ïðàâóþ ÷àñòü è âîçâåäÿ îáå ÷àñòè â êâàäðàò,



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 163ïîëó÷èì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå ÷åòâåðòîé ñòåïåíè îòíî-ñèòåëüíî σ:(15) B1

(s
b

)4
+B2

(s
b

)3
+B3

(s
b

)2
+B4

(s
b

)1
+B5 = 0.Êîý��èöèåíòû Bi òàêæå ÿâëÿþòñÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèìèïîëèíîìàìè îò α

4 è β
4 . Èñêîìàÿ âåëè÷èíà σc =

sc
b
ÿâëÿåòñÿ êîð-íåì óðàâíåíèÿ (15). Àíàëèç, ïðîâåäåííûé ñðåäñòâàìè êîìïüþ-òåðíûõ ïðîãðàìì ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé, ïîêàçûâàåò, ÷òî èç÷åòûðåõ êîðíåé óðàâíåíèÿ (15) òîëüêî îäèí ÿâëÿåòñÿ âåùå-ñòâåííûì êîðíåì óðàâíåíèÿ dV

dσ
= 0, ëåæàùèì âíóòðè èíòåð-âàëà (0, σl). �ðà�èê σc êàê �óíêöèè îò α

4 è β
4 ïðèâåäåí íà�èñ. 4.

�èñ. 4Ìû íå âûïèñûâàåì çäåñü óðàâíåíèå (15) â ÿâíîì âèäå; âûðà-æåíèÿ äëÿ êîý��èöèåíòîâ Bi ãðîìîçäêèå; ãðîìîçäêèì ÿâëÿåò-ñÿ è ÿâíîå âûðàæåíèå σc =
sc
b
êàê �óíêöèè îò α, β. Ïðèâåäåìëèøü îöåíêè äëÿ sc.



164 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéÏðåäëîæåíèå 3. Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
0 < b− sc < r

sin α
2

cos β4
<

1√
3
rα.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Ïðîàíàëè-çèðóåì ïîâåäåíèå ïðîèçâîäíîé dV

dσ
êàê �óíêöèè îò σ, α, β ïðè

0 ≤ σ ≤ σl, 0 < α <
2π

3
0 < β < α.Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðè σ = σl �óíêöèÿ dV

dσ
(σl, α, β) ÿâëÿåòñÿîòðèöàòåëüíîé, êàêîâû áû íè áûëè çíà÷åíèÿ 0 < β < α < 2π

3 .Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè
σ = 1 − 2 sin

β

4�óíêöèÿ
dV

dσ

(
1 − 2 sin

β

4
, α, β

)ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ α, β. Îòñþäàïîëó÷àåì îöåíêó
(1 − 2 sin

β

4
) < σc <

sl
b
< 1,èç êîòîðîé ñëåäóåò, ÷òî

0 < b− sc < 2b sin
β

4
,à çíà÷èò

0 < b− sc < r
sin α

2

cos β4
.Òàê êàê ïðè 0 < β < α < 2π

3 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà
cos

β

4
>

√
3

2
è sin

α

2
<
α

2
,òî ìû è ïðèõîäèì ê Ïðåäëîæåíèþ 3. �



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 165Ïîëó÷åííûå îöåíêè ïîçâîëÿþò êà÷åñòâåííî ïðåäñòàâèòü ïî-âåäåíèå êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ sc. À èìåííî, ÷åì ìåíüøå
α > 0, òåì áëèæå sc ê b. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷åì áîëüøå ãðàíåé èìå-åò ïèðàìèäà Λ, òåì ìåíüøå áóäåò ïîÿñîê Ω′ ó ìíîãîãðàííèêà
Λ̃ ñ ìàêñèìàëüíûì îáúåìîì.Èç Ïðåäëîæåíèÿ 1 è ïðèâåäåííûõ îöåíîê ïðÿìî âûòåêàþò èäðóãèå íåðàâåíñòâà, äåìîíñòðèðóþùèå ïîâåäåíèå ïàðàìåòðîâïèðàìèäû ïðè ìàêñèìèçàöèè îáúåìà.Ïðåäëîæåíèå 4. Åñëè s = sc, òî âåëè÷èíû, õàðàêòåðèçóþ-ùèå ðàçìåðû ïèðàìèä Λ è Λ′, ñâÿçàíû ñëåäóþùèìè ñîîòíîøå-íèÿìè:
a′

a
>

1 − 2 sin β
4

2 cos2 β
4

,
b′

b
>

1 − 2 sin β
4

cos α4
,

r′

r
>

(1 − 2 sin β
4 ) cos α4

cos2 β
4

,

h′

h
>

(
1 − 2 sin

β

4

)
cos α4
cos β4

√
sin2 α

4 − sin2 β
4√

sin2 α
2 − sin2 β

2

.Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ óãëîâ α è β,ò.å. ïðè áîëüøîì ÷èñëå ãðàíåé n, äëèíû ðåáåð áîêîâûõ ãðàíåé,ðàäèóñû îêðóæíîñòåé, îïèñàííûõ âîêðóã îñíîâàíèé, è âûñîòûïèðàìèä Λ è Λ′ ñîîòâåòñòâåííî äîñòàòî÷íî áëèçêè, à îòíîøå-íèå äëèí ñòîðîí îñíîâàíèé áëèçêî ê 1 : 2, ÷òî îáóñëîâëåíîóäâîåíèåì êîëè÷åñòâà áîêîâûõ ãðàíåé ïðè ïåðåõîäå îò Λ ê Λ′.Åùå îäíî ïîëåçíîå ñëåäñòâèå ïðèâåäåííûõ îöåíîê � âîç-ìîæíîñòü àïïðîêñèìèðîâàòü êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå sc âåëè÷è-íîé
sa = b− r

sin α
2

cos β4(â òîì ñìûñëå, ÷òî sa < sc < b). Äàííîå ïðèáëèæåíèå áóäåòòåì òî÷íåå, ÷åì ìåíüøå α > 0. Áîëåå ãðóáîé àïïðîêñèìàöèåéäëÿ sc ÿâëÿåòñÿ
s♯a = b− 1√

3
rα.



166 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéÏðåäëîæåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ñëåäó-þùóþ îöåíêó îòíîñèòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ïèðàìèäû Λïðè ëèíåéíîì èçãèáàíèè Λ̃.Ïðåäëîæåíèå 5. Ìàêñèìàëüíûé îáúåì, äîñòèãàåìûé â õîäåëèíåéíîãî èçãèáàíèÿ Λ̃ ïðè s = sc, ïðåâîñõîäèò îáúåì èñõîäíîéïèðàìèäû Λ áîëåå ÷åì â
χ = 1 +

(α
4

)2
− 11

4

(α
4

)2 β

4ðàç.Óêàçàííàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàòåëüíîé ïðè óñëîâèè
β < 16

11 . Ïîñêîëüêó β < α = 2π
n , òî óñëîâèå β < 16

11 âûïîëíÿåòñÿäëÿ âñåõ ïèðàìèä ïðè n ≥ 5 è äëÿ äîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïèðàìèäïðè n = 3 èëè 4.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Ìàêñè-ìàëüíûé îáúåì ìíîãîãðàííèêà Λ̃, äîñòèãàåìûé ïðè s = sc, ïðå-âîñõîäèò îáúåì Λ̃, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ ïðè s = sa. Ïîäñòàâèìçíà÷åíèå sa, êîòîðîå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
sa = r

sin α
2

sin β
2

(
1 − 2 sin

β

4

)
,â âûðàæåíèå äëÿ �óíêöèè îáúåìà V (s;α, β, r) è ðàçäåëèì ïî-ëó÷åííîå çíà÷åíèå V (sa;α, β, r) íà îáúåì èñõîäíîé ïèðàìèäû

Λ. �åçóëüòèðóþùåå âûðàæåíèå
V (sa;α, β, r)

V (0;α, β, r)áóäåò çàâèñåòü òîëüêî îò α è β, åãî ãðà�èê ïðèâåäåí íà �èñ.5.
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V (0;α, β, r)
ïî α è β,ìû è íàõîäèì ïðåäñòàâëåííóþ â Ïðåäëîæåíèè âåëè÷èíó χ, ïîç-âîëÿþùóþ îöåíèòü ñíèçó âûðàæåíèå V (sa;α, β, r)

V (0;α, β, r)
. Ïîëó÷åí-íîå çíà÷åíèå χ äàåò îöåíêó ñíèçó è äëÿ ìàêñèìàëüíîãî îòíî-ñèòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà, äîñòèãàåìîãî â õîäå ëèíåéíîãîèçãèáàíèÿ Λ̃. �

�èñ. 5Àíàëèç �èñóíêà 5 ïîçâîëÿåò ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàèëó÷øååîòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå îáúåìà áóäåò íàáëþäàòüñÿ â ñëó÷àåäîñòàòî÷íî âûñîêèõ ïèðàìèä ñ íåáîëüøèì ÷èñëîì ãðàíåé.2. Êîìáèíèðîâàííûå ëèíåéíûå èçãèáàíèÿ ïèðàìèäûÊîíñòðóêöèÿ, îïèñàííàÿ â ïðåäûäóùåé ÷àñòè � èòåðàöèîí-íàÿ. Íà ïåðâîì øàãå â ïðîöåññå ðàññìîòðåííîãî âûøå ëèíåé-íîãî èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíîé n-óãîëüíîé ïèðàìèäû Λ âîçíèêà-åò ìíîãîãðàííèê Λ̃, ñîñòàâëåííûé èç îñíîâàíèÿ Σ, ïîÿñêà Ω′è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé 2n-óãîëüíîé ïèðàìèäû Λ′,



168 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéðàçìåðû êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà s = s1 �âûñîòû áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû Λ′.Íà âòîðîì øàãå ðàññìàòðèâàåì ïèðàìèäó Λ′ è ñòðîèì åå ëè-íåéíîå èçãèáàíèå ïî îïèñàííîé ñõåìå � â õîäå èçãèáàíèÿ áóäåòïîëó÷åí ìíîãîãðàííèê Λ̃′, íà êîòîðîì åñòåñòâåííûì îáðàçîìâûäåëÿþòñÿ 4n-óãîëüíàÿ ïèðàìèäà Λ′′ è ïîÿñîê Ω′′, �îðìà èðàçìåðû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ñîîòâåòñòâóþùåãî ïàðàìåòðà s2 �âûñîòû áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû Λ′′. Â ðåçóëüòàòå, ìû ïîëó-÷àåì èçîìåòðè÷íûé ïèðàìèäå Λ ìíîãîãðàííèê, îáîçíà÷èì åãî
Λ̂′′, êîòîðûé ñîñòàâëåí èç îñíîâàíèÿ Σ, äâóõ ïîÿñêîâ Ω′, Ω′′ èáîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïèðàìèäû Λ′′.Ïðîäîëæàÿ ýòó ïðîöåäóðó, íà k-îì øàãå ñòðîèì ëèíåéíîåèçãèáàíèå ïðàâèëüíîé 2kn-ãðàííîé ïèðàìèäû Λ(k−1) è ïîëó-÷àåì èçîìåòðè÷íûé èñõîäíîé ïèðàìèäå Λ ìíîãîãðàííèê Λ̂(k),ñîñòàâëåííûé èç îñíîâàíèÿ Σ, k ïîÿñêîâ Ω′,..., Ω(k) è áîêîâîéïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé 2k+1n-ãðàííîé ïèðàìèäû Λ(k+1) � ðàç-ìåðû ìíîãîãðàííèêà çàâèñÿò îò k ïàðàìåòðîâ s1, ..., sk.Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåìåéñòâ èçî-ìåòðè÷íûõ ïèðàìèäå ìíîãîãðàííèêîâ:

Λ,

Λ̂(1) = Λ̃ = Σ ∪ Ω′ ∪
(
Λ′ \ Σ′) ,

Λ̂(2) = Σ ∪ Ω′ ∪ Ω′′ ∪
(
Λ′′ \ Σ′′) ,

Λ̂(k) = Σ ∪ Ω′ ∪ ... ∪ Ω(k) ∪
(
Λ(k) \ Σ(k)

)
, k ≥ 3.Åñëè íà êàæäîì øàãå �èêñèðîâàòü çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåãîïàðàìåòðà si, òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíêðåòíûõ ìíî-ãîãðàííèêîâ {Λ̂(k)}∞k=1, èçîìåòðè÷íûõ ïèðàìèäå Λ. Ïîñêîëüêó

sk � ýòî âûñîòà áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû Λ(k), à ñàìà ïèðàìè-äà Λ(k) âîçíèêàåò ïðè ëèíåéíîì èçãèáàíèè ïèðàìèäû Λ(k−1),òî sk ≤ sk−1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëü-íûõ ÷èñåë {sk}∞k=1 ÿâëÿåòñÿ íåâîçðàñòàþùåé, à çíà÷èò � âñåãäà



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 169ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîìó s♯. Ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Λ♯ ñîîòâåò-ñòâóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ {Λ̂(k)}∞k=1 áóäåòïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ëèáî ìíîãîãðàííèê ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîìãðàíåé, ïîäõîäÿùèõ ê îäíîé âåðøèíå (ñëó÷àé s♯ = 0), ëèáîïîâåðõíîñòü, ñîñòàâëåííóþ èç êðóãîâîãî êîíóñà è ìíîãîãðàí-íèêà ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàíåé, ïîäõîäÿùèõ ê ãðàíè÷íîéîêðóæíîñòè êîíóñà (ñëó÷àé s♯ 6= 0).Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ìíîãîãðàííèêîâ Λ̂(k) ÿâëÿåòñÿ âîç-ðàñòàíèå îáúåìà, ïî êðàéíåé ìåðå � ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõçíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ sk > 0:
V (Λ) < V (Λ̂′) < V (Λ̂′′) < · · · < V (Λ̂(k−1)) < V (Λ̂(k)) < · · ·Î÷åâèäíî, ÷òî îáúåìû ìíîãîãðàííèêîâ Λ̂(k) îãðàíè÷åíû ñâåðõóíåêîòîðîé êîíñòàíòîé, çàâèñÿùåé îò ðàçìåðîâ èñõîäíîé ïèðà-ìèäû Λ. Íàïðèìåð, ëþáîé Λ̂(k) ïîìåùàåòñÿ âíóòðü øàðà, äèà-ìåòð êîòîðîãî ïðåâîñõîäèò âíóòðåííèé äèàìåòð ïèðàìèäû Λ.Âåñüìà ñëîæíîé ïðåäñòàâëÿåòñÿ çàäà÷à îäíîâðåìåííîãî íà-õîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ sk, ïðè êîòîðûõïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçîìåòðè÷íûõ òåòðàýäðó ìíîãîãðàííèêîâ

{Λ̂(k)}∞k=1 äàåò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå îòíîñèòåëüíîå óâåëè-÷åíèå îáúåìà. ×åìó ðàâíà òî÷íàÿ âåðõíÿÿ ãðàíü äëÿ V (Λ̂(k))?Êàêèì â ýòîì ñëó÷àå áóäåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îïòè-ìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Λ̂(k)? ×òî áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñîáîé ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü Λ♯?Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ îöåíêè äëÿ ìàêñèìàëüíî âîç-ìîæíîãî îòíîñèòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà, äîñòèæèìîãî âõîäå ðàññìàòðèâàåìûõ ëèíåéíûõ èçãèáàíèé ïèðàìèäû, ñîñòî-èò â òîì, ÷òîáû íà k-øàãå â êà÷åñòâå sk âûáèðàòü çíà÷åíèå,äàþùåå ìàêñèìàëüíîå óâåëè÷åíèå îáúåìà â õîäå ëèíåéíîãî èç-ãèáàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïèðàìèäû Λ(k−1). Áîëåå ïðîñòîé ñïî-ñîá, äîïóñêàþùèé ïðîñòóþ ðåàëèçàöèþ ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè,ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íà êàæäîì øàãå âìåñòî sc áðàòü àïïðîêñè-ìèðóþùåå çíà÷åíèå sa. Ñõîäèìîñòü òàêîé ïðîñòîé ïðîöåäóðûîïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì.
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s(1)a > s(2)a > s(3)a > · · ·ñõîäèòñÿ ê âåëè÷èíå

s♯ > b
β
2

sin β
2

∞∏

j=0

(
1 − 2 sin

β

2j+2

)
.Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãîãðàííèêîâ

Λ̂(1), Λ̂(2), Λ̂(3), . . .ñõîäèòñÿ ê ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé êðóãîâîé êîíóñ, ïðèýòîì äëèíà îáðàçóþùåé êîíóñà áóäåò íå ìåíüøå, ÷åì
b

β
2

sin β
2

∞∏

j=0

(
1 − 2 sin

β

2j+2

)
.Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì ñõåìó äîêàçàòåëüñòâà. Êàæäîå s(k)aâû÷èñëÿåòñÿ ÷åðåç ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû α(k−1), β(k−1) è äëè-íû ñòîðîí b(k−1), a(k−1) ïèðàìèäû Λ(k−1). Ïîñëåäîâàòåëüíîåïðèìåíåíèå ðåçóëüòàòîâ Ïðåäëîæåíèÿ 4 è ïðèâîäèò ê èñêîìîéîöåíêå. �3. Ëèíåéíûå èçãèáàíèÿ òåòðàýäðàÊàê ïðèìåíåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé êîíñòðóêöèè, îïèñàííîé âïðåäûäóùåì ðàçäåëå, ïîñòðîèì ñïåöèàëüíûå ëèíåéíûå èçãèáà-íèÿ òåòðàýäðà, ïðèâîäÿùèå ê ñóùåñòâåííîìó � áîëåå, ÷åì íà44 % - óâåëè÷åíèþ îáúåìà.Ïóñòü M � òåòðàýäð ñ ðåáðàìè äëèíû 1, åãî îáúåì ðàâåí

V (M) =
√

2
12 . Âåðøèíû òåòðàýäðà îáîçíà÷èì F1, ..., F4.Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ëèíåéíîå èçãèáàíèå òåòðàýäðàM , îïèñàí-íîå â ðàáîòàõ [3℄ è [4℄. Íà êàæäîì ðåáðå FiFj îòìåòèì ñåðåäèíû

Aij . Íà ãðàíè F1F3F4 âîññòàíîâèì ñåðåäèííûå ïåðïåíäèêóëÿ-ðû îò òî÷åê A13, A14, A34, è îòëîæèì íà ýòèõ ïåðïåíäèêóëÿ-ðàõ îòðåçêè ðàâíîé äëèíû u, çà�èêñèðîâàííîé â ïðåäåëàõ îò 0
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2
√

3
. Êîíöû îòëîæåííûõ îòðåçêîâ îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåí-íî D2, D3 è D1. Ñîåäèíÿÿ ýòè òî÷êè ìåæäó ñîáîé, ïîëó÷èìïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê D1D2D3. Êðîìå òîãî, ñîåäèíèì îò-ðåçêàìè òî÷êè D1 ñ F3 è ñ F4, D2 ñ F1 è ñ F3, à D3 ñ F1 è ñ

F4. Ïîëó÷èì ñèììåòðè÷íîå ðàçáèåíèå ãðàíè V1V3V4 íà 10 òðå-óãîëüíèêîâ, ñì. �èñ. 6. Ïîâòîðèì àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó ñòåì æå ñàìûì çíà÷åíèåì u è äëÿ îñòàëüíûõ òðåõ ãðàíåé òåòðà-ýäðà. �àçâåðòêà òåòðàýäðà ñ ïðîâåäåííûìè äîïîëíèòåëüíûìèðåáðàìè ïîêàçàíà íà �èñ. 7.

�èñ. 6
Ýòà �èçìåëü÷åííàÿ�, ðàçâåðòêà äîïóñêàåò ðåàëèçàöèþ íåòîëüêî â âèäå òåòðàýäðà, êàê íà �èñ. 6, íî è äðóãóþ ðåàëèçàöèþâ âèäå ìíîãîãðàííèêà, èçîìåòðè÷íîãî èñõîäíîìó òåòðàýäðó, íî
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�èñ. 7íå êîíãðóýíòíîìó åìó. Òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ, ñîõðàíÿþùàÿ ñâîé-ñòâà ïðîñòðàíñòâåííîé ñèììåòðèè òåòðàýäðà, ïðåäñòàâëåíà íà�èñ. 8.Ñòðîèòñÿ óïîìÿíóòûé ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé îáîçíà÷èìM∗,ñëåäóþùèì îáðàçîì. Áóäåì îáîçíà÷àòü âåðøèíû ìíîãîãðàí-íèêà M∗, ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíàì èñõîäíîãî òåòðàýäðà M ,òåìè æå áóêâàìè, äîáàâëÿÿ ñèìâîë ∗. �àñïîëîæèì èñõîäíûéòåòðàýäð M òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû åãî âåðøèíû íàõîäèëèñü âòî÷êàõ
F1 =

(
1√
3
, 0,− 1

2
√

6

)
, F2 =

(
− 1

2
√

3
,
1

2
,− 1

2
√

6

)
,

F3 =

(
− 1

2
√

3
,−1

2
,− 1

2
√

6

)
, F4 =

(
0, 0,

√
3

2
√

2

)
.Âåðøèíû F ∗

i ìíîãîãðàííèêà M∗ ðàñïîëîæåíû íà òåõ æå ëó-÷àõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû Fi òåòðàýäðàM , è ðàâíî-óäàëåíû îò íà÷àëà O. Êîîðäèíàòû ýòèõ âåðøèí çàïèñûâàþòñÿ
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�èñ. 8ñëåäóþùèì îáðàçîì:
F ∗

1 = λ

(
1√
3
, 0,− 1

2
√

6

)
,(16)

F ∗
2 = λ

(
− 1

2
√

3
,
1

2
,− 1

2
√

6

)
,(17)

F ∗
3 = λ

(
− 1

2
√

3
,−1

2
,− 1

2
√

6

)
,(18)

F ∗
4 = λ

(
0, 0,

√
3

2
√

2

)
.(19)Òî÷êè A∗

ij ðàñïîëîæåíû íà òåõ æå ëó÷àõ, ÷òî è ñîîòâåòñòâóþ-ùèå òî÷êè Aij, è òîæå ðàâíîóäàëåíû îò íà÷àëà O. Êîîðäèíàòûòî÷åê A∗
ij ïîëó÷àþòñÿ óìíîæåíèåì êîîðäèíàò Aij íà îäíó è òó
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1

2
(F1 + F4) =

(
1

2
√

3
, 0,

1

2
√

6

)
,

A∗
14 = ξ

(
1

2
√

3
, 0,

1

2
√

6

)
.Î÷åâèäíî, ÷òî âåðøèíû F ∗

i ñîâìåùàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ñèì-ìåòðèÿìè òåòðàýäðà. Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàþò è òî÷-êè A∗
ij .Ïðîâåäåì ÷åðåç òî÷êó A∗

14 ïðÿìóþ l, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ ïëîñ-êîñòè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êè F ∗
1 , F ∗

4 è O � ýòà ïðÿìàÿ ïàðàë-ëåëüíà îñè y. Íà ïðÿìîé l îò òî÷êè A∗
14 îòëîæèì â îáå ñòîðîíûîòðåçêè ðàâíîé äëèíû u. Êîíöû ïîñòðîåííûõ îòðåçêîâ îáîçíà-÷èì B∗

1 è D∗
3:

B∗
1 =

(
1

2
√

3
ξ, u,

1

2
√

6
ξ

)
,(21)

D∗
3 =

(
1

2
√

3
ξ,−u, 1

2
√

6
ξ

)
.(22)Ïðèìåíÿÿ ê B∗

1 è D∗
3 ñèììåòðèè òåòðàýäðà, ïîëó÷èì îñòàëü-íûå òî÷êè B∗

i , C∗
j , D∗

k è E∗
m ìíîãîãðàííèêà M∗, ñîîòâåòñòâóþ-ùèå òî÷êàì Bi, Cj, Dk è Em èñõîäíîãî òåòðàýäðà M . Â ÷àñòíî-ñòè, ïðèìåíÿÿ ê òî÷êå B∗

1 âðàùåíèå âîêðóã îñè z íà óãîë 2
3π,ïîëó÷èì òî÷êó D∗

1:
D∗

1 =

(
− 1

4
√

3
ξ +

√
3

2
u,−1

4
ξ − 1

2
u,

1

2
√

6
ξ

)
.(23)Àíàëîãè÷íî, ïðèìåíÿÿ ê òî÷êå D∗

3 âðàùåíèå íà óãîë 2
3π ïî÷àñîâîé ñòðåëêå âîêðóã îñè, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî O ïåð-ïåíäèêóëÿðíî ê ãðàíè F1F3F4, ïîëó÷èì òî÷êó D∗

2:
D∗

2 =

(
1

4
√

3
ξ +

√
3

6
u,−1

4
ξ − 1

2
u,− 1

2
√

6
ξ +

√
6

3
u

)
.(24)



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 175Ïîäáåðåì âåëè÷èíû λ ≥ 0 è ξ ≥ 0 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ìíî-ãîãðàííèê M∗ áûë èçîìåòðè÷åí òåòðàýäðó M . Äëèíû îòðåçêîâ
F ∗
i A

∗
ij è A∗

ijF
∗
j äîëæíû ðàâíÿòüñÿ äëèíàì ñîîòâåòñòâóþùèõ îò-ðåçêîâ FiAij è AijFj , êîòîðûå âñå ðàâíû 1

2 . ×òîáû çàïèñàòü ñî-îòâåòñòâóþùåå óñëîâèå, ââèäó ñèììåòðèè äîñòàòî÷íî ðàññìîò-ðåòü, íàïðèìåð, òîëüêî òî÷êè F ∗
1 , F ∗

4 è A∗
14. Èñïîëüçóÿ êîîð-äèíàòû ýòèõ òî÷åê, ïðåäñòàâëåííûå â (16), (19) è (20), íàéäåìäëèíû îòðåçêîâ F ∗

1A
∗
14 è A∗

14F
∗
4 . Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî äëèíûóêàçàííûõ îòðåçêîâ áóäóò ðàâíû 1

2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäàáóäåò âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
3λ2 − 2λξ + ξ2 = 2.(25)Äëèíû ðàâíûõ îòðåçêîâ B∗

iB
∗
j , C∗

jC
∗
j , D∗

iD
∗
j è E∗

i E
∗
j äîëæíûðàâíÿòüñÿ äëèíàì ñîîòâåòñòâóþùèõ îòðåçêîâ BiBj , CiCj,DiDjè EiEj, êîòîðûå ðàâíû (4u2 + 1) sin

(
π
6 − ar
tg2u). Ââèäó ñèì-ìåòðèè, óêàçàííîå ðàâåíñòâî äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ îäíîéïàðû òî÷åê, íàïðèìåð � äëÿ D∗

1 è D∗
3. Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòûýòèõ òî÷åê, ïðåäñòàâëåííûå â (22), (23), è íàõîäÿ ðàññòîÿíèåìåæäó D∗

1 è D∗
3 , ïîëó÷àåì, ÷òî äëèíà îòðåçêà D∗

1D
∗
3 áóäåò ðàâ-íà (4u2 + 1) sin

(
π
6 − ar
tg2u) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà áóäåòâûïîëíåíî ðàâåíñòâî

1

4
ξ2 − ξu+ u2 = (4u2 + 1) sin

(π
6
− ar
tg2u) ,êîòîðîå ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

(
1

2
ξ − u

)2

=

(
1 − 2

√
3u

2

)2

.(26)�àâåíñòâî äëèí îñòàâøèõñÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåáåð íà ìíî-ãîãðàííèêàõ M è M∗ áóäåò âûïîëíåíî ïî ïîñòðîåíèþ è â ñèëóñèììåòðèè. Òàêèì îáðàçîì, ìíîãîãðàííèêè M èM∗ áóäóò èçî-ìåòðè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà λ è ξ óäîâëåòâîðÿþòóðàâíåíèÿì (25)�(26) ïðè çàäàííîì �èêñèðîâàííîì u.



176 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéÈçìåíÿÿ u îò 0 äî 1
2
√

3
, ìû ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî ìíîãîãðàííè-êîâM∗, èçîìåòðè÷íûõ èñõîäíîìó òåòðàýäðó. Ýòî ñåìåéñòâî áó-äåò ïðåäñòàâëÿòü ëèíåéíîå èçãèáàíèå òåòðàýäðà, åñëè ìû ñìî-æåì íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèé (25)�(26) â âèäå äâóõ íåïðå-ðûâíûõ �óíêöèé λ(u) è ξ(u), óäîâëåòâîðÿþùèõ íà÷àëüíîìóóñëîâèþ λ(0) = 1 è ξ(0) = 1. �åøåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàñ-ñìàòðèâàåìîìó ñåìåéñòâó ìíîãîãðàííèêîâ M∗, èìååò âèä

ξ = 2

(
u+

1 − 2
√

3u

2

)
,(27)

λ =
1

3

(
ξ +

√
2
√

3 − ξ2
)
.(28)

�èñ. 9Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îáúåìà, òåëî, îãðàíè÷åííîå ìíîãîãðàííè-êîì M∗, åñòåñòâåííî ðàçäåëèòü íà 5 ÷àñòåé, ñì. �èñ. 9. ×åòûðå÷àñòè îãðàíè÷åíû ðàâíûìè ïèðàìèäàìè ñ øåñòèóãîëüíûìè îñ-íîâàíèÿìè:



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 177� ïèðàìèäà Λ1 ñ âåðøèíîé F ∗
1 è îñíîâàíèåì B∗

1B
∗
2E

∗
3E

∗
2D

∗
2D

∗
3,� ïèðàìèäà Λ2 ñ âåðøèíîé F ∗

2 è îñíîâàíèåì B∗
2B

∗
3C

∗
1C

∗
2E

∗
1E

∗
3 ,� ïèðàìèäà Λ3 ñ âåðøèíîé F ∗

3 è îñíîâàíèåì E∗
2E

∗
1C

∗
2C

∗
3D

∗
1D

∗
2,� ïèðàìèäà Λ4 ñ âåðøèíîé F ∗

4 è îñíîâàíèåì B∗
1B

∗
3C

∗
1C

∗
3D

∗
1D

∗
3.Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü (îñòîâ) îãðàíè÷åíà ìíîãîãðàííèêîì Λ0, êî-òîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî óñå÷åííûé òåòðàýäð (ïðè

0 < u < 1
2
√

3
), ëèáî ïðîñòî òåòðàýäð (ïðè u = 1

2
√

3
).Âû÷èñëèì îáúåì ìíîãîãðàííèêà M∗. Èñïîëüçóÿ ñìåøàííîåïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ, ïðîâåäåííûõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â ñî-îòâåòñòâóþùèå âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà M∗, è ó÷èòûâàÿ ñèì-ìåòðèè M∗, ìîæåì çàïèñàòü:

V (M∗) = 4
1

6
(D∗

1 ,D
∗
2 ,D

∗
3) + 12

1

6
(D∗

1 ,D
∗
3, F

∗
4 ) + 12

1

6
(D∗

3 , B
∗
1 , F

∗
4 ).Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ èç (19), (21)�(24), ïîëó÷àåì:

V (M∗) =
1

24
√

(2)
(ξ3 − 12ξu2 + 16u3+

+ 3λξ2 − 36λu2 + 36λξu).Ñ ó÷åòîì (27)�(28) âåëè÷èíà V (M∗) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé �óíê-öèþ îò u. �ðà�èê V (M∗) ïðåäñòàâëåí íà �èñ. 10; ãîðèçîíòàëü-íîé ïóíêòèðíîé ëèíèåé îòìå÷åíî çíà÷åíèå îáúåìà èñõîäíîãîòåòðàýäðà V (M) =
√

2
12 .

�èñ. 10



178 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéÍàèáîëüøåå óâåëè÷åíèå îáúåìà äîñòèãàåòñÿ ïðè u ≈ uc =
0.1354198, êîãäà V (M∗) ≈ 0.1623025; îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèåîáúåìà â ýòîì ñëó÷àå ðàâíî V (M∗)

V (M) ≈ 1.3771825, ò.å. ñîñòàâëÿåòáîëåå 37%. Èìåííî ýòîò ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Ä.Ä. Áëèêåðîì â[4℄.Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùèé óäèâèòåëüíûé �àêò. Â îñ-íîâàíèè ðàâíûõ ïèðàìèä Λi áóäóò ëåæàòü ïðàâèëüíûå øåñòè-óãîëüíèêè â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà u = ur = 1
2 tan π

12� ýòî ìîæíî ïîëó÷èòü, ïðèðàâíÿâ äëèíû ðåáåð D∗
1D

∗
3 è D∗

3B
∗
1 .Âåëè÷èíà ur = 1

2 tan π
12 ≈ 0.1339746 î÷åíü áëèçêà ê íàéäåí-íîìó âûøå ýêñòðåìàëüíîìó çíà÷åíèþ uc = 0.1354198. Îáúåììíîãîãðàííèêà M∗ â ýòîì ñëó÷àå ðàâåí V (M∗) ≈ 0.1622977,à îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèå îáúåìà ðàâíî V (M∗)

V (M) ≈ 1.3771421� ýòî çíà÷åíèå óêàçàíî Â.À. Àëåêñàíäðîâûì â [5℄, ðàçíèöà ñíàéäåííûì Ä.Ä. Áëèêåðîì óâåëè÷åíèåì îáúåìà èìååò ïîðÿäîê
10−5.Ïîñòðîèì òåïåðü íîâîå ëèíåéíîå èçãèáàíèå òåòðàýäðà M ñîñòîðîíàìè äëèíû 1. �àññìîòðèì ñíà÷àëà ëèíåéíîå èçãèáàíèå
M∗, ïðîàíàëèçèðîâàííîå âûøå, è çà�èêñèðóåì u = 1

2 tan π
12 .Ê êàæäîé âåðøèíå F ∗

i ìíîãîãðàííèêà M∗ ïðèìûêàåò 6 ðàâíûõðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêîâ � ãðàíåé, îáðàçóþùèõ áîêîâóþïîâåðõíîñòü ïèðàìèäû Λi, ñì.�èñ. 8�9. Ýòè ÷åòûðå ïèðàìèäûêîíãðóýíòíû ïðàâèëüíîé ïèðàìèäå Λ ñ øåñòèóãîëüíûì îñíî-âàíèåì (n = 6, α = π
3 ), óãîë ïðè âåðøèíå áîêîâîé ãðàíè ðàâåí

β = π
6 , äëèíà ðåáåð îñíîâàíèÿ ðàâíà a = 2u = tan π

12 , äëèíàíàêëîííûõ ðåáåð ðàâíà
b =

√
1

4
+ u2 =

1

2 cos π
12

.Îáúåì ïèðàìèäû Λ ðàâíÿåòñÿ
1

24
na2

√
4b2 − a2

sin2 α
2


tgα
2
≈ 0.0275370.



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 179Ïðèìåíèì òåïåðü ê ïèðàìèäå Λ ëèíåéíîå èçãèáàíèå ïî ñõå-ìå, èçëîæåííîé â ðàçäåëå 2. Ïîëó÷èì ñåìåéñòâî íåêîíãðóýíò-íûõ íåâûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ Λ̃, èçîìåòðè÷íûõ ïèðàìèäå
Λ. Ìàêñèìàëüíîå óâåëè÷åíèå îáúåìà ðàññìàòðèâàåìîé ïèðàìè-äû Λ ïðè ëèíåéíîì èçãèáàíèè Λ̃ äîñòèãàåòñÿ ïðè s = 0.4267783è ñîñòàâëÿåò V (Λ̃) ≈ 0.0290564.Ëèíåéíîå èçãèáàíèå ïèðàìèäû Λ, îäíîâðåìåííî ðåàëèçîâàí-íîå íà êàæäîé èç ïèðàìèä Λi, ïîðîæäàåò ëèíåéíîå èçãèáàíèåìíîãîãðàííèêà M∗, à çíà÷èò � è ëèíåéíîå èçãèáàíèå èñõîäíîãîòåòðàýäðà M . Ïðè óêàçàííîì âûøå çíà÷åíèè s ìû ïîëó÷àåìíîâûé ìíîãîãðàííèê M ′

∗, îáúåì êîòîðîãî ðàâåí
V (M ′

∗) = V (M∗) − 4 ∗ V (Λ) + 4 ∗ V (Λ̃) ≈ .1683713.Îáúåì óêàçàííîãî ìíîãîãðàííèêà M ′
∗ ïðåâîñõîäèò îáúåì èñ-õîäíîãî òåòðàýäðà M â 1.4286783 ðàç, èíà÷å ãîâîðÿ � áîëåå÷åì íà 42 %, ñð. [6℄. Òàêèì îáðàçîì, óæå íà ïåðâîì øàãå èòåðà-öèè äîñòèãíóòîå Áëèêåðîì â [4℄ óâåëè÷åíèå îáúåìà òåòðàýäðàóëó÷øàåòñÿ áîëåå ÷åì íà 5 %.Ìíîãîãðàííèê M ′

∗ èìååò áîëåå ñëîæíóþ ñòðóêòóðó, ÷åì M∗.Âìåñòî êàæäîé èç øåñòèãðàííûõ ïèðàìèä Λi ïîÿâëÿåòñÿ ìíî-ãîãðàííèê-ïîÿñîê, ñîñòàâëåííûé èç 6 òðåóãîëüíûõ è 6 òðàïåöè-åâèäíûõ ãðàíåé, è 12-ãðàííàÿ ïðàâèëüíàÿ ïèðàìèäà. Ê êàæäîéèç ýòèõ 12-ãðàííûõ ïèðàìèä òîæå ìîæíî îäíîâðåìåííî ïðè-ìåíèòü ëèíåéíîå èçãèáàíèå ïî ñõåìå èç ðàçäåëà 2 � ïîëó÷èìíîâûé ìíîãîãðàííèê M ′′
∗ , èçîìåòðè÷íûé òåòðàýäðó Λ, ñ óâåëè-÷åííûì îáúåìîì.Êàê óêàçàíî â ðàçäåëå 3, îïèñàííûé ïðîöåññ ÿâëÿåòñÿ èòåðà-öèîííûì. Íà k-îì øàãå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîãîãðàííèêM (k−1)

∗ ,ñîäåðæàùèé ÷åòûðå êîíãðóýíòíûå (2k−1 · 6)-ãðàííûå ïðàâèëü-íûå ïèðàìèäû. Ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî èçãèáàíèÿ ýòèõ ïèðàìèäïî ñõåìå èç ðàçäåëà 2 ñòðîèòñÿ íîâûé ìíîãîãðàííèê M (k)
∗ , èçî-ìåòðè÷íûé òåòðàýäðó M , ñ óâåëè÷åííûì îáúåìîì.Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-íîãî àíàëèçà óêàçàííîãî ïðîöåññà. Â ïåðâîé êîëîíêå óêàçàí



180 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûéíîìåð øàãà k, âî âòîðîé, òðåòüåé è ÷åòâåðòîé � êîëè÷åñòâî áî-êîâûõ ãðàíåé è õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ñîîòâåòñòâóþùåé 2k−1 ·6-ãðàííîé ïèðàìèäû, ïðèíàäëåæàùåéM (k−1)
∗ è ïîäâåðãàåìîé ëè-íåéíîìó èçãèáàíèþ íà k-îì øàãå, â ïÿòîé � ýêñòðåìàëüíîå çíà-÷åíèå sc, â øåñòîé � ìàêñèìàëüíîå îòíîñèòåëüíîå óâåëè÷åíèåîáúåìà V (M

(k)
∗ )/V (M), äîñòèãàåìîå íà k-îì øàãå.

k n a b sc V (M
(k)
∗ )/V (M)

1 6 0.2679492 0.5176381 0.4267783 1.4286783
2 12 0.1123728 0.4304609 0.3942073 1.4375726
3 24 0.0516754 0.3950532 0.3788093 1.4394450
4 48 0.0248015 0.3790065 0.3713158 1.4398758
5 96 0.0121522 0.3713599 0.3676075 1.4399793
6 192 0.0060154 0.3676378 0.3654378 1.4400047Ñõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ïðîöåññà ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-íî âûñîêîé, è óæå íà 6 øàãå ïîëó÷àåòñÿ ìíîãîãðàííèê M

(6)
∗ ,èçîìåòðè÷íûé èñõîäíîìó òåòðàýäðó M , îáúåì êîòîðîãî ïðå-âîñõîäèò îáúåì òåòðàýäðà áîëåå ÷åì íà 44 %.Ïðåäåëüíàÿ ïîâåðõíîñòü M ♯ ðàññìàòðèâàåìîé ïîñëåäîâà-òåëüíîñòè ìíîãîãðàííèêîâ M (k)

∗ , êàê óòâåðæäàëîñü â Ïðåäëî-æåíèè 6, áóäåò ñîäåðæàòü ÷åòûðå êîíãðóýíòíûõ êðóãîâûõ êî-íóñà ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåðøèíàì èñõîä-íîãî òåòðàýäðà M , ïðè ýòîì äëèíà îáðàçóþùèõ êîíóñîâ ïðè-áëèæåííî ðàâíÿåòñÿ 0.36. Îñòàâøàÿñÿ ÷àñòü M ♯ � ýòî ìíîãî-ãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ãðàíåé, êðàé êîòî-ðîé ñîñòàâëåí èç ÷åòûðåõ îêðóæíîñòåé.Àíàëîãè÷íóþ êîíñòðóêöèþ ìîæíî ïðèìåíèòü ê êàæ-äîìó âûïóêëîìó ïðàâèëüíîìó ìíîãîãðàííèêó M . Ñíà÷àëà Mëèíåéíî èçãèáàåòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì îáúåìà ïî ñõåìå èç [3℄� [4℄.Â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ïîëó÷àåòñÿ íåâûïóêëûé ìíîãîãðàííèê
M∗, âêëþ÷àþùèé íåñêîëüêî êîíãðóýíòíûõ ïðàâèëüíûõ ïèðà-ìèä (8 øåñòèãðàííûõ ïèðàìèä â ñëó÷àå, êîãäà M � êóá; 6



Èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ 181âîñüìèãðàííûõ ïèðàìèä â ñëó÷àå, êîãäà M � îêòàýäð; 20 øå-ñòèãðàííûõ ïèðàìèä â ñëó÷àå, êîãäà M � äîäåêàýäð; 12 äåñÿ-òèãðàííûõ ïèðàìèä â ñëó÷àå, êîãäà M � èêîñàýäð). Ê êàæäîéèç ïðàâèëüíûõ ïèðàìèä èòåðàöèîííî ïðèìåíÿåòñÿ îïèñàííîåâ ðàçäåëå 2 ëèíåéíîå èçãèáàíèå, ïðèâîäÿùåå ê ïîñëåäîâàòåëü-íîìó óâåëè÷åíèþ îáúåìà. Â íèæåñëåäóþùåé òàáëèöå â òðå-òüåé êîëîíêå ïðèâåäåíû ñîîòâåòñòâóþùèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòà-òû îòíîñèòåëüíîãî óâåëè÷åíèÿ îáúåìà ïðàâèëüíûõ ìíîãîãðàí-íèêîâ ñ ïîìîùüþ îïèñàííîé ïðîöåäóðû (6 øàãîâ èòåðàöèè), âïåðâîé è âòîðîé êîëîíêàõ óêàçàíû ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòà-òû èç [4℄, [6℄. Áëèêåð Ìèëêà ÀâòîðûÒåòðàýäð 1.37718257... 1.41575603... 1.44000470...Êóá 1.21865263... 1.23397824... 1.24030167...Îêòàýäð 1.11580800... 1.13233864... 1.13589463...Äîäåêàýäð 1.09339757... 1.09733081... 1.09723965...Èêîñàýäð 1.03631161... 1.05274569... 1.04272167...Êàê âèäèì, íàèáîëåå ñóùåñòâåííîå óñèëåíèå ðåçóëüòàòîâ èç[4℄� [6℄ äîñòèãàåòñÿ äëÿ òåòðàýäðà. Â òî æå âðåìÿ, äëÿ èêîñà-ýäðà è äîäåêàýäðà ïîëó÷åííàÿ äîáàâêà ÿâëÿåòñÿ âåñüìà íåçíà-÷èòåëüíîé, ÷òî âîçìîæíî îáóñëîâëåíî ïîëîãîñòüþ ïðàâèëüíûõïèðàìèä Λ, âîçíèêàþùèõ ïðè ëèíåéíîì èçãèáàíèè.Ñïèñîê ëèòåðàòóðû[1℄ Ïîãîðåëîâ À.Â., �åîìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷åê. - Ì.:Íàóêà, 1966.[2℄ Ïîãîðåëîâ À.Â., �åîìåòðè÷åñêàÿ ìåòîäû â íåëèíåéíîé òåîðèèóïðóãèõîáîëî÷åê. - Ì.: Íàóêà, 1967.[3℄ Ìèëêà À.Ä., Ëèíåéíûå èçãèáàíèÿ ïðàâèëüíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàí-íèêîâ // Ìàòåìàòè÷åñêàÿ �èçèêà, àíàëèç, ãåîìåòðèÿ. - 1994. - Ò.1, Â.1.- Ñ.116-130.[4℄ Blee
ker D.D., Volume in
reasing isometri
 deformations of 
onvexpolyhedra // Journal of Di�erential Geometry. - 1996. - V.43, N.3. - P.505-526.



182 À.Ä.Ìèëêà, Â.À. �îðüêàâûé[5℄ Àëåêñàíäðîâ Â.À., Êàê ñìÿòü ïàêåò îò ìîëîêà, ÷òîáû â íåãî âîøëîáîëüøå // Ñîðîñîâñêèé îáðàçîâàòåëüíûé æóðíàë. - Ò.6, Â.2. (2000). -Ñ.121-127[6℄ Ìèëêà À.Ä., �åøåíèå ïðîáëåìû Áëèêåðà // Òåçèñû äîêëàäîâ 4-îéìåæäóíàðîäíîé êîí�åðåíöèè ïî ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè, ×åðêàññû,2001, ñ.64-65.[7℄ Ôèíêåëü Â,Ì., Ïîðòðåò òðåùèíû. - Ì.: Ìåòàëëóðãèÿ, 1981, 160 ñ.


